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0z

Bu c¢alismada, eksenel donel simetrik dairesel plak problemlerin iki farkli dinamik yilikleme altindaki davranislar
teorik olarak arastirilmistir. Eksenel donel simetrik dairesel plak cisimlerin soniimlii titresimleri, iki boyutlu
diizlemsel eleman modeli kullanilarak, sonlu elemanlar ve Laplace doniisiim metotlarinin birlikte kullanilmasi ile
elde edilmistir. Plak malzemesi izotrop, lineer elastik veya viskoelastik kabul edilmistir. Viskoelastik malzeme
durumunda Kelvin soniim modeli kullanilmistir. Kelvin modelinde elastik sabitler, elastik-viskoelastik analojisi
yardimi ile Laplace uzayinda kompleks karsitlart ile yer degistirmektedir. Sistemi idare eden hareket denklemi
oncelikle zaman uzayinda elde edilmistir. Ardindan sistem hareket denklemine Laplace dontisiimil uygulanarak elde
edilen lineer cebrik denklem takimi, sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Donlismiis uzayda elde edilen ¢oziimlerden zaman
uzayma gecmek icin etkin bir sayisal ters Laplace doniisim metodu kullanmilmigtir. Bu islem kullamilarak sonlu
elemanlar yontemine dayali bir bilgisayar programi hazirlanmistir. Hazirlanan bilgisayar programinin sonuglart,
ANSYS sonlu eleman paket programi kullanilarak hesaplanan sonuglar ile karsilastirilip, bu yontemin dogrulugu ve
iistiinligli gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Eksenel Donel Simetrik Plak, Ters Laplace Doniigiimii, Sonlu Elemanlar Y 6ntemi

DYNAMIC ANALYSIS OF CIRCULAR PLATES BY THE FINITE
ELEMENT METHOD IN THE LAPLACE DOMAIN

ABSTRACT

In this study, dynamic analysis of axisymmetric circular plates subjected to two type of dynamic loads are
theoretically investigated. The solutions of damped response of the considered structure have been obtained by the
Laplace transform method and finite element method using the two dimensional plane elements. Materials of the
plate are assumed to be isotropic, linear elastic and/or viscoelastic. In the viscoelastic material case, the Kelvin
model is employed. According to the correspondence principle the material constants are replaced with their
complex counterparts in the Laplace domain. The governing equations of motion of the problem are first obtained in
the time domain. Laplace transform is then applied and the set of simultaneous linear algebraic equations are solved
numerically in the transferred domain. The solutions obtained are transformed to the time domain using an
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appropriate numerical inverse Laplace transform method. For the suggested model, a finite element analysis
computer program is coded in Fortran. Verification and exactness of the written program is performed by comparing
the results of the present method and with those of ANSYS.

Keywords: Axisymmetric Plate, Inverse Laplace Transform, Finite Element Method

1. GIRIS

Eksenel donel plaklarla ilgili 6nceki ¢aligmalar on yillardir yapilagelmektedir. Konuyla ilgili ¢alismalara;
kabuklarin analiz ve tasarimi [1], ince kabuk teorisi [2], dinamik kabuk problemleri i¢in sonlu eleman yaklagimi [3],
dinamik analizler i¢in dogrudan integrasyon yontemlerinin karsilastirilmasi [4], elastik kabuklarin zorlanmus titresimi
[5], rijitlik matrislerinin elde edilmesi ve uygulanmasi [6], ortotropik ve viskoelastik paklarin Laplace uzayinda
dinamik analizi [7], silindirik kabuklarin statik ve dinamik analizleri [8], spektral eleman metodu kullanilarak
dairesel ve halka seklinde plaklarin dinamik analizi [9], dairesel ve halka seklindeki ince plaklarin serbest titresimi
icin Hamilton yaklagimi [10] ve dikdortgen plaklarin serbest ve zorlanmug titresimi i¢in sonlu farklar yontemi
uygulamalar1 [11] 6rnek olarak gosterilebilir.

Bu calismada izotropik, elastik ve viskoelastik malzemeye sahip eksenel donel dairesel plaklarin dinamik
davraniglart sonlu elemanlar metodu yardimiyla Laplace uzayinda teorik olarak aragtirilmistir. Donel plaklara ait
hareket denklemleri Langrangean ve Hamilton prensibi yardimiyla elde edilmistir. Sistemi idare eden hareket
denklemi, her bir diigiimiinde iki serbestlik derecesine sahip 8 diigiimlii kuadratik elemanlar kullanilarak, sonlu
elemanlar yaklagimiyla zaman uzayinda elde edilmistir. Sonlu elemanlara ait rijitlik matrisleri, kiitle matrisleri ve
yiik vektorleri 3 noktali Gauss sayisal integrasyon metodu yardimiyla hesaplanmistir. Elde edilen sistem hareket
denkleminin Laplace doniisiimii alinarak lineer cebrik takimina doniistiirilmiistir. Bu denklem takimi Gauss
eliminasyon metodu ile déntismiis uzayda bir dizi Laplace parametresi igin ¢oziilmiistiir. Soniim etkisi doniigmiis
uzayda kolayca ele alinabilir. Plak malzemesinin lineer elastik veya viskoelastik oldugu kabul edilmistir. Elde edilen
¢oziimlerin Laplace uzayindan zaman uzayma donlisiimii i¢in Durbin’in modifiye edilmis sayisal ters Laplace
metodu kullanilmigtir [12,13]. Bu ¢alismada bulunan sonuglar, ANSYS [14] programindan elde edilen ¢6ziimler ile
karsilagtirtlmigtir.

2. MATERYAL VE METOT

Eksenel simetrik yiiklemeye maruz dairesel plaklar ile ilgili problemler, iki boyutlu basit problemler olarak ele
alnabilirler. Sekil 1.’de goriildiigii gibi, cisimler ve yiiklemeler z eksenine gore simetrik oldugundan deformasyonlar
ve gerilmeler, 8 donme agisindan bagimsizdirlar. Bu nedenle, problemler r-z diizleminde tanimli olan donel alan
tizerinde iki boyutlu olarak ele almabilir (Sekil 1b.). Yergekimi kuvvetleri z ekseni dogrultusunda oldugu kabul
edilmektedir. Volan benzeri donel cisimlerdeki merkezkag kuvvetler hacim kuvvetleri olarak ele alinmaktadir [15].
Herhangi bir noktanin yatay ve diisey deplasmanlari:

u=u(rz) , v=v(rz) 1)

Agirlik ve yayilt sinur yiikleri, sirastyla:

{3 ={ 37 {3 ={t. t}' @
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(a) Perspektif goriiniis (b) En kesit
Sekil 1. Eksenel donel simetrik problem

ile gosterilmektedir. Uzama oranlar1 ile deplasman arasindaki iliski:

du dv u QJu v T
— T_)— — - =477
{S} - {gr; €2, €0, yrz} - {61" "9z 'r 9z + 67"} (3)
olarak yazilir. Gerilme vektort,
{o} = {Urr 032, 0g, Trz}T 4)
olarak tarif edilmektedir. Uzama oranlari ile gerilmeler arasindaki iligki:
oy 1-v)p vp vp 07 (&r
oz ( _ @A-=v)p v 0]) &, ©)
Op ' ] (1-v)p 0f|°%
Trz Simetrik ¢l \Vrz
biinye denklemi ile verilmektedir. Burada p ve G, sirasiyla (6) denkleminde verilmistir.
E E
2 G (6)

T a+na-2v) "2 +v)

Formiilasyonda izoparametrik, 8 diigiimlii kuadratik eleman kullanilmigtir. Elemanin herhangi bir noktasinin
koordinatlar1 sekil fonksiyonlarma bagl olarak,

8 8
r = Z Niri 5 zZ = Z NiZi (7)
i=1 i=1

seklinde ifade edilmektedir. Burada, r; ve z;, i diiglimiiniin koordinatlar1 olup, N; ise kuadratik sekil fonksiyonlaridir.
Yatay ve diisey deplasmanlar i¢in 8 parametreli kuadratik baz polinomlar1 segilmektedir.

u@m=PEmia , vEn=rEmnia (8)

u (¢,n) deplasmani, referans elemaninin 8 digiimil i¢in yazilarak,

195



OHU Miih. Bilim. Derg. / OHU J. Eng. Sci 2019, 8(1): 193-205

A.R.NOORI, T. A. ASLAN, B. TEMEL

(U4} = [Pal{a} ©)

sekil fonksiyonlart,

{NE MY ={PE M} [P (10)

bagintisindan elde edilmektedir. Gergek eleman ile referans elemani arasinda gegisi saglayan Jacobian doniisiim
matrisi, [J] asagida verilmistir.

8 8
or 9z 6Nl aNL

—_— = Sz i Z
€ k|l _|H9% H%
Ul= or ozl | s 8 (11)
|ll _ZJ| N, N,
dn On =T Zj
o o]
Kartezyen koordinatlara gore tiirevler, asagidaki esitlikten elde edilir.
oN; [9N:] 9z _9z) [Ny
or || % | oL | on o5 og
dN; ON;| det[J]| or or JdN; (12)
9z an "3, a¢ |5y
UI=07]
Boylece, [B] sekil degistirme matrisi referans eleman1 koordinatlarina bagli olarak asagidaki gibi hesaplanir.
_aNl -
0
3
dN;
Jiv Jiz 00 01l%,
710 0 0 o0 1/r|lo !
2o Ji Ji J 0 08
aN;
an
L N; 0.
Eksenel donel simetrik bir eleman i¢in rijitlik ve kiitle matrisleri asagidaki integraller yardimiyla hesaplanir:
+1 +1
kel =2n [ [ (BITICIBI decly] déan (14)
-1 -1
+1 +1
mel =p2n [ [ (V)7 Detly) s (15)
B

Hacim kuvvetleri ve eleman smirina etkiyen yayili kuvvetler icin diigim yiik vektorii de asagidaki gibi elde
edilmektedir.
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1 +1 +1
d=pgn [ [0 (r)rdedasan +2n [ (07 5 a )

Burada g yergekimi ivmesini gostermektedir.

Bu ¢aligmada hareket denklemi Hamilton prensibi kullanilarak elde edilmektedir. Potansiyel enerji (IT) ve Kkinetik
enerji (T) arasindaki fark Langrangean olarak tanimlanirsa;

L=T-1= %{D}T[M]{D} - %{D}T[K]{D} 17)

Burada {D}, sistem hiz vektorii, {D} sistem deplasman vektorii, [K] sistem rijitlik matrisi ve [M] ise sistem kiitle
matrisidir.

Hamilton Prensibi: Langrangean’in (i1, to) gibi keyfi bir zaman araliginda integrali alinirsa,

ty

I = det (18)

t1

burada L, deplasman ve hiz cinsinden tanimlanan bir fonksiyon oldugundan, hareket denklemi asagidaki gibi olur.

d(oL\ oL _. 19)
dt\ap;) oD;

Bunun sonucu olarak elastik bir sistemin hareket denklemi asagidaki gibi elde edilmektedir.

[M1{D} + [K{D} = {F} (20)

Hareket denkleminin sag tarafi gesitli tiplerde zamanla degisen dinamik dig yiiklerden olugabilir. Zamana bagl bir
f(t) fonksiyonunun Laplace déniisiimii, F(s),

oo

LIF (O] = F(s) = ] () et (21)

0

seklinde tanimlanmaktadir. Burada s, Laplace parametresini gostermektedir. Zamana gore ikinci mertebeden tlirevin
Laplace doniigiimii kapali olarak asagidaki gibi verilmektedir.

LIf®)] = s*F(s) = s f(0) = £(0) (22)
Bu tarif yardimiyla, (20) denklemi agagidaki gibi elde edilir.
(s*[M] + [KD{D} — s [MI{D(0)} — [MI{D(0)} = {F} (23)

Burada, {D} ve {F} sirasiyla, sistem deplasman ve yiik vektorlerinin Laplace déniigiimlerini temsil eder. {D(0)} ve
{D (O)} ise baglangi¢ deplasman ve hiz vektorlerini géstermekte olup, bu ¢alismada sifir alinmustir.
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Viskoelastik malzeme durumunda Kelvin soniim modeli kullanilmaktadir. Kelvin soniim modelinde elastik
sabitler, elastik-viskoelastik analojisi yardimiyla, Laplace doniisiim uzayinda kompleks Kkarsitlar1 ile yer
degistirmektedir [16-18].

E,=E(1+4+gs) , G,=G(1+gs) (26)

Burada G, kayma modiilii, g malzemenin viskoz séniim orani, Ey ve Gy viskoelastik malzeme sabitleridir.

3. SAYISAL UYGULAMA

3.1. Diizgiin Yayih Yiiklii Dairesel Plak

Bu uygulamada, diizgiin yayih yiikli ve kenarlarindan ankastre mesnetli dairesel bir plak ele alinmigtir. Dairesel
plagin yari gapi, r = 1.00 m, kalnligi, t = 0.10 m; plak malzeme 6zellikleri ise, Poisson orani, v = 0.3, kiitlesel
yogunlugu, p = 7850 kg/m? ve Elastisite modiilii, E = 2 x 10! N/m? se¢ilmis olup, plaga ¢o =1 X 108 N/m? siddetinde
diizgiin basing etki etmektedir. Plak geometrisi Sekil 2’de gosterilmistir. Bu ¢alismada elde edilen sonuglar ile
ANSYS programindan bulunan degerler grafikler {izerinde karsilastirilmistir.

_a®)

A

L (=)
(&) Adirm Tipi ¥ ik

ol
F 3

@
qSini t=c)
D—’ tis)

c=am10

() impusi! Sinds Tipi Yok

Plan gorinigh
(a) Plak geometrisi (b) Yiik tipleri
Sekil 2. Dairesel plak ve dinamik yiik fonksiyonlari
Iki farkli tipte (Sekil 2.b) dinamik yiik fonksiyonu igin dairesel plak problemi bu galismada hazirlanan program ve
ANSYS ile ¢oziiliip, dairesel plagin kalinlik ortasindaki digiime ait diisey deplasmanin zamanla degisimi grafik

tizerinde karsilagtirilmigtir. Dairesel plagin yukarida verilen yiik fonksiyonlart i¢in hem elastik hem de viskoelastik
malzemeler i¢in dinamik davranislar1 arastirilmistir.
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3.1.1. Adim Tipi Yiik Fonksiyonu i¢in Coziim

Cesitli zaman artim miktarlar1 i¢in Laplace uzayinda elde edilen ¢oziimler ile ANSYS paket programindan elde
edilen sonuglar karsilastirilmistir. Bu problemin ¢6ziimil, sirasiyla 128 adim (dt=0.0002s.), 256 adim (dt =0.0001s.)
ve 512 adim (dt = 0.00005s.) alinarak yapilmistir. Eksenel simetrik plak en kesiti icin sonlu eleman ag1 Sekil 3°de
gosterilmistir. 29 nolu diigiime ait deplasman ve 1 nolu diiiime ait g, gerilmesinin zamanla degisimleri Sekil 4-5
lizerinde verilmistir.

0.10 m

Sekil 3. Dairesel plak en kesiti igin sonlu eleman ag1

Onerilen metod ile elde edilen ¢dziimler zaman artim miktarindan bagimsizdir ([19,20] nolu kaynaklara bakiniz).
Sekil 4-5” de goruldigii gibi, farkli zaman artim miktarlari i¢in elde edilen degerler {ist iiste ¢akismaktadir.

Ayrica, dairesel plagin adim tipi yiikleme etkisindeki farkli zaman artim miktarlar1 icin ANSYS ¢6ziimleri, eksenel
donel simetrik modellemeye uygun olan PLANE 183 elemani kullanilarak elde edilmis ve Sekil 6-7° de
gosterilmistir. Grafikler incelendiginde, ANSYS ile Newmark metodu kullanilarak elde edilen sonuglarin zaman
artim miktarina karsi ¢ok hassas olup, tutarli sonug alabilmek i¢in zaman arttminin ¢ok kii¢iik se¢ilmesi gerektigi
anlagilmaktadir.

Sekil 8-9 incelendiginde, Laplace uzayinda kaba zaman artimi (dt=0.0002s.) kullanilarak elde edilen diisey
deplasman ve o, gerilmesi degerleri ile ¢ok sik zaman artimi (dt=0.00005s.) alinarak ANSY'S programindan elde
edilen sonuglarin birbirine ¢ok yakin oldugu goriilmektedir.

Ayrica, ¢esitli séniim oranlar1 i¢in  (g=0.00041 ve g=0.00025) plak davranmisi incelenmistir. Sekil 10’dan da
gorildiigii iizere, soniim oranlar arttikga titresim genlikleri statik degere daha ¢abuk yaklagmaktadir.
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0,8
—-2—- Bu calisma (dt =0.0002) — -+ Bu ¢aligma (dt=0.0001)

044 Bu caligma (dt=0.000005) Statik
~ 00 2
: ﬁ
E
c '0,4 N
<
e
(%]
2 .08 A l [
o
A [

-1,2 A

H
= \/ \f Y
-2,0 r r T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025
Zaman (s.)
Sekil 4. Plak kalinlig1 ortasindaki diisey deplasman
190 -
—-a—- Bu Caligma (dt =0.0002) — -+ Bu Caligma (dt=0.0001)
--------- Bu Calisma (dt=0.00005) Statik

150 -
<
S| f
: f M A
(5] o
Em L [ 1 4%
= 4 { /
© 30 F \ ‘Y 4 ‘& { 1I

*'& ! Aoy
.t A
-10 v
-50 r r T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025

Zaman(s.)

Sekil 5. Simetri noktasinda ve plak alt yiiziindeki o, gerilmesi
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Deplasman (mm)

Gerilme (MPa)
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0,8
—-a—- ANSYS (dt =0.0004) — - ANSYS (dt=0.0001)
044 - ANSYS (dt=0.00005) Statik
0,0 T
'%% el
2%l
04 - iz X
08l } 5; 3
SRV !
y ;
¥
'2,0 T T T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025
Zaman (s.)
Sekil 6. Plak kalinlig1 ortasindaki diisey deplasman
190 1 —-a—- ANSYS (dt =0.0002) —-+—-- ANSYS (dt=0.0001)
--------- ANSYS (dt=0.00005) Statik
150 -
%
e N 'll h | A
110 - % fg;)?e,_ .t\"‘ [ '.f,(
VAN /S S N 4 S
oA 1 ' r;a 2 i
70 A i i j W g ?}x i
* I h 1 ‘:
T * ff ; AT S %3;\ A
i o+ A ] / ¥
30 1 LA ! *\“ H'A 5 ! +.
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-10 ﬁf A Lﬁi ﬂ,’:?} i
! il ; !
Y ]
-50 T T T r r
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025
Zaman(s.)
Sekil 7. Simetri noktasinda ve plak alt yiiziindeki o, gerilmesi
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Sekil 8. Plak kalinlig1 ortasindaki diisey deplasmanin karsilastirilmasi

Statik

=0.00005)

weemene- ANSYS (dt

0.0002)

—— Bu ¢alisma (dt

160

120 -

(ed\) swIeD

-40

0,025

0,020

0,015

0,010

0,005

0,000

Zaman (s.)

Sekil 9. Simetri noktasinda ve plak alt yiiziindeki o, gerilmesinin karsilastirilmasi
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0,0
—-a—- Bu Calisma (dt =0.0004), g=0.00025
--------- ANSY'S (dt=0.00005), g=0.00025
0313 Statik
9T —o— Bu Calisma (dt=0.0004), g=0.00041
S N ANSY'S (dt=0.00005), g=0.00041
IS
E
c
<
e
(%]
8 0000000000
o
5]
(a)
-1,5 r r r T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025

Zaman(s.)

Sekil 10. Plak kalinhig1 ortasindaki viskoelastik diisey deplasmanin karsilagtirilmasi

3.1.2. Impulsif Siniis Yiik Fonksiyonu i¢in Céziim

Bu boliimde, impulsif siniizoidal yiikiin sistem davranigina etkisi arastirilmigtir. Bu ¢alismadan ve ANSYS
programindan elde edilen 29 nolu diigiimiin diisey deplasmaninin zamanla degisimleri karsilastirilmistir. Sekil 11
incelendiginde, kaba zaman artim miktarlart kullanilarak bu ¢alismadan elde edilen sonuglarin, daha hassas zaman

artim miktarlari igin ANSYS ¢oziimleri ile ortiistiigli gorilmistiir.
Cesitli viskoz s6niim oranlar1 (g =0.000083 ve g =0.00016) i¢in sistemin viskoelastik analizi yapilmis ve disey

deplasmanin zamanla degisimi Sekil 12°de verilmistir.

]

1,4 — -a—- Bu ¢alisma (dt =0.0004) --------- ANSYS (dt=0.00005) Statik
/‘é’i y ) A2, i\ £
0s | Ao A A
= i £ i3 o 4
: N S Y A S A S
£ ; R i . i
Ve L 2L
i ) j I / } /
ke LU T U A S S
S i Yo L4 &0
o ' L i N

&
D=
e
.
.
&

SRV
/ .

'1,6 T T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025

Zaman(s.)

Sekil 11. Plak kalinliginin ortasindaki elastik diisey deplasmanin karsilastirilmasi
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Sekil 12. Plak kalinhigimin ortasindaki viskoelastik diisey deplasmanin karsilastirilmasi

4. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada, iki farkli tip dinamik yiikler i¢in eksenel donel simetrik geometriye sahip dairesel plak problemi
¢ozlilmiistiir. Elastik ve viskoelastik malzeme durumlari i¢in ele alinan plagin Laplace uzayinda dinamik davranist
sonlu elemanlar metodu yardimiyla arastirilmistir. Sistemi idare eden hareket denklemi sonlu elemanlar metodu
kullanilarak zaman uzayinda elde edilmistir. Ardindan, sistem hareket denklemine Laplace doniistimii uygulanarak
elde edilen lineer cebrik denklem takimi bir dizi Laplace parametresi i¢in doniismils uzayda ¢oziilmiistiir.
Viskoelastik malzeme igin Kelvin soniim modeli uygulanmigstir. Viskoelastik malzeme durumunda elastik sabitler,
elastik-viskoelastik analojisi yardimiyla, Laplace uzayinda kompleks karsitlar: ile yer degistirmektedir. Laplace
uzayindan zaman uzayina donisiim i¢in etkin bir ters Laplace metodu kullaniimigtir. Ele edilen sonuglar ANSYS
sonuglari ile karsilastirilmisgtir.

Sonug olarak, hem elastik hem de viskoelastik malzeme durumunda kaba zaman artim miktarlar1 kullanilarak bu
calismadan elde edilen sonuglarin, daha hassas zaman artim miktarlart igin ANSYS ile ortiistiigi gorilmiistiir.
Viskoelastik malzeme durumunda deplasman ve gerilmelere ait salimimlar zamanla statik degere yaklasarak
kiiciilmektedir. Bu makalede 6nerilen yontemin, ANSYS programinin kullandigi, Newmark adim adim integrasyon
metoduna gore daha etkin oldugu 6rnekler tizerinde gosterilmistir.
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