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Кыргызско-Турецкий Университет «Манас» 
 

Классические понятия производной и дифференциала функции изложены во 
многих работах. Например, в [1,2,3]. Здесь мы дадим новые определения этих 
понятий. Эти опредления обобщают понятия производной и дифференциала 
функции. На основе этих определений мы обобщаем известные классические 
теоремы математического анализа. 

1. Производная и дифференциал функции по ϕϕϕϕ(х) 

Пусть функции f(x) и ϕ(х) определены на интервале (a, b). Будем 
предполагать, что функция ϕ(х) – строго возрастающая непрерывная функция 
всюду на интервале (a, b). Возьмем точку х∈(a,b). Зададим х приращение 0≠∆x , 
тогда функции f(x) и ϕ(х) получат приращение )()()( xfxxfxf −∆+=∆  и 

)()()( xxxx ϕϕϕ −∆+=∆ . 

Определение 1. Производной по ϕ(х) функции f(x) в точке  х∈(a, b) 
называется предел отношения приращения функции )(xf∆ к приращению 
функции )(xϕ∆ при стремлении приращения аргумента x∆ к нулю (если этот 
предел существует): 
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Нахождение производной функции f(x) по  ϕ(х) будем называть 
дифференцированием по ϕ(х) этой функции. Если функция f(x) в точке х∈(a, b) 
имеет конечную производную по ϕ(х), то функция f(x) называется 
дифференцируемой по ϕ(х) в этой точке. Функция f(x), дифференцируемая по ϕ(х) 
во всех точках интервала называется дифференцируемой по ϕ(х)на (a, b). 
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Т е о р е м а .  Если функция f(x) дифференцируема по ϕ(х) в точке х0∈(a, b), 
то она в этой точке непрерывна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию функция  f(x) дифференцируема по 
ϕ(х) в точке х0, т.е. существует конечный предел 

                           )()(
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lim 00
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0
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xfx
d
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x
xf

x ϕϕϕ
′==

∆
∆

→∆
 

где )( 0x
d
df
ϕ

– постоянная величина, не зависящая от x∆ . 

Тогда на основании теремы о связи бесконечно малых с пределами функций 
можно записать  

                            )()(
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0 xxf
x
xf

∆+′=
∆
∆

α
ϕ ϕ ,        (2) 

где )( x∆α  –бесконечно малая величина при 0→∆x  или  

                           )()()()()( 0000 xxxxfxf ϕαϕϕ ∆∆+∆′=∆ . 

Отсюда, при 0→∆x  на основании свойств бесконечно малых 
устанавливаем, что     0)()()( 000 →−+=∆ xfxxfxf  и, следовательно, 
функция  f(x) в точке х0 является непрерывной. 

Нетрудно убедиться, что непрерывность функции – необходимое, но не 
достаточное условие дифференцируемости функции по ϕ(х). 

Замечание. Производная непрерывной функции f(x) по ϕ(х) не обязательно 
непрерывна. Если функция имеет непрерывную производную по ϕ(х) на (a, b), то 
функцию f(x) будем называть гладкой по ϕ(х) на (a, b). Если же производная 
функции f(x) по ϕ(х) допускает конечное число точек разрыва (причем первого 
рода), то функция f(x) на (a, b) называется кусочно гладкой по ϕ(х). 

Определение 2. Линейная функция ϕϕ ∆=∆ cg )(  называется 

дифференциалом функции f(x) по ϕ(х) точке 0xx= , если  

                            )(~)( 00 xcxf ϕ∆∆ при 0→∆x , 

т.е. 
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                           )()()()( 000 xxxcxf ϕγϕ ∆∆+∆=∆ , 

где Rc∈  и 0)( →∆xγ  при 0→∆x . 

Дифференциал функции f(x) по ϕ(х) в точке х обозначается )(xfdϕ или 

просто fdϕ . Из определения вытекает, что 

                     c
x
xf

x
=

∆
∆

→∆ )(
)(lim

0 ϕ
, 

т.е.  

                      ϕϕϕ ∆′= )()( xfxfd .         (3) 

Определив дифференциал функции f(x)=ϕ(х) имеем: 

                     ϕϕϕϕ ϕϕ ∆=∆′== ))(()()( xxdxfd . 

Тогда из (3) получим 

                    )()()( xdxfxfd ϕϕϕ ′= .                   
     (4) 

Пример. Функция xxf =)( не дифференцируема в точке х=0 . Если 
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то функция ϕ(х)строго возрастающая непрерывная функция на ),( ∞−∞ . 

Покажем, что функция xxf =)(  имеет непрерывную производную по ϕ(х) на 

),( ∞−∞ . 

Пусть х<0, тогда по определению 1 имеем: 
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Если х>0, то аналогично доказывается  .3)(
3
2

xxf =′ϕ  

Пусть х=0  и 0>∆x . Тогда 
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Если х=0  и 0<∆x , то 

                   0lim
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Отсюда вытекает, что 

                        .0)0( =′ϕf  

Таким образом, производная функции xxf =)(  по ϕ(х) определяется по 
следующей формуле: 
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Ясно, что функция )(xfϕ′ непрерына на интервале ),( ∞−∞ , т.е. функция 

xxf =)(  гладкая по ϕ(х) на ),( ∞−∞ . 

2. Правила дифференцирования по ϕϕϕϕ(х) 

1. Производная постоянной по ϕ(х) равна нулю, т.е. 

                                           0)( =′ϕC , 

где С – произвольная постоянная. 

2. Производная по ϕ(х) алгебраической суммы конечного числа 
дифференцируемых функций по ϕ(х) равна такой же сумме производных этих 
функций по ϕ(х), т.е. 

ϕϕϕ vuvu ′+′=′+ )( . 

3. Производная по ϕ(х) двух дифференцируемых функций по ϕ(х) равна 
произведению производной первого сомножителя по ϕ(х) на второй, плюс 
произведение первого сомножителя на производную второго по ϕ(х), т.е. 

ϕϕϕ vuvuuv ′+′=′)( . 

Следствие. Постоянный множитель С можно выносить за знак производной 
по ϕ(х), т.е. 

ϕϕ uCCu ′=′)( . 

4. Производная по ϕ(х) частного двух дифференцируемых по ϕ(х) функций 
может быть найдена по формуле 
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Доказательство этих правил аналогично доказательствам правил 
дифференцирования. 

3. Дифференцирование по ϕϕϕϕ(х) сложной функции 

Т е о р е м а .  Пусть функция u(x) дифференцируема по ϕ(х) в точке x=x0, 
причем u(x0)=u0, αϕ =′ )( 0xu . Далее, пусть функция f(u) дифференцируема по u в 

точке u=u0, причем β=′ )( 0uf . Тогда сложная функция 

v(x)=f(u(x)) 

дифференцируема по ϕ(х) в точке x=x0, причем 

βαϕϕ =′′=′ )()()( 000 xuufxv . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу дифференцируемости функции f(u) и 
дифференцируемости по ϕ(х) функции u(x) имеем: 

                            )()()()( 0100 xxxxu ϕαϕα ∆∆+∆=∆ ,      (5) 

                      )())(()()())(( 001000 xuxuxuufxuf ∆∆+∆=∆=∆ ββ ,     (6) 

где x∆ – приращение аргумента x, )(1 x∆α – бесконечно малая при 0→∆x  

и ))(( 01 xu∆β – бесконечно малая при )( 0xu∆  . Учитывая формулу (5) из  (6) 
имеем 

)()]())][(([))(( 01010 xxxuxuf ϕααββ ∆∆+∆+=∆ . 

Отсюда, на основании теоремы о связи бесконечно малых с пределами 
функций, имеем 

βα
ϕϕ =

∆
∆

=′
→∆ )(

))((
lim)(

0

0
00 x

xuf
xv

x
. 

4. Производные и дифференциалы высших порядков. 

Пусть f(x) является дифференцируемой по ϕ(х) в каждой точке интервала  (a, 
b). Тогда каждой точке х∈(a, b) можно поставить в соответствие число – 
производную )(xfϕ′  в этой точке. Полученная функция называется функцией, 

производной от данной по ϕ(х) и обозначается также )(xfϕ′ . Может случиться, 
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что она сама тоже имеет производную по ϕ(х). Тогда эта производная называется 
второй производной функции f(x) по ϕ(х) и обозначается так: 

ϕϕϕ ))(()( ′′=′¢ xfxf . 

Аналогичным образом определяются третья, четвертая и все последующие 
производные: 

ϕϕϕ ))(()( ′′′=′′′ xfxf ,   …  ϕϕϕ ))(()( )1()( ′= − xfxf nn , 

)(
)(
)()()( xfD

xd
xfdxf n

n

n
n

ϕϕ
ϕ

== . 

Методом индукции можно доказать следующие теоремы. 

Т е о р е м а (Обобщенная формула Лейбница). Пусть f(x), g(x) имеют n-e 
производные по ϕ(х). Тогда справедлива формула 
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−

=
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ϕϕ
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где )()()0( xfxf = , )()()0( xgxg = . 

Если функция f(x) дважды дифференцируема по ϕ(х) , то выражение 

22 ))()(()( xdxfdxf ϕϕ ϕϕ ′′=′′  

называется вторым дифференциалом функции f(x) по ϕ(х) и обозначается  
)(2 xfdϕ  , т.е. 

22 )())(()( ϕϕϕϕϕ dxfxfddxfd ′′== . 

Аналогично определим третью, четвертую и все последующие 
дифференциалы: 
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323 )())(()( ϕϕϕϕϕ dxfxfddxfd ′′′== , ... , 

nnnn dxfxfddxfd ϕϕϕϕϕ )())(()( )(1 == −  

Очевидно, в силу такого определения можно записать: 

n

n
n

d

xfd
xf

ϕ
ϕ

ϕ
)(

)()( = . 

5. Возрастание и убывание функции в точке. 
Пусть x0 – внутренняя точка области определения f(x) .  

Определение 1. Функция f(x)  возрастает в точке x= x0 , если существует 
некоторая окрестность этой точки, в которой: 

1) f(x)> f(x0) при x>x0; 2) f(x)< f(x0) при x<x0. 

Определение 2. Функция убывает в точке x= x0, если существует некоторая 
окрестность этой точки, в которой: 

1) f(x)< f(x0) при x>x0; 2) f(x)> f(x0) при x<x0. 

Определение 3. Функция имеет в точке x= x0  локальный максимум 
(локальный минимум), если в некоторой проколотой окрестности этой точки 
выполняется неравенство  f(x0)>f(x) (соответственно f(x0)< f(x)). 

Определение 4. Функция f(x)  имеет локальный экстремум в точке x= x0, если 
в этой точке она имеет или локальный максимум, или локальный минимум. 

Т е о р е м а. Пусть ϕ(x)– возрастающая непрерывная функция в области 

определения функции f(x). 1) Если 0)( 0 >=cx
d
df
ϕ

, то точка x=x0 - точка 

возрастания функции f(x); 2) Если 0)( 0 <=cx
d
df
ϕ

, то функция  f(x) убывает в 

точке x=x0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  1) Так как 

)()(
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lim)(
0

0
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, 
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то существует число 
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2
c

dd 0> такое, что неравенство 

2)()(
)()(

0

0 cc
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выполняется для всех точек проколотой δ–окрестности точки x= x0. В этой 
окрестности имеем 

2
3

)()(
)()(

2
0

0

0 c
xx
xfxfc <

−
−

<<
ϕϕ

. 

Так как )()()( 00 xxx ϕϕϕ −=∆ имеет тот же знак, что и 0xxx −=∆ , то 

)()()( 00 xfxfxf −=∆ имеет тот же знак, что и 0xxx −=∆  , т.е. x0 – точка 
возрастания. Случай 2) сводится к случаю 1) заменой  f(x) на (- f(x)). 

6. Приложения производной по возрастающей функции 
О б о б щ е н н а я  т е о р е м а  Ф е р м а .  Пусть внутренняя точка x0 

отрезка [a,b], на котором определена и непрерывна функция f(x), является точкой 

локального экстремума этой функции и пусть )( 0x
d
df
ϕ

∃ , где ϕ(x) – 

возрастающая непрерывная функция на [a,b]. Тогда имеем 0)( 0 =x
d
df
ϕ

. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Точка x0 не может быть точкой возрастания 
(убывания), так как тогда в некоторой проколотой δ–окрестности этой точки 

0
)(
)(

0

0 >
∆
∆

x
xf

ϕ
 ( 0

)(
)(

0

0 <
∆
∆

x
xf

ϕ
 соответственно). 

Но тогда неравенство 0)( 0 >x
d
df
ϕ

 невозможно. Остается принять, что 

0)( 0 =x
d
df
ϕ

, что и требовалось доказать. 
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О б о б щ е н н а я  т е о р е м а  Р о л л я .  Пусть функция  y=f(x) 
удовлетворяет следующим условиям: 

1) непрерывна на отрезке [a,b]; 

2) дифференцируема по возрастающей функции ϕ(x) на интервале 
(a,b); 

3) на концах отрезка принимает равные значения, т.е. f(a) =f(b). 

Тогда внутри отрезка существует по крайней мере одна такая точка ξ∈(a,b), 
в которой производная функции  f(x)  по ϕ(x) равна нулю: 

0)( =ξ
ϕd

df
 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании теоремы Вейерштрасса функция, 
непрерывная на отрезке, достигает в нем своего наибольшего М и наименьшего m 
значений. Если оба эти значения достигаются на концах отрезка [a,b], то по 
условию они равны (т.е. M=m), а это значит, что функция тождественно 

постоянна на отрезке [a,b]. Тогда производная )(x
d
df
ϕ

 равна нулю во всех точках 

этого отрезка. Если же хотя бы одно из этих значений – максимальное или 

минимальное – достигается внутри отрезка (т.е. m<M), то производная )(x
d
df
ϕ

 в 

соответствующей точке равна нулю в силу обобщенной теоремы Ферма. 

О б о б щ е н н а я  т е о р е м а  К о ш и .  Пусть функции  f(x) и g(x) 
непрерывны на отрезке [a,b] и дифференцируемы по возрастающей функции ϕ(x) 

внутри него. Пусть 0
)(
)( ≠

xd
xdg

ϕ
 при всех x∈[a,b]. Тогда на интревале (a,b) 

найдется точка с такая, что 









=

−
−
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)(/

)(
)(

)()(
)()(

cd
cdg

cd
cdf

bgag
bfaf

ϕϕ
. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Преобразуя эквивалентным образом требуемое 

равенство с учетом того, что 0
)(
)( ≠

cd
cdg

ϕ
, имеем 
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0
)(
)())()((

)(
)())()(( =−−−

cd
cdfbgag

cd
cdgbfaf

ϕϕ
. 

Заметим, что слева в последнем равенстве стоит значение производной по 
ϕ(x) функции H(x) в точке x=c, где 

))()()(())()()(()( bgagxfbfafxgxH −−−= . 

Таким образом, нам достаточно доказать существование точки с, в которой 
0)( =′ xHϕ . Но функция H(x) дифференцируема во внутренних точках отрезка   

[a,b] и 

)()()()()()( bgafbfagbHaH +−== . 

Поэтому по обобщенной теореме Ролля существует точка c∈[a,b] такая, что 
0)( =′ cHϕ , что и требовалось доказать. 

С л е д с т в и е  (Обобщенная теорема Лагранжа). Пусть функция f(x) 
непрерывна на отрезке [a,b] и дифференцируема по возрастающей функции ϕ(x) 
на интервале (a,b). Тогда имеет место формула 

))()((
)(
)()()( ba

cd
cdfbfaf ϕϕ

ϕ
−=− , 

где с – некоторая внутренняя точка этого отрезка. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение следствия является частным случаем 
обобщенной теоремы Коши при g(x)=ϕ(x). Это следствие называется формулой 
обобщенных конечных приращений. 

Далее, всюду будем предполагать, что ϕ(x) – возрастающая непрерывная 
функция на [a,b]. 

Т е о р е м а  1 .  Пусть 0)( =x
d
df
ϕ

 при всех x∈(a,b). Тогда 






 +==

2
)( bafconstxf . 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  По обобщенной теореме Лагранжа имеем 
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 +−=





 +−=





 +∆

2
)()(

2
)(

2
baxc

d
dfbafxfbaf ϕϕ
ϕ

. 

Отсюда 






 +=

2
)( bafxf , x∈(a,b). 

Теорема 1 доказана. 

Т е о р е м а  2.  Пусть функция f(x) дифференцируема по ϕ(x) на (a,b). Тогда, 
для того, чтобы  f(x) не убывала на (a,b), необходимо и достаточно, чтобы 

0)( ≥x
d
df
ϕ

,  ∀x∈(a,b). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Условие неубывания функции f(x) 

эквивалентно тому, что 0
)(
)( ≥

∆
∆

x
xf

ϕ
. Переходя к пределу в неравенстве, получим 

0
)()(
)()(lim)(

0
≥

−∆+
−∆+=

→∆ xxx
xfxxfx

d
df

x ϕϕϕ
. 

Достаточность. Если 0)( ≥x
d
df
ϕ

, то по обобщенной теореме Лагранжа 

0)(
)()(
)()( ≥′=

−∆+
−∆+ cf

xxx
xfxxf

ϕϕ
 

при некотором c∈(a,b), т.е. функция  f(x) не убывает на (a,b). Теорема 2 
доказана. 

Т е о р е м а  3. Если 0)( >x
d
df
ϕ

на интервале (a,b), то функция  f(x) 

монотонно возрастает на (a,b). 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  По обобщенной теореме Лагранжа имеем 
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0)()()( >∆=∆ xc
d
dfxf ϕ
ϕ

 при 0>∆x , 

что и требовалось доказать. 

Т е о р е м а  4. Пусть f(x) дифференцируема по ϕ(x) на интревале (a,b). Тогда 
для того, чтобы функция f(x) строго возрастала на нем, необходимо и достаточно, 

чтобы 0)( ≥x
d
df
ϕ

 на интревале (a,b) и )(x
d
df
ϕ

 не обращалась в нуль 

тождественно ни на каком отрезке  [a1,b1], лежащем внутри интервала (a,b). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость (от противного). Если условие 

теоремы не выполнено , то 0)( 0 <x
d
df
ϕ

 или для некоторой точки x0∈(a,b), или 

0)( ≡x
d
df
ϕ

 при всех x∈[a1 ,b1]. Тогда в первом случае x0  – точка убывания 

функции  f(x), а во втором  -  f(x)=const на  [a1, b1]. Это противоречит условию 
возрастания функции f(x). 

Достаточность. Так как по условию 0)( ≥x
d
df
ϕ

, то при любых a1<b1, где 

a1, b1∈ (a, b), имеем 

0))()()(()()( 1111 ≥−=− abc
d
dfafbf ϕϕ
ϕ

, 

т.е. f(x) не убывает. Докажем, что f(x) возрастает. Пусть это не так, и  
f(a1)=f(b1) при b1> a1. Но тогда в силу неубывания f(x) на отрезке [a1,b1] имеем, 

что f(x)=const на нем, и следовательно, 0)( =x
d
df
ϕ

 на  (a1,b1), что противоречит 

условию теоремы. Тем самым теорема 4 доказана полностью. 

7. Обобщенное правило Лопиталя 

Т е о р е м а  1 (первое обобщенное правило Лопиталя; неопределенность 

вида 
0
0
при −→ax ). Пусть: 
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1) f(x) и g(x) – определены и дифференцируемы по возрастающей 
функции ϕ(x) в некотором интервале вида 0),,( 11 >− δδ aa ; 

2) 0)(lim)(lim ==
−→−→

xgxf
axax

; 

3) 0)(),( ≠x
d
dgx

d
df

ϕϕ
при всех ),( 2 aax δ−∈  и при некотором 

02 >δ ; 

4) существует конечный или бесконечный предел при −→ax  

отношения 






 )(/)( x
d
dgx

d
df

ϕϕ
, т.е. 








−→

)(/)(lim x
d
dgx

d
df

ax ϕϕ
. 

Тогда существует предел отношения 
)(
)(

xg
xf

 и имеет место равенство 









=

−→−→
)(/)(lim

)(
)(lim x

d
dgx

d
df

xg
xf

axax ϕϕ
. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Можно считать, что предел 






 )(/)( x
d
dgx

d
df

ϕϕ
 при 

−→ax  является конечным пределом и равен l, поскольку если это не так, то 

можно рассмотреть отношение 
)(
)(

xg
xf

. Доопределим f(x) и g(x) в точке x=a, 

полагая f(a)=g(a)=0. Тогда функции f(x) и g(x) непрерывны в точке а слева. 

Поскольку l
xd
xdg

xd
xdf →








)(
)(/

)(
)(

ϕϕ
 при −→ax ,  для любого ε >0 существует 

0)(3 >= εδδ ε  такое, что при всех ),( aax εδ−∈ имеем 

ε
ϕϕ

<−







l

xd
xdg

xd
xdf

)(
)(/

)(
)(

. 

Положим { }321 ,,min δδδδ = . Тогда для каждого ),( aax δ−∈ , 
используя обобщенную теорему Коши, получим 
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,
)(
)(/

)(
)(

)()(
)()(

)(
)( ε

ϕϕ
<−








=−

−
−=− l

xd
xdg

xd
xdfl

agxg
afxfl

xg
xf

 

где ),(),( aaaxc δ−⊂∈ . 

Таким образом, по определению предела 

l
xg
xf

ax
=

−→ )(
)(lim , 

что и требовалось доказать. 

Т е о р е м а  2. Пусть: 

1) f(x) и g(x) – определены и дифференцируемы по возрастающей 
функции ϕ(x) в некотором интервале вида 0),,( 11 >+ δδaa ; 

2) 0)(lim)(lim ==
+→+→

xgxf
axax

; 

3) 0
)(
)(,

)(
)( ≠

xd
xdg

xd
xdf

ϕϕ  
при всех ),( 2δ+∈ aax  и при некотором 

02 >δ ; 

4) существует конечный или бесконечный предел при +→ax  

отношения 







)(
)(/

)(
)(

xd
xdg

xd
xdf

ϕϕ
, т.е. 








−→ )(

)(/
)(
)(lim

xd
xdg

xd
xdf

ax ϕϕ
. 

Тогда существует предел отношения 
)(
)(

xg
xf

 и имеет место равенство 









=

+→+→ )(
)(/

)(
)(lim

)(
)(lim

xd
xdg

xd
xdf

xg
xf

axax ϕϕ
. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1. 

Т е о р е м а  3. Пусть: 
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1) f(x) и g(x) определены в некотором интервале 
0),,( 111 >+− ddd aa  и дифференцируемы по возрастающей функции 

ϕ(x) в этом интервале за исключением, быть может, точки x=a; 

2) 0)(lim)(lim ==
→→

xgxf
axax

; 

3) 0
)(
)(,

)(
)( ≠

xd
xdg

xd
xdf

ϕϕ
при всех ),(),( 22 δδ +∪−∈ aaaax  и при 

некотором 02 >δ ; 

4) существует конечный или бесконечный предел при ax→  

отношения 







)(
)(/

)(
)(

xd
xdg

xd
xdf

ϕϕ
, т.е. 








→ )(

)(/
)(
)(lim

xd
xdg

xd
xdf

ax ϕϕ
. 

Тогда существует предел отношения 
)(
)(

xg
xf

 и имеет место равенство 









=

→→ )(
)(/

)(
)(lim

)(
)(lim

xd
xdg

xd
xdf

xg
xf

axax ϕϕ
. 

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 1 и 2. 

Т е о р е м а  4 (второе обобщенное правило Лопиталя; неопределенность 
вида 

∞
∞  при −→ax ).     Пусть: 

1) f(x) и g(x) – определены и дифференцируемы по возрастающей 
функции ϕ(x) в интервале 0),,( >− haha δ ; 

2) 0)(),( ≠x
d
dgx

d
df

ϕϕ
при всех ),( ahax −∈ ; 

3) ∞→∞→ )(,)( xgxf  при −→ax ; 

4) существует конечный или бесконечный предел  









−→

)(/)(lim x
d
dgx

d
df

ax ϕϕ
. 
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Тогда существует предел отношения 
)(
)(

xg

xf

 и имеет место равенство 









=

−→−→
)(/)(lim

)(
)(lim x

d
dgx

d
df

xg
xf

axax ϕϕ
. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что можно считать 

Rlx
d
dgx

d
df

ax
∈=








−→

)(/)(lim
ϕϕ

, 

т.е. предел конечен. Действительно, если ∞=







−→

)(/)(lim x
d
dgx

d
df

ax ϕϕ
, то 

0)(/)(lim =







−→

x
d
dfx

d
dg

ax ϕϕ
. И вместо того, чтобы доказывать ∞=

−→ )(
)(lim

xg
xf

ax
 , 

достаточно показать, что 0
)(
)(lim =

−→ xf
xg

ax
. Одновременно это будет означать, что 

∞=
−→ )(

)(lim
xg
xf

ax
.  

Будем считать, что в некоторой полуокрестности ),( 1 aha− точки а 
выполняется неравенство f(x)≠0 и g(x)≠0. Это возможно, поскольку 

∞→∞→ )(,)( xgxf  при −→ax . 

Пусть 1ε  - любое число, 2/10 1 <<ε . Возьмем )(11 εδδ =  так, чтобы 
неравенство 

1)(
)(/

)(
)( ε

ϕϕ
<−








l

xd
xdg

xd
xdf

, 
),min( 211 hh=δ  

выполнялось для всех х из интервала ),( 1 aa δ− . Это возможно, так как 

Rlx
d
dgx

d
df

ax
∈=








−→

)(/)(lim
ϕϕ

, 
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существует по условию. Пусть х0 – некоторая точка из этой окрестности. 
Поскольку ∞=

−→
)(lim xf

ax ,  то найдется 0)( 122 >= εδδ  такое, что  

1

0 )(
)(

ε
xf

xf > , ),( 2 aax δ−∈∀ . 

Аналогично найдется 0)( 1 >= εδδ εε  такое, что 

1

0 )(
)(

ε
xg

xg > , ),( aax εδ−∈∀ . 

Пусть { }3214 ,,min δδδδ = , { }),(/ 44 aaxxI δ−∈= . Тогда для любого 

4Ix∈  в силу обобщенной теоремы Коши имеем 

1
0

0 )(/)(
)()(
)()(

ε
ϕϕ

<−







=−

−
−

lc
d
dgc

d
dfl

xgxg
xfxf

 

где 40 ),( Ixxc ⊂∈ . Отсюда получим 

llllx
d
dgx

d
dfx

d
dgx

d
df +=+<+−








=







 1)(/)()(/)( 10000 ε
ϕϕϕϕ

. 

Далее для тех же значений х будем иметь цепочку неравенств: 

.
)()(
)()(

1
)(/))()((
)(/))()((

)()(
)()(

)()(
)()(

)()(
)()(

)(
)(

)()(
)()(

)()(
)()(

)(
)(

)(
)(

1
0

0
1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

εε +
−
−

=+−
−
−

−
−

≤−
−
−

+

+
−
−

−≤−
−
−

+
−
−

−=−−

A
xgxg
xfxf

xfxfxf
xgxgxg

xgxg
xfxf

l
xgxg
xfxf

xgxg
xfxf

xg
xfl

xgxg
xfxf

xgxg
xfxf

xg
xfl

xg
xf

 

Но так как  

α+=−=
−

1
)(
)(

1
)(

)()( 00

xg
xg

xg
xgxg

, где 1εα < , 
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β+=−=
−

1
)(
)(

1
)(

)()( 00

xf
xf

xf
xfxf

, где 1εβ < , 

то 1
1 4
5,0

2
1

1
1
1 εε

β
βα

β
α =≤

+
−=−

+
+=A . 

Следовательно, получаем 

εεεε =+=++≤− 111 )54(4)1(
)(
)( lll

xg
xf

. 

Положим 







+

=
54

)( 4 l
εδεδ . 

Тогда для любого )54(
2
1;0( +∈ lε  найдено 





+

==
54

)( 4 l
εδεδδ  такое, 

что для любого ),( aax δ−∈  выполняется неравенство ε≤−l
xg
xf
)(
)(

. Это 

значит, что 

l
xg
xf

ax
=

−→ )(
)(lim . 

Теорема 4 доказана. 

Т е о р е м а  5. Пусть: 

1) f(x) и g(x) – определены и дифференцируемы по возрастающей 
функции ϕ(x) в интервале 0),,( >+ hhaa ; 

2) 0)(),( ≠x
d
dgx

d
df

ϕϕ
при всех ),( haax +∈ ; 

3) ∞→∞→ )(,)( xgxf  при +→ax ; 



FEN BİLİMLERİ DERGİSİ 37 

4) существует конечный или бесконечный предел  









+→

)(/)(lim x
d
dgx

d
df

ax ϕϕ
. 

Тогда существует предел отношения  функций и имеет место равенство 








=
+→+→ )(

)(/
)(
)(lim

)(
)(lim

xd
xdg

xd
xdf

xg
xf

axax ϕϕ
. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы 4. 

Т е о р е м а  6  (второе обощенное правило Лопиталя; неопределенность 
вида 

∞
∞  при ax→ ). Пусть: 

1) f(x) и g(x) определены  и дифференцируемы по возрастающей 
функции ϕ(x) в области 0),,(),( >+∪− hhaaaha ; 

2) 0)(),( ≠x
d
dgx

d
df

ϕϕ
при всех ),(),( haaahax +∪−∈ ; 

3) ∞→∞→ )(,)( xgxf  при ax→ ; 

4) существует предел отношения производных. 








→ )(

)(/
)(
)(lim

xd
xdg

xd
xdf

ax ϕϕ
. 

Тогда предел отношения 
)(
)(

xg
xf  существует и равен 









=

→→ )(
)(/

)(
)(lim

)(
)(lim

xd
xdg

xd
xdf

xg
xf

axax ϕϕ
. 

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 4 и 5. 

Замечание. В теоремах 1 и 4 условие −→ax можно заменить условием 
+∞→x , в теоремах 2 и 5 условие +→ax можно заменить условием −∞→x и 

в теоремах 3 и 6 условие ax→ можно заменить на ∞→x . 

Пример. Найти 
5 23

3

0

sin(
lim

xx

xx
x +

+
→

. 
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Решение. Выбираем возрастающую функцию на R 3)( xx =ϕ  . Тогда  
2/3)(xx ϕ=  и 5/65 2 )(xx ϕ= . Поэтому, по первому обощенному правилу 

Лопиталя имеем 

[ ]
[ ] .1

))(()(

))()(sin(
lim

))(()(

))()(sin(
lim

sin(
lim

5/6

2/3

05/6

2/3

05 23

3

0
=′+

′+
=

+

+
=

+

+
→→→ ϕ

ϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

xx

xx

xx

xx

xx

xx
xxx

 

8. Обобщенная формула Тейлора 

Пусть y=f(x) дифференцируема n-1 раз по ϕ(x) в некоторой окрестности 
точки x=x0 и существует  )( 0

)( xf n
ϕ . Рассмотрим обобщенный многочлен Тейлора 

степени n: 

n
n

n n
xfxfxf

xfxxfxq )(
!

)(
)(

!2
)(

!1
)(

)(),()( 0
)(

200
00 ϕϕϕ ϕϕϕ ∆++∆

′′
+∆

′
+== Λ , 

где )()( 0xx ϕϕϕ −=∆ . 

Т е о р е м а 1 (Обобщенная формула Тейлора с оcтаточным членом в 
форме Пеано). Пусть f(x) дифференцируема n-1 раз по ϕ(x) в некоторой 

окрестности точки x=x0 и существует  )( 0
)( xf n

ϕ . Тогда 

))((),()()( 0
n

n xxfxfxr ϕο ∆=−=  при 00 →−=∆ xxx . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим первое обобщенное правило Лопиталя n-

1 раз при 0xx→  к отношению n
xrx
)(
)()(

ϕ
α

∆
= . 

Получим 

)()(
)()(

lim
!
1

!
)(

lim
)(

)(
lim

)(
)(lim

0

)1()1()1(

1
0000 xx

xqxf
nn

xr

n

xrxr nn

xx

n

xxnxxnxx ϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

−
−

=
∆

==
∆

′
=

∆

−−

→

−

→−→→
Λ . 

Далее имеем                 ))()()(()()( 00
)1(

0
)1()1( xxxfxfxq nnn ϕϕϕϕϕ −+= −−− . 
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Отсюда 

[ ] ( ) 0)()(
!
1)(

)()(
)()(

lim
!
1

)(

)(
lim)(lim )()(

0
)(

0

)1()1(

)1(

)1(

000
=−=










−

−
−

=
∆

=
−−

→−

−

→→
afaf

n
xf

xx
xqxf

n
xr

x nnn
nn

xxnn

n

xxxx
ϕϕϕ

ϕϕ

ϕ

ϕ

ϕϕϕ
α . 

Другими словами, )(xα есть бесконечно малая функция при ax→ . 
Следовательно,  

)())()(()( 0 xxxxr nαϕϕ −= , т.е. ))(()( nxr ϕο ∆= . 

Теорема доказана . 

Т е о р е м а  2 (Обобщенная формула Тейлора с оcтаточным членом в 
общей форме). Пусть f(x) n-1 раз дифференцируемая функция по ϕ(x)  на 
интервале (a,b). Пусть x0 и x1 –  любые две точки из этого интервала. Тогда для 
любого положительного существует точка с, лежащая между x0 и x1 такая, что  

)!1(
)(

))()((
)()(
)()(1),()()(

)1(
1

1
1

01
1011 +

−





−
−+=−=

+
+

n
cf

cx
cx
xxnxxfxfxr

n
n

nn
ϕ

α

ϕϕ
ϕϕ
ϕϕ

α
. 

Напомним, что 

n
n

n xx
n

af
xx

xf
xfxxf ))()((

!
)(

))()((
!1

)(
)(),( 0

)(

0
0

010 ϕϕϕϕ ϕϕ −++−
′

+= Λ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x1> x0. Определим число H равенством 

n
n

xx
xxfxf

H
))()((

),()(

01

101

ϕϕ −
−

=  

Нам надо доказать, что на интервале (x0, x1) найдется точка с такая, что  

)!1(
)(

))()((1
)1(

1
1 +

−+=
+

−+

n
cf

cxnH
n

n ϕαϕϕ
α

. 

Докажем это, опираяь на обобщенную теорему Ролля. Равенство, определяющее 
число H, можно записать так: 

( ) 0)()(),()( 01101 =−−− αϕϕ xxHxxfxf n . 
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Рассмотрим функцию ψ(x), определенную на [x0, x1] соотношением 

( ) 0)()(),()()( 111 =−−−= αϕϕψ xxHxxfxfx n . 

Тогда, очевидно, 0)( 0 =xψ . Кроме того, имеем, что ψ(x) дифференцируема по 
ϕ(x)  на (x0,x1) и непрерывна на [x0, x1]. Далее, так как справедливо 
равенство )(),( 111 xfxxfn = , то ψ(x1)=0. Следовательно, по обобщенной 

теореме Ролля на интервале (x0, x1) производная )(xϕψ ′  обращается в нуль в 
некоторой точке с, т.е. 

)(xϕψ ′ =0 при х=с, с∈(x0, x1). 

Запишем )(xϕψ ′  в развернутой форме: 

1
1)(1

)(

1 ))()(())()((
!

)(
))()((

!1
)(

)()( −−+
′











−++−

′
+=′ α

ϕ
ϕϕ

ϕ ϕϕαϕϕϕϕψ xxHxx
n

xf
xx

xf
xfx x

n
n

Λ . 

Так как при s=1, . . . , n имеем 

1
1

)(

1

)1(

1

)(

))()((
)!1(
)(

))()((
!

)(
))()((

!
)( −

+

−
−

−−=
′











− s

s
s

s
s

s

xx
s

xf
xx

s
xf

xx
s

xf
ϕϕϕϕϕϕ ϕϕ

ϕ
ϕ , 

то 

n
n

xx
n

xf
xxHx ))()((

)!1(
)(

))()(()( 1

)1(
1

1 ϕϕϕϕαψ ϕα
ϕ −

+
−−=′

+
− . 

Отсюда при x=c получаем 

)!1(
)(

))()((1
)1(

1
1 +

−+=
+

−+

n
cf

cxnH
n

n ϕαϕϕ
α

 

Случай x1<x0, доказывается аналогичным образом. Теорема доказана. 

 

Частные случаи обобщенной формулы Тейлора. 



FEN BİLİMLERİ DERGİSİ 41 

1. Остаточный член в обобщенной форме Лагранжа )1( +=nα . В этом случае 

1
01

)1(

1 ))()((
)!1(

)(
)( +

+

−
+

= n
n

n xx
n

cf
xr ϕϕϕ

. 

2. Остаток в обобщенной форме Коши )1( =α : 

n
n

n cxxx
n

cf
xr ))()())(()((

)!1(
)(

)( 101

)1(

1 ϕϕϕϕϕ −−
+

=
+

, 

)/()(1,10),( 011010 xxcxxxxc −−=−<<−+= θθθ . 

Обобщенную формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано удобно 
использовать для вычисления пределов. 

9. Экстремумы 

Наша дальнейшая цель – применение построенной теории к решению задач, 
связанных с изучением поведения функций. Одна из них – задача отыскания 
локальных и глобальных экстремумов функций. Ранее мы уже доказали ряд 
утверждений подобного типа. Напомним их, а заодно и некоторые понятия, 
которые потребуются далее. 

1. Точки x, в которых 0)( =′ xfϕ называются стационарными (по ϕ(x)). 

2. Критерий неубывания на интервале (a,b) дифференцируемой функции по 
ϕ(x): для того, чтобы функция f(x) не убывала на (a,b) необходимо и 
достаточно, чтобы 0)( ≥′ xfϕ на (a,b). 

3. Критерий возрастания: для того, чтобы функция f(x) возрастала на (a,b) 
необходимо и достаточно, чтобы 0)( ≥′ xfϕ  на (a,b) и кроме того, 

0)( ≠′ xfϕ  ни на каком интервале  (a1,b1)⊂ (a,b).  

4. Для того, чтобы функция  f(x) возрастала,  достаточно, чтобы 0)( >′ xfϕ  

при всех x∈ (a,b).  

Т е о р е м а  1. Пусть f(x) дифференцируема по ϕ(x) в некоторой окрестности 
стационарной точки х0 (т.е. 0)( 0 =′ xfϕ . Тогда 
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1) если 0)( >′ xf
j

 слева от х0  и 0)( <′ xfϕ  справа от х0, то х0  – точка локального 
максимума функции f(x); 

2) если 0)( <′ xfϕ  слева от х0  и  0)( >′ xfϕ  справа от х0, то х0  – точка локального 
минимума функции f(x); 

3) если )(xfϕ′  имеет справа и слева от точки х0  один и тот же знак, то х0  не 
является точкой экстремума. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) По обобщенной теореме Лагранжа  имеем 

))()()(()()( 00 xxcfxfxf ϕϕϕ −′+= , 

где точка с находится на интервале с концами х0  и х. Из условия следует, что 
0))()()(( 0 <−′ xxcf ϕϕϕ . Отсюда получим, что )()( 0xfxf < , что и 

требовалось доказать. 

Доказательство 2) проводится аналогично. 

3) Если 0)( >′ xfϕ  справа и слева от х0, то  0))()()(( 0 <−′ xxcf ϕϕϕ  слева и 

0))()()(( 0 >−′ xxcf ϕϕϕ справа. Отсюда имеем )()()( 201 xfxfxf <<  при 

201 xxx << , что и требовалось доказать. 

Случай 0)( <′ xf  рассматривается аналогично. 

Т е о р е м а 2. Пусть f(x) непрерывна в некоторой окрестности точки х0 и 
дифференцируема по ϕ(x) в проколотой окрестности этой точки. Если 

)(xfϕ′ меняет знак + на знак – при переходе точки х0  слева направо, то  f(x)  
имеет локальный максимум, если знак – на знак +, то локальный минимум, и если 
не меняет знак, то локального экстремума нет. 

Доказательство совершенно аналогично доказательству теоремы 1, так как 
там мы нигде не пользовались существованием производной функции f(x) по ϕ(x) 
в точке х =х0. 

Т е о р е м а  3. Пусть 0)( 0 =′ xfϕ и существует )( 0xfϕ′′ . Тогда 

1) если 0)( 0 <′′ xfϕ , то х0 – точка локального максимума; 
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2) если 0)( 0 >′′ xf ϕ , то х0 – точка локального минимума. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Так как 0)( 0 <′′ xfϕ , то )(xfϕ′  убывает в точке 

х=х0, и поскольку 0)( 0 =′ xfϕ , то )(xfϕ′  меняет знак с + на – при переходе через 
х0 слева направо. Поэтому по теореме 2 точка х0 является локальным максимумом. 

2) 0)( 0 >′′ xf , поэтому )(xf ′  возрастает в точке х =х0. Из теоремы 2 тогда 
следует, что х0  – точка локального минимума. Теорема доказана. 

Т е о р е м а  4. Пусть 

0)(,0)()( 0
)2(

0
)12(

0 ≠===′ − xfxfxf kk
ϕϕϕ Λ . 

Тогда 

1) если 0)( 0
)2( <xf k

ϕ , то х0 – точка локального максимума; 

2) если 0)( 0
)2( >xf k

ϕ , то х0 – точка локального минимума. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) При k=1 утверждение следует из теоремы 3. 
Пусть k>1. Выразим )(xfϕ′  по обобщенной формуле Тейлора: 

.))()((
)!22(

)(

))()((
)!32(

)(
))()((

!1
)(

)()(

22
0

0
)12(

32
0

0
)22(

0
0

0

−
−

−
−

−
−

+

+−
−

++−
′′

+′=′

k
k

k
k

xx
k

xf

xx
k

xf
xx

xf
xfxf

ϕϕ

ϕϕϕϕ

ϕ

ϕϕ
ϕϕ Λ

 

Отсюда 

22
0

)12(

))()((
)!22(

)(
)( −

−

−
−

=′ k
k

xx
k

cf
xf ϕϕϕ

ϕ . 

Так как 0)( 0
)2( <xf k

ϕ , то )()12( xf k−
ϕ убывает и, следовательно, )()12( xf k−

ϕ  

меняет знак + на – при переходе через точку х0, а значит, и )(xfϕ′  меняет знак + 
на - . Поэтому х0 – точка локального максимума. Случай 2) рассматривается 
аналогично. Теорема доказана. 
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10. Производная по ϕϕϕϕ(x) и интеграл Стильтьеса 

Т е о р е м а  1. Пусть f(x) – непрерывная функция на сегменте [a,b] и  

],[,)()()( baxtdtfxF
x

a

∈= ∫ ϕ . 

Тогда 

],[),()()( baxxfdtfxF
x

a

∈=
′











=′ ∫ ϕϕ ϕ , 

где 

)()(
)()(lim)(

0 axa
aFxaFaF

x ϕϕϕ −∆+
−∆+=′

+→∆
, 

)()(
)()(lim)(

0 bxb
bFxbFbF

x ϕϕϕ −∆+
−∆+=′

−→∆
 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению производной по ϕ(x), имеем 

),,(lim)()]()(/[))()(()(lim)(
00

xxxfxxxdtfxfdxfxF
x

xx

x

xx

x
x

∆−=−∆+









−−=′

→∆

∆+∆+

→∆ ∫∫ ψϕϕϕϕϕ
 

где 

)]()(/[))()((),( xxxdtfxfxx
xx

x

ϕϕϕψ −∆+









−=∆ ∫

∆+

. 

Отсюда, учитывая, что ϕ(x) – возрастающая функция на [a,b], получим 

)()]()(/[)(),( xxxxdxxx f

xx

x
f ∆=−∆+






















∆≤∆ ∫

∆+

ωϕϕϕωψ , 

где )( xf ∆ω – модуль непрерывности функции f(x), т.е. 

)()(sup)( tfxf
xt

f −=
≤− δ

δω . 
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Известно, что 0)(lim
0

=
→

δω
d

f . Поэтому  

0)(lim),(lim
00

=∆≤∆
→∆→∆

xxx fxx
ωψ . 

Следовательно, )()( xfxF =′ϕ . Теорема доказана. 

Т е о р е м а 2 (Обобщенная формула Ньютона-Лейбница). 

 Пусть )()( xfxf =′ϕ  непрерывная функция на [a,b]. Тогда справедлива 
формула 

)()()()( afbfxdxf
b

a
−=′∫ ϕϕ . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению интеграла Стильтьеса, данный 
интеграл определяется как предел сумм 

∑
=

−−′=
n

i
iiin xxfS

1
1)]()()[( ϕϕξϕ , 

где ,210 bxxxxa n =<<<<= Κ  iξ  - произвольное число из [xi-1,xi], i=1, 2, 
…, n. 

В силу обобщенной теоремы Лагранжа, имеем 

)]()()[()()( 11 −− −′=− iiiii xxcfxfxf ϕϕϕ , 

где ci∈[xi-1,xi], i=1, 2, …, n. Тогда в сумме Sn числа iξ  заменяя ci, имеем 

∑
=

− −=−=−=
n

i
niin afbfxfxfxfxfS

1
01 )()()()()]()([ . 

Отсюда переходя к пределу получим требуемую формулу. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е. Пусть )(xfϕ′  - непрерывная функция на [a,b]. Тогда 
справедлива формула 
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],[),()()()( baxafxfsdsf
x

a
∈∀−=′

ò
jϕ . 

 

Т е о р е м а 3.  (Обобщенное правило интегрирования по частям ). Пусть 
)(xfϕ′  и )(xgϕ′ - непрерывные функции на [a,b] . Тогда справедлива формула 

  [ ] .)()()()()()()()( ∫∫ ′−=′
b

a

b
a

b

a
xdxfxgxgxfxdxgxf ϕϕ ϕϕ   

 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Интегрируя по Стильтьесу  правилу  

                       [ ] )()()()()()( xgxfxgxfxgxf ϕϕϕ ′+′=′  

имеем требуемую формулу. 

11. Дифференцируемые  функции в Rn 

Пусть функция  f(x)  определена в некоторой окрестности точки x=a∈Rn, где 
a=(a1,a2,…an).  Возрастающие непрерывные функции    ϕi(xi), i=1,2, …,n  
определены в окрестности точки xı=aı∈R.  

Определение 1. Приращением ∆ f(x)   функции f(x)= f(x1,x2,…,xn) в точке 
x=a называется разность  ∆ f(x)=f(x)- f(a). Разность ∆x = x – a   называется   
приращением аргумента x , разность ∆ϕ(x)= ϕ(x)-ϕ(a) называется приращением 
вектор-функции  

ϕ(x)=( ϕ1(x1),ϕ(x2),…,ϕ(xn)), где x= (x1, x2, …, xn). 

Длина вектора ∆x обозначается через /∆x /   и равна  

  ( ) ∑
=

−=
n

i
ii axax

1

2)(,ρ  

Определение 2. Линейная функция от приращения ∆ϕ(x) называется 
дифференциалом      dϕ f(x) функции f(x) по ϕ(x) в точке x=a, если приращение 

( )xf∆  при 0→∆ x  можно представить в виде  
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( ))()()( xxfdxf ϕοϕ ∆+=∆  

Будем говорить, что функции f(x) дифференцируема  по ϕ(x)=( 
ϕ1(x1),ϕ(x2),…,ϕ(xn))  в точке  x=a, если существует  дифференциал  

)(xfdϕ функции f(x) по  ϕ(x)  в точке x=a.  

Лемма 1. Если функция  f(x)  дифференцируема  по ϕ(x) в точке x=a, то она  
непрерывна в этой точке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно следует из того, что приращение ∆ f(x) 
стремится  к нулю при 0→∆ x . 

Поскольку )(xfdϕ  - линейная функция, ее  можно записать  в виде 

    ,)()(
1

∑
=

∆=
n

i
iii xAxfd ϕϕ  

где Aı – некоторые вещественные числа и  )()()( iiiiii axx ϕϕϕ −=∆ .  

Если f(x)=ϕ i (xi),   то d ϕ f (x)= dϕ ı= ∆ϕ i (xi) . 

Т е о р е м а  1. Пусть f(x) дифференцируема по  ϕ(x)  в точке x=a, тогда все 
координатные функции ψı(xi) = f(a1, …, xi,…,an) дифференцируемы по  ϕ i (xi)  в 

точках  xi = ai, i =1,…,n, причем  

                  ).( i
i

i
i a

d
dA
ϕ
ψ=  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В формуле для приращения ∆f(x) в точке x=a 
через его дифференциал положим xr=ar, при r ≠ i. Получим   

                     ∆f(x)=Ai ∆ϕi (xi)+ ο (|∆ϕi (xi)|). 

Тогда согласно определению функции   ψı(xi) будем иметь  

                f(x) - f(a) = ψı(xi) - ψı(ai) = As∆ψı(xi) + ο(|∆ψı(xi)|), 

т.е. 

                 ).(
)()(
)()(lim

0 i
i

i

iiii

iiii
xi a

d
d

ax
axA

ϕ
ψ

ϕϕ
ψψ =

−
−=

→∆
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Определение 3. Производная  )( i
i

i a
d
d
ϕ
ψ , когда она существует, называется 

частной производной функции f(x) по  ϕi(xi)  в точке x=a, по i -й переменной и 
обозначается так: 

 

                                      .)()()(
axii

i
i

i xfafa
d
d

=∂
∂=

∂
∂=

ϕϕϕ
ψ  

Следствие. Дифференциал функции f(x) по  ϕ(x)  в точке x=a однозначно 
записывается в виде  

                               .)(...)()( 1
1

n
nax
afafxfd ϕ

ϕ
ϕ

ϕϕ ∆
∂
∂++∆

∂
∂=

=
 

Доказательство очевидно. 

Итак,необходимым условием дифференцируемости функции  по ϕ(x)  в 
точке является существование всех ее частных производных поϕ i (xi)  в этой 
точке.  

Теорема 2. Пусть в некоторой окрестности точки  x=a существуют все ее 

частные производные    ,,...,1,)( nixf
i

=
∂
∂

ϕ
 и эти частные производные 

непрерывны в точке x=a. 

Тогда функция f(x) является дифференцируемой по ϕ(x)  в этой точке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Только для краткости записи будем считать,что 
n=2. Приращение ∆f(x,y) функции f(x,y) в точке (a,b) можно записать так: 

          ∆f(x,y)=f(a+∆x, b+∆y)-f(a,b)=(f(a+∆x, b+∆y)- f(a,b+∆y))-(f(a,b+∆y)-f(a,b)). 

 

К каждой  из двух разностей в скобках можно применить формулу 
обобщенных конечных приращений Лагранжа, поскольку в рассматриваемой 
окрестности точки (a,b) функции f(x,y)  имеет непрерывные частные производные 
по  ϕ1(x) и по  ϕ2(y), где ϕ1(x) и ϕ2(y) – возрастающие непрерывные функции. 
Получим  
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2

2

21
1

1

1 ),(),(),( ϕ
ϕ

ϕηϕ
ϕ
ϕξ ∆

∂
∆+∂+∆

∂
∆+∆+∂=∆ bafybafyxf , 

где ∆ϕ1=ϕ1(a+∆x)- ϕ1(a), ∆ϕ2=ϕ2 (b+∆y)- ϕ2(b),  ξ, η - некоторые постоянные, 0<ξ,  
η<1. 

Далее, в силу непрерывности частных производных при  ∆x → 0 и ∆y→ 0 
имеем следующие соотношения: 

               ),1(),(),(

11

21 ο
ϕϕ

ϕϕξ +
∂

∂=
∂

∆+∆+∂ bafbaf  

               ).1(),(),(

22
ο

ϕϕ
η +

∂
∂=

∂
∆+∂ bafybaf  

Отсюда следует, что  

               ( ).),(),(),( 212
2

1
1

ϕϕοϕ
ϕ

ϕ
ϕ

∆+∆+∆
∂

∂+∆
∂

∂=∆ bafbafyxf  

Поскольку  

,),,(,, 2
2

2
12121 ϕϕϕϕϕϕϕϕϕϕ ∆+∆=∆∆∆=∆∆≤∆∆≤∆  

Имеем 

( ) ( ),),(),(),(),( 2
2

1
1

ϕοϕοϕ
ϕ

ϕ
ϕ ϕ ∆+=∆+∆

∂
∂+∆

∂
∂=∆ yxfdbafbafyxf  

т.е. функция f(x,y) дифференцируема в точке (x,y)=(a,b). Теорема доказана. 

12. Дифференциал сложной функции 

Теорема. Пусть u(x)=(u1(x),…,um(x)) есть отображение из Rn в Rm,  
определенное в некоторой окрестности точки x=a=(a1,…,an) и дифференцируемое 
по ϕ(x) в этой точке. Пусть далее, для всякого ε >0 – при отображении u(x) образ 
некоторой δ- окрестности 0(a,δ) содержится в ε-окрестности точки b=u(a).  Пусть, 
наконец, для любой точки y∈0(b,ε) определена числовая функция f(y), которая 
является дифференцируемой в точке  b.  
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Тогда сложная функция h(x)=f(u(x)) является дифференцируемой по ϕ(x) в 
точке x=a, причем имеют место равенства 
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Здесь частные производные по ϕs(x) рассматриваются в точке x=a, а 
частные  производные по  yl , l=1,…,m – в точке y=b. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Ввиду дифференцируемости функции f(y) в точке 
y=b приращение функции ∆∆∆∆f при произвольном приращение аргумента ∆∆∆∆y=y-
b  можно представить так: 

∆∆∆∆f = df + o (|∆∆∆∆y|) ,   (1)          

где  

                         .
1

i

m

i
y

y
fdf ∆

∂
∂=∑

=

 

Но  ∆∆∆∆y = (∆∆∆∆y1, … , ∆∆∆∆ym),   b = (b1 , … , bm),   

         ∆∆∆∆yi =ui(x)-ui(a)= ( ).)(

1
ϕοϕ

ϕ
∆+∆

∂
∂∑

=
s

n

s s

i au
      (2) 

Тогда учитывая формулу (2), из (1) имеем 

=∆=∆ fxh )( ( ).
1 1
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Отсюда вытекает утверждение теоремы. Теорема доказана. 

Следствие. (Правила дифференцирования). Справедливы следующие 
формулы: 

1) dϕϕϕϕ (Cu) = C dϕϕϕϕu,  ∀∀∀∀C∈∈∈∈R; 

2) dϕϕϕϕ (u±±±±v )= dϕϕϕϕ u ±±±± dϕϕϕϕ v; 
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3) dϕϕϕϕ (uv)=u dϕϕϕϕv + v dϕϕϕϕ u; 

4) 2v

vuduvd
v
ud ϕϕ

ϕ
−

=






   при v(a)≠≠≠≠0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ограничимся доказательством только 
свойства 3).  

Пусть z = z(u,v) = uv,  тогда  

.vuduvdvd
v
zud

u
zzd ϕϕϕϕϕ +=

∂
∂+

∂
∂=  

Свойство 3) доказано. 

13. Градиент. Частные производные высших порядков 

Определение 1. Вектор  fff
n

ϕϕϕ
∇=





∂
∂

∂
∂ ,...,

1

  называется градиентом 

функции f(x) по ϕϕϕϕ(x)  в точке  x=a и обозначается так:  

         ∇∇∇∇ϕϕϕϕ f = gradϕϕϕϕ f .  

Пусть f(x) имеет в некоторой окрестности 0(a,εεεε) все первые частные 
производные  ....,,1,)( nixf

i
=

∂
∂
ϕ

 Эти частные производные сами являются 

функциями от n переменных и могут иметь частные производные, т.е. можно 
определить следующие величины 

                ( ) nrsffff
rsrs

srsr
,....,1,,

2
=′′=′′=
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∂

∂
∂
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Эти величины называются частными производными второго порядка по 
ϕϕϕϕ(x). 

Если s≠≠≠≠r, то они называются смешанными производными. 

Т е о р е м а  1. (Обобщенная теорема Шварца). Пусть функция f(x) в 
некоторой окрестности точки x=a имеет смешанные частные производные 

второго порядка ,
12

2

21

2

ϕϕϕϕ ∂∂
∂

∂∂
∂ fuf  причем они непрерывны в точке x=a 

эти производные равны между собой, т.е.  
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                           ).()(
1221

afaf ϕϕϕϕ ′′=′′  

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Без ограничения общности можно считать, что 
n=2 и f(x)=f(x1, x2).  Положим  

              ∆∆∆∆2f = f(a1+h1,a2+h2) - f(a1+h1, a2) - f(a1,a2+h2) + f(a1, a2),  

                u(x1) = f(x1, a2+h2) - f(x,a2). 

Применяя дважды формулу обобщенных конечных приращений, получим 
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 где ∆∆∆∆ϕϕϕϕ1 = ϕϕϕϕ1(a1+h1) - ϕϕϕϕ1(a1),    ∆∆∆∆ϕϕϕϕ 2 = ϕϕϕϕ 2(a2+ h2) - ϕϕϕϕ 2(a2). 

В силу непрерывности функции ),( 2121
xxf ϕϕ′′  в точке х = а имеем  

                   u(a1+h1 ) - u(a1) = ∆∆∆∆ϕϕϕϕ1∆∆∆∆ϕϕϕϕ 2 ( ),( 2121
aaf ϕϕ′′  + o(1) ). 

С другой стороны  

                  u(a1+h1 ) - u(a1) = v(a2+h2) - v(a2) , 

где 

                  v(x2) = f(a1+ h1, x2) - f(a1, x2). 

Вновь применяя обобщенную теорему Лагранжа, находим 

            v(a2+h2) - v(a2)= ∆∆∆∆ϕϕϕϕ 2 ( ),( 222112
hahaf θϕ ′++′  - ),( 22212

haaf θϕ ′+′ )= 

=∆∆∆∆ϕϕϕϕ1∆∆∆∆ϕϕϕϕ 2 ( ),( 22211112
hahaf θθϕϕ ′+′+′′  = ∆∆∆∆ϕϕϕϕ1∆∆∆∆ϕϕϕϕ 2 ( ),( 2112

aaf ϕϕ′′  + o (1) ). 

Отсюда 

           ∆∆∆∆ϕϕϕϕ1∆∆∆∆ϕϕϕϕ 2 ( ),( 2121
aaf ϕϕ′′  + o (1) )= ∆∆∆∆ϕϕϕϕ1∆∆∆∆ϕϕϕϕ 2 ( ),( 2112

aaf ϕϕ′′  + o (1) ), 

т.е. получаем справедливость равенства 
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             ),( 2121
aaf ϕϕ′′  = ),( 2112

aaf ϕϕ′′   

Теорема1  доказана. 

Следствие. Обобщенная теорема Шварца имеют место при n>2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Надо зафиксировать все переменные, кроме xr, xs 
, и применить доказанную теорему к получившимся функциям. 

Определение 2. Функция f(x) называется дважды дифференцируемой по 
ϕϕϕϕ(х) в точке, если все первые производные по ϕϕϕϕ(х) дифференцируемы  по ϕϕϕϕ(х). 
Вообще, функция f(x) называется n раз дифференцируема   по ϕϕϕϕ(х), если все 
частные производные (n-1)- го порядка по ϕϕϕϕ(х)являются 
дифференцируемыми функциями по ϕϕϕϕ(х). 

Т е о р е м а  2. Для того чтобы функция  f(x) была m раз дифференцируема 
по  ϕϕϕϕ(х) в точке, достаточно, чтобы все частные производные порядка m по 
ϕϕϕϕ(х) были непрерывны в этой точке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится по индукции. 

14. Дифференциалы высших порядков.  

Обобщенная формула Тейлора. 

Пусть функция f(x) дважды дифференцируема  по ϕϕϕϕ(х) в точке x=a=(a1, … , 
an). Зафиксируем приращение dϕϕϕϕ=(dϕϕϕϕ1, … , dϕϕϕϕn) = h = (h1, … , hn).  Тогда 
получим новую функцию g(x)=g(x,h), определяемую выражением 
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1

∑
= ∂

∂==
n

s s
s

xfhxdfxg
ϕϕ  

Это дифференцируемая функция  по ϕϕϕϕ(х) в точке x=a, и ее дифференциал 
равен  
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Положим теперь hs=∆∆∆∆ϕϕϕϕs=dϕϕϕϕs . Тогда получим 

                     .)()(
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Это выражение называется вторым дифференциалом функции f(x) по ϕϕϕϕ(x)  

в точке x=a. Аналогично определяется дифференциал )(xfd k
ϕ  порядка k: 

                     ∑ ∑
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Очевидно, это выражение можно символически записать так: 
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где для получения развернутого выражения надо формально возвести 
выражение в скобках в степень как многочлен, считая символы 

s
sd

ϕ
ϕ

∂
∂,  

как бы независимыми переменными, а затем к числителю выражения 

rs

k

ϕϕ ∂∂
∂
...

 справа приписать f(x).  

Т е о р е м а 1. (Обобщенная формула Тейлора с остаточным членом в форме 
Пеано). Пусть функция f(x) дифференцируема k раз по ϕϕϕϕ(x)  в точке x=a. 
Тогда при х, стремящемся  к  а,  справедлива следующая формула 

                               f(x) = Pk (x) + r(x), 

где 
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Д о к а з а т е л ь с т в о.  Применим метод математической индукции по k. 
При k=1 утверждение теоремы следует из определения дифференциала 
функции по ϕϕϕϕ(x). Предположим теперь, что k>1. 

Из условия теоремы вытекает, что функция r(х) в некоторой окрестности 
V точки x=a имеет все производные до порядка (k-1) включительно  по ϕϕϕϕ(x)  . 
Кроме того, в точке х=а сама функция r(х) и все ее частные производные по 
ϕϕϕϕ(x)   до k-го порядка включительно равны нулю. 

Далее, пусть  x∈∈∈∈U  и ∆∆∆∆x=x-a.   Тогда имеем   

           r(х) = r(х) - r(а) = r(а+∆∆∆∆x) - r(а) = D1+…+Dn , 

 где при s=1, … , n величины Ds определены равенствами  

    Ds = r(a1+∆∆∆∆x1, …, as+∆∆∆∆xs , as+1 , … , an) – r(a1+∆∆∆∆x1, … , as-1+∆∆∆∆xs-1, as , … , an) =  

           = g(as+∆∆∆∆xs ) – g(as). 

Отсюда, применяя обобщенную формулу Лагранжа к каждой величине Ds, 
при некоторых ξξξξ s  с условием 0<ξξξξ s  <1 получим 

     ,)())()()((
s sssssssssss araxaxagD

s
ϕνϕϕξ ϕϕ ∆+′=−∆+∆+′=  

где vs = (∆∆∆∆x1, … , ∆∆∆∆xs-1, ξξξξ s∆∆∆∆xs, 0, … , 0) . Следовательно, 

                   .  )()(
n

1s
∑
=

∆+′= ssvarxr
s

ϕϕ  

Заметим, что точка a+vs∈∈∈∈U  для каждого s=1, … , n. Поэтому к частным 
производным по ϕϕϕϕ(x) в правой части последнего равенства можно применить 
предположение с заменой значения параметра k на k-1. Тогда при всех s от 1 
до n будем иметь  

                   ( ).)()()( 1−−=+′ k
s axvar

s
ϕϕοϕ  

Отсюда следует, что   

                  ( ).)()()( kaxxr ϕϕο −=  

Теорема 1 доказана. 
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15. Экстремум фунции многих переменных. 

Определение 1. Точка  a=(a1, …, an)∈∈∈∈Rn  называется точкой строгого 
локального максимума функции f(x),  если существует εεεε-окрестность 0(a, εεεε) 
точки  а такая, что для любой точки х≠≠≠≠а  и  х∈∈∈∈ 0(a, εεεε) имеем неравенство f(x) 
< f(a); 

если  f(x) ≤≤≤≤  f(a), то точка а – точка нестрогого  максимума; 

если  f(x) > f(a) , то точка а – точка строгого минимума; 

если f(x) ≥≥≥≥  f(a), то точка нестрогого минимума. 

Строгие локальные максимумы и минимумы  в точке называются 
локальными экстремумами в точке. 

Т е о р е м а  1. (Необходимое условие экстремума).  Если  а – точка 
локального экстремума (нестрогого) функции f(x)  и существует 
дифференциал dϕϕϕϕf(x) по ϕϕϕϕ(х) ее в этой точке, то для любого приращения ∆∆∆∆х 
имеем  

                     0)( ==axxfdϕ    или 0)( ==axxfgradϕ  

Д о к а з а т е л ь с т в о.   Очевидно, достаточно доказать, что при s=1, … , 
n выполняются равенства 

                                 0)( =
∂
∂

=axs

xf
ϕ

 

Рассмотрим функцию g(t) = f(a+ tls ), где  ls – направляющий вектор оси 0хs 
. Тогда ясно, что g(t) имеет в нуле точку локального экстремума, откуда  

0)0( =′
s

gϕ   т.е.  
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Но так как  
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то это доказывает утверждение теоремы 1. 

Определение 2. Точка а=(а1, … , аn), в которой градиент функции f(x)  по 
ϕϕϕϕ(x)=(ϕϕϕϕ1, … , ϕϕϕϕn) обращается в 0, называется стационарной точкой функции 
f(x). 

Заметим, что второй дифференциал  )(2 xfdϕ  функции f(x)  по ϕϕϕϕ(x) в 

точке х=а∈∈∈∈Rn квадратичной формой  от n  переменных dϕϕϕϕ1, … , dϕϕϕϕn .  

Определение 3.  Стационарная точка а функции f(x)  называется 

регулярной, если в этой точке существует второй дифференциал )(2 xfdϕ , и 

он является невырожденной квадратичной формой от переменных dϕϕϕϕ1, … , 
dϕϕϕϕn  ,  т.е. определитель матрицы этой квадратичной формы отличен от нуля. 

Т е о р е м а  2. (достаточное условие экстремума).   Пусть а=(а1, ..., аn) есть 
регулярная стационарная точка функции f(x), т.е. дифференциал этой 
функции по ϕϕϕϕ(x) в точке а обращается в нуль и существует второй 
дифференциал по ϕϕϕϕ(x) в этой точке с невырожденной квадратичной формой 
от переменных dϕϕϕϕ1, …, dϕϕϕϕn .  Тогда 

1) если в этой точке )(2 xfdϕ является положительно определенной 

квадратичной  формой, то в точке х=а функция f(x) имеет локальный 
минимум; 

2) если в этой точке )(2 xfdϕ  отрицательно определена, то а – точка 

локального максимума; 

3) если )(2 xfdϕ  является неопределенной формой, то точка а не 

является точкой локального экстремума. 

Д о к а з а т е л ь с т в о.  Рассмотрим пункт 1). Обозначим через А 

матрицу квадратичной формы )(2 xfdϕ  от переменных ∆∆∆∆ϕϕϕϕs ,  s=1,…, n. А 

через S(a) точек x∈∈∈∈Rn  с условием |∆∆∆∆ϕϕϕϕ|=1,  где ∆∆∆∆ϕϕϕϕ=(∆∆∆∆ϕϕϕϕ1, ..., ∆∆∆∆ϕϕϕϕn), x=a+∆∆∆∆x,  ∆∆∆∆ϕϕϕϕ 
=ϕϕϕϕ(x)- ϕϕϕϕ(a). Множество S(a) ограничено и является замкнутым, так как 
совпадает со своей границей )(aS∂  и поэтому содержит эту границу. 
Следовательно,  S(a) – компакт, а потому на множестве S(а) второй 
дифференциал как функция от ∆∆∆∆ϕϕϕϕ  достигает своего минимума m, т.е. 
найдется вектор 1, 00 =ee   такой, что  
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                                  0)(
0,

2 >==∆= mxfd eax ϕϕ . 

Заметим, что для любого вектора   1,, =∆=∆∆ eeϕϕϕ   имеем 

                              
eaxax xfdxfd ,

22
,

2 )()( =∆= ∆= ϕϕϕ ϕ . 

По обобщенной формуле Тейлора с остаточным членом в форме Пеано 
получим 
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2
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2
1)())( 222 οϕϕοϕϕ +∆≥∆++=− mafdafdfaxf  

т.е. найдетя εεεε>0, такое, что для любой точки ),(0 εax∈  выполняется 
неравенство f(x)-f(a)>0. Первый пункт рассмотрен. 

Пункт 2) рассматривается аналогично. Перейдем к третьему пункту. В 

силу неопределенности квадратичной формы )(2 afdϕ   получим m < 0 < M,  

где  
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причем величина М достигается на векторе   ),,...,( 1111 neee =  а величина 

m на векторе ),...,( 2212 neee = . Тогда для параметра t,  имеем 
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1 nnnnnn aafmtaafateatef <++=++ −− οϕϕϕϕ ,  

при t→→→→0.  Здесь учитываются следующие равенства: 

         ,2,1))),(()),...,((( 1
111

1
1 =++= −− iateatex ���� ϕϕϕϕ  

           ����� ��=−=∆ ϕϕϕ  
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Из последних двух неравенств следует, что функция f(x) в любой 
окрестности точки �  принимает значения, как большие  f(� ) так   и 
меньшие f(a), т.е. точка � не является точкой локального экстремума. 
Теорема 2 доказана. 

16. Неявные функции 

Пусть заданы точка (� ,b )= (a1,…,an-1, b)∈∈∈∈ Rn, некоторая ее εεεε-окрестность 
и множество точек принадлежащих этой εεεε-окрестности и удовлетворяющих 
уравнению 

�� =�  

Определение 1. Функция ψψψψ(x), зависящая от (n-1)-й переменной 
��� �� −= ����  и заданная в некоторой δδδδ-окрестности точка � , 

называется неявной функцией, соответствующей уравнению , если 

для любой точки  из этой δδδδ-окрестности имеет место равенство 

                                                    

 

Определение 2. Функция f(x) называется гладкой по ϕϕϕϕ(х) в области 
• • • •  • • •  • • • • •   • • • • •  ,  • • •  • • • • • • • •  • • • • • • • • • • • • • • • •  • •  

 •  • •  • • • • • • •  • • • • • • • • • • •  • •  

ϕϕϕϕ(х) непрерывны. 

Т е о р е м а  (теорема о неявной функции). Пусть: 

1)функция  
 • • • • • • • • • •  •  • • • • • • • • •  

εεεε-окрестности ΩΩΩΩ точки                       

    (
, b  ) =  ( a

1,…,an-1, b)∈∈∈∈ R
n
; 

2) 
;    

3 )  • • •  • • • • •  • • • • •     • • • • • • •  • • • • • • • • • • •    •  

 • • • • • • • •  • • • • • • • • • • • •  • • • • • • • • • ,  • • •  

  ;  

4) 
.  
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Тогда существует единственная функция  • • • • • • • • • • • •  •  

некоторой  δδδδ-окрестности точки  такая, что: 

1)  

��� ���� ���	
� �	��� � � � � �� 
� δδδδ-	�����	����� ������ ����	�
� ���� 	� 

                     ; 

��������� �� ������� � �	
� 	�ϕϕϕϕ����������� 

                      . 

�� �� �� �� �� �� �� �� 	� 
� �� �� �� ��� � ��� �� � ������ ���� � ΩΩΩΩ� ��

�� �	� �� ��� ���� ����� 
� n-�����
� ��� ⊂⊂⊂⊂ ΩΩΩΩ� �� �����	��  �

�	��� � � , b) �� �� !�������� ��������"����� 	����� 		��������  ������
	�	�	!	��������"�	�� �������� � �� �	�m>0��#�	$������ ����$�h-

�����	�����	���	���� , b) �	�!����
��%�������	!	����	� ���������

�  	$��������� ������ ��� �� �� �	� � ��

�� %� ����� ������� �	���� � ������� � �� ��� ����

����	� δδδδ&'� ��	��� ��	� ���� ���	!	� $�������� � ������

��� . 

#������ ��������� ��	� ��� 	���$�� �	������(��� �	����

� �� � � �	�	�	����� �������

�	���(������ ����"��	�"	� �	��	
��	��� .  

)�*�	
� �	��� � �	��� ���  � �		� ���� ��� �	��� �� #�	�

	���������� ������� � � ���� 	�	�	
��

�� ���� �	�� �$� �� ���� �� � ������

.  
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+������ ��� ���������	�	
�� ��	��	�"	��	�$��"����	��  
���������������� �	� �  � 	������� , 
������ 

               . 

,	�*��� �������� ������� �	��"� �� ���"� �	��� � ��  

��������*��� �� 	�*���� ��	� � ����

�� 	�	*�� 

               

�	!�� 

              
. 

#������� ��������	�����-�!���*������� 

     

���� ������� -�� �������������� �	
�������
� 

,����  

������ 

 

.���" 

#����� 
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!�� s=1,…,n-1.  ,����� ������������� �	��������������	�$ 	����� ���

&'��	����� 

               .  

��	������	�$���� 

;<��=���������� ���������
 

6����	�����	�	���*�������f: R n→→→→ R m,     

.���"�  ��� ������� � � ������� !������� �	� ϕϕϕϕ����  � εεεε-

	�����	��� � �	��� � �� �	!��� ��	�� 	�	���*����� ��$� ������

!�������	�ϕϕϕϕ���. 

�����������	 
�� .���"� ������� � ���������������� �	�

� ��	����� ���	!����������� 

            

����(���m� ���	� �� n� ��	���	 �� ��$� ������ �������
� >	��� 	�	���*�����
 �	�  

=��	�� �������� >	��� �	� � ������� ����� �	�	
� !���������

�����
� ��	�� ,  k=1,..,n. 
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m ≤≤≤≤ n��6����	��������-���	�m���$���������	���	 ���������J. 

#��� 	���$���� �	��������� � J(k1,…,km)� �	����� � mxm� �������� J�� !���
k1,…,km – �	����� �����������	���	 � 

�����������	 ��� #�����������"� 9� �������� J(k1,…,km)��$� ������
>	����	�� �	����� �$� �	����	 �� 	�	���*����� � �	� � � ��

	�	$�������� 

                            

�����������	 �� ,�������������	�� 	�	���*����� � �	� �   

��$� ������ �� ��	*�������  � �	��� �� ����� 	���� �$� >	����	 � ?�	!	�
	�	���*�����	�������	������� 

@�	�	$����������	A 

1) ��������J ��������������"��
����!����� 

2) !��������� �����
� �  �	� � � ����
�	�

��$� ������ �?�	
��	��� 

�	�	�	�	�	�	�			�����������	
	������������������
�).  .���"�n=m+p,  p>0 ��
����"�A 

;�	�	���*����� f: R n→→→→ R m,    -� �� ��	*����	��  � �	��� � � !���

� �� !���	�� �	�

�  � ��	�	�	
� 	�����	����   

�	���  

2) ; 

3)  . 

�	!���  � ��	�	�	
� 	�����	���� � �	��� � � ��(��� ����

������ ���	�� !���	�� �	� � � 	�	���*����� � �  
!��� ��	������(���������(����� 	
�� ���A 
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1) ; 

������� ���� �������� ; 

3) ��!��� .  

B���"� /� �� %� –� � �� ������ �������� >	��� 	�	���*����� � � �	�

� 	� ����(��� ����������� �  

�		� ���� ���	�� 

���������	 ��4������	���� ���� 	��������� ���*��������� ������������
��	�$ 	����� ���� 

                     

����������������	�
����������6����	�����	����������"�>	��� ���������

/��6�$�	*����!	��	��	�����������	������.	�����A 

                          

����� ����	���(������ ����"� ��	��� ��	��	���
��
������

	���� �$� ���	�	 � �������� /� ��� �� ��� ����� �� 0�$� 	!���������� 	�(�	����
�	*�	�������"����	�  

0����� ��	 	���"� �	�$����"�� 	� ���	�	�� �����������	
� �������� �	�
��������� ����
�m��.���m=1���� ��*���������	������	�$��	� ��������(���
����!������.����	�	*������	���	����� ���������m-1���� �������,	�*������
����C���� ����
��.	�	�"���� ����������������	�	*��������������

�������� �� �	������� ��	� ��(��� ���� ����������

� ��	 ��� 	���(��� ���	 ����

� ���� ���	
� �	��� �  � ��	�	�	
�

	�����	����ΩΩΩΩ0� �	��� � � � �.	���� ��������"��1������m-1�  ��������

��1����A 
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.	�*������	�� � ��	��� ��,�
�� ����"�	� 

              

5)   

              

           - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

 

                

 

,	��	*��� ��� 	�� ��� ������ ��� 91��  �	�	�� -� ��� 92  �� ����� � =�	*���
�	���� D����� ���*������%���$��"���������������"� 

                                 

���������k ≠≠≠≠ m����� ���� 	��� ���� 	 

                                   

������k=m ?����������� ���9� 

,������	�	�"��9���91������ ��������� 

                                    

=���	 ����"�	���	���	�����	���� �	
����������(��� ���������� ������

������� � ������ ��	� �  � ��	�	�	
� 	�����	����

�	��� ��	��� ��!�� 
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.���k = 2, …, m� �	������� ������� .  

,��� ������� � � � � 	������� � ������������� �	�

�����k=1,…, m  ������ 

            

.  

 

%� ��	��	�� ����?�	��	*�	�$������"���A 

             ,  

!�� 

                        

                              

,����������������	��� ���� 	 

                       

!�� 

                           . 
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�����	���$	���	����� 

                       �������� . 

1��������
�	��	�	���*��������� 	�������	
� ��	�� � ����� 	
�

 ��	���=���	 ����"�	��?�	����� 	��	�	���*�������� 

               ������� . 

��	������	�$���� 

-1�56/�86/�
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