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Diizgiin Dagilim Fonksiyonlar Ailesi icin Invaryant
Giiven Arahiklar:

Mehmet Fedai KAYA"  Bugra SARACOGLU  Coskun KUS

OZET

Daha dnceki galigmalarda iistel dagilim fonkiyonlar: ailesi igin
invaryant giiven araliklart olugturulmus ve bu araliklar kullamlarak
hipotez testleri yapilmigtir (Bairamov, Gebizlioght ve Kaya .1999).
Bu ¢alismada o¢zel halde diizgiin dagilim fonksiyonlarina sahip
dagihimlar swifi igin  majorant vektorler ve sira istatistikleri
vardimiyla invaryant giiven araliklari olusturulmugtur.

XyiKoysX i F(x)eE P:{F(x):F(x):? JELXEd., F(x)=x}
—C

dagilimina  sahip  bir  orneklem, a<b  olmak  iizere
n n

(Za,-X [,-],Zb,-X [,-1] rasgele araligimin invaryant giiven aralig
i=1 i=1

oldugu gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Dagilimdan bagimsiz istatistik, invaryant giiven
araliklar, majorant vektorler, sira istatistikleri.

1.GIRIS

X, XX, X,, FeS dagilmina sahip bir oOrneklem f, ve f,

fonksiyonlar1 V(u,,u,,...,u,) € R" i¢in f,(u,,...,u,) < f,(u,,...,u,) ozelligine sahip iki
Borel 6lgiilebilir fonksiyon olmak iizere; VF e S i¢in

Pix,. e (f,(X, 0 X, b o (X, s X, }=B

ise (fI(X l 2 (X gy )) rasgele araligina S smmfi i¢in ana kitleyi kapsayan f3
seviyeli invaryant giiven araligi denir. S, tiim stirekli dagilim fonksiyonlarin bir sinifi

olmak iizere (f,(X, X,v... X, ) fo(X,,X,,...X,)) araligimin S, smifi igin ana kitleyi
kapsayan invaryant giiven aralik olmast igin gerek ve yeter kosul ;

(X, X,,...X,)=X, ve LX, X, X,)=X, I<i<j<n
olmasidir(Bairamov ve Petunin, 1990) ve
P(X,. € (X, X)) =" |, 1<i<j<n
n+l1

dir. P{X,H, . (f: (X. X lf: (XI s X, ))}

* Selguk Uni. Fen-Edeb. Fak. Istatistik B6l., Tel:(332) 241 00 11 /1354, e-mail: bugrasarac@selcuk.edu.tr

47



- o

= [ JIF (ot ste,)) = F(fy sttt ))MF ). dF (1)

—pe  —0o

= E[F(f,(X,.X,... X, )= F(£,(X,, X0 X, )]

F(f,(X, X, X,)-F(f,(X,,X,,..., X, ) 'nin dagihmi VF e 3 igin ayni ise bu
durumda EI0ch s i N 7 (X,,X,,...X,)) araligina 3 sinifi i¢in
seviyesi E[F(_)‘;(XI,XP...,X")— F(f(X,.X,,...X,)] olan invaryant giiven aralik denir.

= (a,,az ..... a, )e R" b= (b,,,bz,...,b” E R" icin;
D’ ={(“]‘!u‘_!!‘--su,,): u, 2u2 2...2H"}

bigiminde tamimlanan bir kime olsun. ay2a, 2...2a, veb, 2b, >...2h,

ae R" vebe R" vektorlerinin buyuklik sirasina gore dizilmis sekillerini gdstermek
uzere;

. ;a[ﬂ :;bm

. . (1.1
k k
ii. ZGM SEb[‘I k = I,2,...,n _l

kosullar1 saglanmiyorsa a ve b vektorlerine majorant vektorlerdir denir ve a<b
biciminde gosterilir (Marshal ve Olkin, 1979). a ve b vektorlerinin birbirleriyle
majorant olmalari i¢in gerek ve yeter kosul,

Vu = (u,,....u, )€ D" igin Za,.u,. Szb‘.ui
i=l fial
olmasidir (Marshal ve Olkin, 1979).

2. KONUM VE OLCEK PARAMETRESI iCEREN DAGILIMLAR AILESI iCiN
INVARYANT GUVEN ARALIKLARI

Majorant vektorler kullanilarak konum ve o6lgek parametresi igeren dagilimlar
ailesi i¢in invaryant giiven araliklar1 olusturulabilir.
3, ={F,(x) = F(x—8),0e ©,F(x) biliniyor }siifi igin X.X,,...X X, F,€8,
dagilimina sahip bir 6rneklem ve bu orneklemin biiyiklik sirasina gore dizilmis hali
X2 Xy 224X, (burada X, =X, ., ), a€R" vebe R" vektorleri majorant

vektorler, f, (x,,x:....,x") ve f,(x,,x,,...,x,) (1.1)’de verilen fonksiyonlar olmak iizere;

XX X,)= Y a Xy ve (X, X000 X, )= Y b,X, 2.1)
= i=|

bigiminde tanimlansin.
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Bu durumda;

Pix,. e (n(x, . X, )£ (X, X, )
- j...j[Fﬂ (f, (s ttysestt, )= F, (f, (1t oo, ) JAF, (u,)..dF, (1, )

e

SH'(XI""‘X!I)= Fﬂ (fZ(XI’XZ‘"’XM))_FB(fI(Xi’XZ'"‘Xn))

= F(Z{b |- —9)} F[g‘a; (%} n —e)] (2.2)

dir. X(,_;,,) — 0 rasgele degiskeninin dagilimi 6 dan bagimsiz oldugundan 3, smufi igin

S, nin dagilimi dagilimdan bagimsizdir.

G X, .(x)e 3, :{Fg (x)= F{g}ﬂe @),F(x)biliniyor}

dagilimina sahip bir 6rneklem olmak tizere;

SJ:(XI""’XH )= F&(fZ(XI’X2“"Xu ))_Fem (XI’XZ""XH))

L (e Lo X (2.3)
(n=i+1) (n=i+l)
.y z'b = z: PR
( e ] [ “ 0 J

i=l i=l

(n=i+1)

0
S, 'nin dagilimi dagilimdan bagimsizdir.

dir. rasgele degiskeninin dagilimi @ * dan bagimsiz oldugundan 3, smnifi igin

3, ={J,r«“ﬂ_n(x);}:ﬁ'lH (x) = F(%}Be O,ue O ,F(x) bi]iniyor}

olmak {izere benzer bigimde;

Su (XI ! X2 """ XH' ): Fﬂ,p(zbi}([n—ﬂl) J_ FB,;! (Zaix(n—iﬂ) J

i=l i=l

a X +1) & Xn—f'+ -
=F[Zb,.—5"—*19"—”]—ﬁ[2a,.—(f;)—“] (2.4)

i=l
nin dagilmi S, simifi igin dagilimdan bagimsizdir.

3. USTEL DAGILIM FONKSIYONLARINA SAHIP BiR DAGILIMLAR SINIFI
ICIN INVARYANT GUVEN  ARALIKLARI

X, X0, X1 Fy(x) € P=1{F, () FOx) =1-e x> 002 0,F(x)=1-¢"" }
dagilimina sahip bir 6rneklem, X, , bu o6rneklemden bagimsiz ve aym dagilimli yeni
bir rasgele degisken ve a < 46 (1.1) tanimlanan vektorler olmak tizere;
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1 I

PB{XM-IE[iafx[i]’ibi‘x[i]}}:n! n i - 1" j
@+) [IX6+n|  GY

j=1 i=l j=l i=1

= al (al ""3au’bl "‘"‘bn )E ID:I
dir. Yani, (Za, X 'belel} rasgele aralig P sinifi igin ¢, seviyeli invaryant giiven
i=1 i=l
araligidir (Bairamov, Gebizlioglu ve Kaya ,1999).

X XpiroX pom X1> X545, X, Ornekleminden bagimsiz ve aym dagilimh yeni
bir drneklem olmak iizere;

n i .-u (_!)i(?]
Fy {X:HI RS (. (- — (zl:aixli]’zbf'x[f] J} = nlg 1_,._[2{ }
= (m—k)a, +kb, +1

j=1 =l
= am (al ""’au ’bl ""’bn ) = am
(3.2)

dir (Bairamov, Gebizlioglu ve Kaya ,1999).

4. DUZGUN DAGILIM FONKSIYONLARINA SAHIP BiR DAGILIMLAR
SINIFI iCIN INVARYANT GUVEN ARALIKLARI

X—=0C

d—c

X,,XQ,...,X”;FB(x)ES:{Fe(x):F(Q,x)z < il 5 F(x)=x}

dagilimmna sahip bir Orneklem, a <54 olmak iizere (za;.X“],Zb,X[;])rasgeEe
i=| 1=1

araligini goz oniine alarak agagidaki iki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.1 X, X,,...,X, ornekleminden bagimsiz ve ayni F,(x) dagihimina sahip

n

yeni bir X, rasgele degiskeninin ¢ekildigini diigtinelim.

. 1 1 &
Fo) X € a; X, 2 biXy | =—— n—i+1)(b, —a;
s{ | (2:, [12. [1]} ”H;( )b, —a) .
= a| (a] ‘-.-,a" ;bl ,-..,b") = al
dir. Yani, (Za..Xm,Eb;X[,]J rasgele arahg 8 simfi igin o, seviyeli invaryant
i=] i=1

gliven araligidir.
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Fonksiyonlar: Ailesi icin I Araliklart

Ispat.

G = {(xl ‘xl“"xu ’xn-i-l ): xn+| € (fl (xl’xi ""‘xn )’fl(xl ’xi ""xn ))’ c< xu < 'ru-l <.< .l'] < d}
olmak tizere;

P{Xml € (fl (XI’XZ‘”’XH )’fz(XI‘XZ""Xn))}
=P{X,.X,,..X,.X,, €G)

n+l

_ ”j ' “"j}l"f.«,fp(xw VIF(x. )..dF (x,)
B | CAC S ) T O R

—n’j] J [( ] (Z a (% :)]](dic_)”dx,J...dxzdx1

—i+1)b, —a,)

1 "

Teorem 3.2

X,,X,,...,X, ornekleminden bagimsiz ve aym dagilimdan alinan yeni bir

n

X s X, ipsees X i Orneklemini ele alalim.
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P{XH+1 ’ XH'+'2"'X.'I+JN € {i aiX[i]'ibe{i] ]}
= i=l

9 i Ca (b —a))" (by —ay)"™ =2

(m=1i; +1)(m+2)

i\=0
Wy Gl at b , st
i,=0i,=0 (m_fl +1)(m _52 +2)(m+ 3)

iy #is

f—(}: =0 =0 is=0 iy _a= )
- iy +N , n=24
l_[(m—:, Ef + m—=iy+n—=2)m—iy + n—1(m+n)
Jj=1 §=3
=0, (A @y by iy ) =0, (4.2)
Burada;
1=\

. 1 i
k=i[le" o Eicics
=4 M=i= 20
=3

f?l‘*i‘l

HI—J-'E.' n—l

L= -a)*(by—ay)" (b, —a,) = T, —a;)"

0 1 _ai)f', (b3 __aq)m—-il
z_;‘) m (m—zI +1D)(m—i; +2)(m+3)

= 3 (bi —4 )il (bﬂ —a, "
N= n!z —
WO (m+ n)l_[(m —i, +k)

k=l

dir.

Ispat.
G={(x]"x?_"'?xu’xn-H"""xnwu): x!u-l" u+m (Za x[i]’sz[r } C<xu (X"_I <"'<xl {d}

olmak tizere;
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Dﬂz I_ Daglhm Fonkslyonlan Alles} wln invaryant Gﬁven Aral:klan

i=] i=]

X XZ‘ ‘X X!H-] X:ﬂ!”' bt r-nue G}

{ X ..X,_me(ia,.X[,],ib,.Xl,l }}
2

I

“ j - j & “'h] ’ ]”j ::de(x,,ﬂ,, )...dF(x,, }F(x, ).dF (x,)

o filngeng ) hiln.ng) Nilseng)

o TP ke D= PO e D ().,

_ "‘”f [[ > b —c)]—( Za (x, - ) ]](

i=1

S [ ey P

Bu problem n =2, n =3 ven 24 igin ¢ozildigiinde (4.2) ifadesi bulunur ve ispat biter,

"My, .. dx, dx,
-y

Ornek.
XX X 3 F(x)e P= {F(x):F(x)=;

= ,e<x<d, F(x)=x}

-
dagilimina sahip bir 6rneklem ve a < 4 olmak iizere;

111 11 5=

n=3 , m=2, a=(=,—,=-) , b=(—=,—-0 icin

a (3 3 3) b (2 > ) i¢

{ % & 2
X3 x|+x2+x1
{x4,xqe2|‘a,x,,25x} ' f _[{ ; ; ]dx1dx2dx[
i= x,=0 x,=0 x, =0

-
360

bulunur, Aymi olasilik igin (3.2) esitligi kullanilirsa;

osgon goalerts S AT

i=] __0, =0 (‘% !l )(4 ’2 J(S)

i\ #iy

e fI0T

3= )4=iy)5)

elde edilir. Gortldugi gibi her iki durumda da ayni sonuglar ¢ikmustir,
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4. SONUC

Bu ¢aliymada diizgin dagilim fonksiyonlar ailesi ig¢in invaryant giiven

araliklariyla ilgilenilmigtir.
X=C

X1 XX, Fg(x)€ Pz{ﬁ,(x):F(G‘.,t) = 7

—-C

, c<x<d., F(x)=x}

dagihmina sahip bir 6rneklem, a <4 olmak iizere {Za,-X[,-].be-X{,-])
i=l i=l

rasgele aralifl goz oniine alinarak X, X,,....X, oOrnekleminden bagimsiz
yeni bir X ., rasgele degiskeninin bu arahiga diismesi ve X, X,,..,X,
ornekleminden bagimsiz ve aym dagilimdan aliman yeni bir

X, o0 X py2s0s X e Ornekleminin aym araliga dismesi olasihiinin sabit

oldugu bulunmus Bu olasiliklar diizgiin dagilimin parametrelerinden
bagimsiz oldugundan (Za,.XM ,Zb,XM] rasgele araliginin diizgin
i=] =1

dagihm fonksiyonlari ailesi igin invaryant giiven aralik oldugu soylenir ve
sonuglarin dogrulugu orneklerle gosterilmistir,
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Invariant Confidence Intervals for Family of
Uniform Distribution Functions

ABSTRACT

In previous studies for exponential distribution functions family
invariant confidence intervals are established and by using these
intervals hypothesis testings are made (Bairamov, Gebizlioglu ve
Kaya ,1999). In this study, for distributions having uniform
distribution functions in special case invariant confidence intervals
are established by the help of majorant vectors and order statistics.
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Diizgiin Dagilim Fonksiyonlar: Ailesi icin invaryant Giiven Arahklar:

Any samples that has a distribution such as X,;,X,,....X,

F(x)e P={F(x):F(x)=? coexed , F(x)=x} for a<b,itis

1 1

shown that Ea,-X[,-],Zb,-X[,-] random interval has invariant
i=l i=1

confidence interval.

Key Words: Distribution free statistics, invariant confidence interval,
majorant vectors, order statistics.
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