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SIHIRLI KARELER VE LATIN KARELER
Fikri AKDENIZ'
OZET

Bu makalede 4000 yildwr bilinen sihirli kareler ele almmugstir. Ozellikle
singiiler matrisleri veren 2nx2n (n22) boyutlu sihirli matrislerin

Moore-Penrose inversi ve dzdegerlerinin Ozellikleri incelenmigtir. Ayrica,
Latin kare tasarim modelleri pullar yardomiyla gorsel olarak verilmigtir.

Anshtar Kelimeler: Latin kare, Moore-Penrose invers, Sihirli sabit, Sihirli kare, Yar-sihirli kare.

1. GIRIS

Yazimiza iinlll diiglinlir, filozof ve matematik¢i Bertrand Russel (1872-1970)'n
matematik hakkindaki diiglincesi ile baglamak istiyorum. B. Russel “Matematik, aym
seyi degisik stzcliklerle sbyleme sanatidir. Dogru algilandifinda yalmz gerceBi deil,
bir heykeldeki gibi yliceltilmig, donuk ve slissiiz bir giizellii igerir.” demigtir. Ayrica,
M.S. 411 yilinda Istanbul’da dogmug ve 485 yilinda Atina’da 6len Yunan filozofu
Proclus Diadoclus “Bir yerde sayr varsa orada glizellikte vardit™ O6zdeyisiyle
matematigin yalmlhifim vurgulanmugtir. Matematik evrensel bir dildir. Bunun anlam
eksilme ve bozulma olmaksizin daima var olacaktir. Kiimeler kurammmn kurucusu
Alman matematikgi Georg Cantor (1845-1918)'in deyimiyle “Matematifin 6zii
Ozgiirligiinde aranmalidir”. Bu yazimizla sayilardaki yalinlig: ve matematiksel giizelligi
paylagmak istiyorum, Bilgilerin bir kismun1 Akdeniz (2011)’de bulabilirsiniz. Bir soru
ile konumuza girecegim.

2. SiHIRLi KARE NEDIR?

TANIM: 1,2,3,...,n° sayilarnm n satir ve n siitundan olugan n’ sayida kutucuktan
olusan bir kare igine her satir, siitun ve kdsegen lizerindeki sayilar toplami aym S
sayisma esit olacak sekildeki diizenlenmesine n-ci mertebeden sihirli kare (magic
square) denir. 1 den n e kadar tamsayilanin toplamimin 14243+, , .+n=n(n+1)/2 oldugunu
biliyoruz. Benzer bigimde 1°+2+...+n” toplamm i¢in n yerine n’ almrsa n satirn
toplam: nS olur. O halde nS=1+2+3+,...n7 =n’((n’+1)/2 oldugundan S=n(n’+1)/2
bulunur, 8 sayisina “sihirli sabit” denir. Yalmz satir ve siitun toplamlarinin tiimi sabit
bir S sayma egit olan kare matrise yari-sihirli kare (semi-magic square) denir.
Buradaki gibi ardigik pozitif tam sayilarla olugturulan sihirli kareye dogal sihirli kare
denir. Bu yazida éncelikli olarak dogal sihirli kareleri inceleyecegiz.

Ormegin: n=3 igin 1 den 9 a kadar sayilarla olusturulan sihirli kare igin sihirli sabit sayx:
§=3(3%+1)/2=15 tir. n=3 igin sihirli kare 6rnegi verecegim. 3x3 tipindeki ilk sihirli kare
agafidalki gibi sayilardan olugmugtur. Bilinen en eski sihirli kare:

4 9 2
M=|3 5 7
816
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dir. Bu sihirli karedeki sayilarin olusturdugu yukaridaki M gosterimine sihirli matris denir.
3. SIHIRLI KARELERIN KISA TARIHI

Sihirli kareler M.O. 21. asirdan beri bilinmektedir. Cin’in eski dénemlerinde ¢ok sayida
tagkinlara yol agan nehirler varmis. Insanlar bu nehirlerden “Nehir Tanris1 “olarak bilinen
ve su tagkinlarina neden olan “LUO” adli nehrin kizginligint 6nlemek i¢in nehir kiyisina
gidip ona kurban sunmaya calisirlarmig. Cin mitolojisine gore her bir téren aninda
nehirden bir kaplumbaga ¢ikip kurbanin etrafinda dolasirmis. Nehir tanris1 her defasinda
kurbani kabul etmezmis. Bu durum orada bulanan bir ¢ocugun, kaplumbaganin tzerindeki
ilging sekilleri isaret edene kadar boyle suriip gitmis. Kabuk zerindeki isaretler 15 sayisim
ifade ediyormus. O giinden sonra insanlar kurban sayisinin kaplumbaga kabugu tzerindeki
miktar kadar, yani 15 olmasi gerektigi sonucuna varmslar.

Sekil 1. Kutsal Kaplumbaga (The Divine Turtle)

Diger bir Cin mitine gore, M.O. 21. asirda Antik Cinde taskinlarin kontrolu i¢in hendekler
yaptirip ve kanallar actirip efsanevi kural koyucu olarak bilinen bilyiik Cin imparatoru Yu
bu ilging sayisal sekle “LUO-SHU” adini verir. Cince “Luoshu” nun anlami Luo nehri
demektir. Cok daha onceleri bulunmasina ragmen bu sihirli kare ve Luo Shu hikayesi M.S.
1. ylizyilda Yih King baslhkl: kitapta bulunmustur.

<>

&
Sekil 2. Luo Shu 3X3 Sihirli Kare
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Sihirli kareler tarihsel siire¢ icinde Cin, Hindistan, Araplar, Antik Yunan ve Japonya’da
dizenlenmisti. Hindistan’da 4x4 tipinde ilk sihirli kare ikinci asirda yagsamg Budist
filozof Nagarjuna tarafindan yazilmis Kaksaputta adli eserde bulunmustur. Orta
Hindistan’da Khajuraho’da 10. asirdan kalma Parsvanath Hindu Tapinagindaki 4x4’lik
sihirli karede her bir satir, situn ve kdsegenlerdeki sayilar toplami 34 tiir. Ayrica
2x2’lik alt karelerin toplami ve 3x3, 4x4 karenin koselerindeki sayilar toplami da 34
olur.

7 12 1 14
2 13 8 11
16 3 10 5

9 6 15 4
Sekil 3. Hint sayilariyla 4X4 Sihirli Kare Sekil 4. 4X4 (yukandaki) Sihirli Kare

Arap matematik¢isi Ahmad Al-Buni 1250°li yillarda sihirli karelerin dzelliklerini
incelemistir. Avrupa’min sihirli karelerle tanmismas: 13. asrin sonlart 14. asirda
Istanbul’da yasamis olan Yunan matematikgi Manuel Moschopulos ile gergeklesmistir.
Manuel, sihirli kareler (zerine bilimsel inceleme yapti. Daha sonralart 1450’lerde
Italyan matematikci Fra Luca Bartolomeo de Pacioli (1446/7-1517) cok sayida sihirli
kare Ornegi toplamistir. Avrupa’da sihirli karelerin ortaya ¢ikisi Alman sanatgisi
Albrecth Diirer (1471-1528)’in kabartma resminde goriilmektedir. Diirer 1514 yilinda
bakir plaket kabartma (izerine sag st kdsesine sihirli kareyi yerlestirerek Melencolia’t
(Melancholia 1) yapmustir. Bir ressam olan Albrecth Direr matematik ve sanat
arasindaki iligkiyi incelemistir.

Simdi Diirer’in bakir oymacilig: ile tabloyu yaptig1 tarihi ve annesinin 6lim tarihi
(1451-1514) 1514 yihm da igeren sihirli kareyi inceleyelim. 1 de 16 ya kadar tam
sayilardan olusan bir dogal sihirli karedir. Sihirli sabit= S=34 tiir. En alt satirda 15 ve
14 sayilar1 yan yana gelerek sihirli kare 6zel olarak 1514 yilin1 vurgulamaktadir.

Bu giine kadar 880 adet farkli 4x4 sihirli kare hesaplanmis durumdadir. Sihirli kareler
matematik tarihi igcinde pek cok aragtirmacinin ilgisini cekti. Bunlarin arasinda
Leonhard Euler (1707-1783) ve 19. yiizyilda Ludwig Bieberbach (1886-1982). Ayrica
Henry Dudeney (1857-1930) ve Martin Gardner (1914-2010) gibi bulmaca ¢ozerlerin
caligmalarim da eklemek gerekir.
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$éki] 5. Melencolia | Albrecht Direr (1514)

3.1 Benjamin Franklin 8x8 Sihirli Kareleri

Matematik dunyasinda bir ¢ogu hala bilinmeyen bazi sihirli kareler 18. yuzyilda
yasamis olan Benjamin Franklin (1706-1790) tarafindan olusturulmustur. Franklin
sabun yapma isi ile ugrasan Josiah Franklin’in 17 ¢ocugundan biridir. Bir yazar,
diplomat ve bilim adami (Fizik¢i ve Matematikci) olarak Franklin kendi yasadigi
dénemde ve giiniimiizde dvgiiye deger biridir (Pasles, 2001). Ornegin, Londra ve Paris
bilimler akademilerinin bilimsel Gyelige sectigi tek Amerikan’d1 ve uzun yillar da tek
kalmigti. Franklin’in matematiksel yasam karelerin kendileri ve almanaklardir.
Franklin’in formal okul egitimi 2 yildan daha kisa bir surede son bulmus fakat onun
egitimi asla son bulmamistir. Esas itbariyle kendi kendini yetistirmistir. Basarili bir
insanin diger insanlardan daha ¢ok galismas: gerektigine inanirdi. ABD 100 dolarinda
resmi olan Kisidir. Franklin asagidaki gibi kareleri nasil yazmisti? El yazmas: disinda
karsilagtirmak icin elimizde bir belge de yoktur. Gunliimiize kadar bir ¢ok arastirmaci
Franklin karelerini incelediler. Bunlardan en ilginci 8x8 yar1 sihirli karedir. Bu karedeki
satir ve situnlarin toplami S=8(8%+1)/2=260 tir. Kdsegen toplamlar: 260 degildir.
Degisik renklerdeki simetrik yapidaki sayilar toplaminin da 260 oldugu gorilmektedir.
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Sekil 7. Yukanda 8x8 lik yani-sihirli Franklin kareleri gdrilmektedir. S=260

3.2 Pandiagonal Sihirli Kareler

Tamm. Bir matrisin, satir, situn ve kdsegen elemanlarinin toplamlarimin ayn sayiya
esit olmasi1 6zelligine ek olarak “kirilms” kosegenlerin toplami da ayni sihirli sayiya
esit ise bu sihirli kareye “pandiagonal” denir

1 15 4 14
|8 10 5 11
113 3 16 2

12 6 9 7

Yukaridaki P matrisinde 6 adet kirilmig kdsegen:
(1,6, 16, 11); (8, 15, 9, 2); (13, 10, 4, 7); (14, 8, 3, 9); (4,11, 13, 6); (15, 5, 2, 12)
dir. Bu sayilarin toplami da sihirli sabite, S=34 e esittir (Henrich, 1991).

3.3 Ramanujan’in Sihirli Karesi

Cumhuriyet Bilim Teknik Dergisinin 12.01.2002 tarihli, 773. Sayisinda yayinlanan
“Hintli bir matematik dahisi” (Tiirkkaya Atadv) bashkl yazida 22.12.1887 yilinda
dogmus Hintli matematik¢i Srinivasa Ramanujan’in kisa yasam oykisi anlatilmigti.
Universite 6grenimi gérmemis olan bu dahi, sayilarla oynamay: cok severdi.
Ramanujan dogum tarihini de kullanarak asagidaki 4x4  bicimindeki  Kkareyi
olusturmustur.

22 12 18 87
21 84 32 02
92 16 07 24
04 27 82 26

Soldan saga, yukaridan asagiya tim toplamlar 139 sayisin1 vermektedir. Ayrica her bir
kdsegendeki 4 sayinin toplami da (22+84+07+26 ve 87+32+16+04) 139 u vermektedir.
Koseden kdseye toplamlarda (22+04+26+87) 139 dur. Ayrica

21+02+24+92=139, 12+18+82+27=139,  12+87+16+24=139, 21+32+82+04=139,
22+18+82+04=139 dur. Her bir kdsedeki 2x2 matrislerin dort sayisinin toplami da 139
dur.
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Sekil 8. Posta pulu Uizerinde Ramanujan (1887-1920)

Satir ve situn toplamlarinin timi 139 sayisina esittir. Ayrica her iki kdsegendeki sayilar
toplam1 da 139 sayisina esittir. Sihirli kareler Uzerinde yogun galismalar yapan Prof.
Dr. George P.H. Styan (McGill Univ. Kanada) Ocak 2012 i¢cinde Ramanujan’in dogumu
ile ilgili asagidaki ilk satirlar1 ayni olan baska bir sihirli kareyi géndermistir.

22 12 18 87
28 59 40 12
80 3 37 19
9 65 44 21

4, SiHIRLI KARELER VE MOORE-PENROSE iNVERSI
Booth ve Booth (1955)’da ifade edildigi gibi singuler olmayan bir sihirli karenin
elemanlanyla olusturulan bir matrisin tersi de bir sihirli karedir. S “sihirli-sabit” olmak

Uzere bir matrisin tersinin satir ve sutunlarinin toplamlar: 1/S ye esittir. Asagidaki 3x3
sihirli kareyi ele alalim. Singiler olmayan M matrisi igin

2 9 4
M=[a;]=|7 5 3
6 1 8

Det(M)= A =-360 tir.

Mi=[a,] = [%} -

37 68 7
L -38 -8 22
360
-23 52 53

Gorillebilecegi gibi M™' matrisinin satir ve situn toplamlarni 1/15 tir. Aymi 6zellik
kdsegen toplamlar: icin de gecerlidir. Bircok sihirli kare matris incelendikten sonra
asagidaki sonuca variyoruz.
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Sonug. (2n+1)x(2n+1) n=1,2,3,... tipinde yari-sihirli ya da sihirli kare matris singller

degil ve pozitif tam say1 olan en biyik 06z deger sihirli sabit S ye esittir. Ayrica diger
2n+1

0z degerler o +iff yada —y+8, £& biciminde toplamlar: sifirdir. Yani Z/li =0
i=2

dir. Diirer’in sihirli karesine bakildiginda karsilik gelen kare matris singiler (tekil) ve
ranki 3 tir. Bu nedenle Booth ve Booth (1955)’daki sonug¢ uygulanamaz. O halde
matrislerin Moore-Penrose inverslerinin de sihirli kare 6zelliklerini tasiyip tagimadigin
Ogrenmek istiyoruz.

Bir A matrisinin A" ile gosterilen Moore-Penrose inversi asagidaki dort kosulu saglarsa
A" tek olarak tanimlanr.

(I)AATA= A (IT)ATAA" = A7 (iiil)(AAT) = AA" (iV)(ATA) = ATA

A bir kare matris olmasa bile bu invers daima vardir (Rao ve Mitra,1971)). Yalniz (i)
kosulu saglanirsa, yani AA"A=A ise, A™ ye A nin genellestirilmis-inversi denir. Her
matris g-inverse sahiptir, fakat tek olmayabilir.

Simdi Durer tarafindan yapilan “Melancholia I” resminde yer alan asagidaki meshur
sihirli kareyi disunelim:

16 03 02 13

o 05 10 11 08
|09 06 07 12

04 15 14 01

Satir, sttun ve kosegen toplamlart 34, dort kodsedeki 2x2 alt kare matrislerin
elemanlarinin toplami da 34 tir. D singller bir matristir ve ranki 3 tir. D, 4x4 tipinde
sihirli kare matrisin MP-inversi de sihirli kare olan bir matrise Ornektir. D nin

4

Ozdegerleri : 4, =34, 1,=8.0, A4,=-80, 4, =0, trace(D)=34= Z/l, dir. Burada
i=1

D martrisinin en blyik 6zdegeri sihirli sabit olan S=34 e esittir. Gorildigl gibi D nin

MP-inversi:

275 -201 -167 173
DL |37 -31 -65 139

3480 | _g99 105 71 3
_133 207 241 -235

dir (Trenkler, 1994; Schmidt ve Trenkler, 2001). Gorllebilecegi gibi satir, stitun ve
kdsegen toplamlari, dort kdsedeki alt kare matrislerdeki sayilar toplam: da 1/S= 1/34
tar.

Benjamin Franklin tarafindan olusturulan 8x8 kare matrisin 6z degerlerini inceleyelim:
Oz degerlerin Ugli A, = 260,00, A, =-43,71281, A, =1171281 ve digerleri sifir

8
olmaktadir. Matris singulerdir. trace(A):ZZS:Zﬂ,, dir. rank (A)=3 tiir. En blyik
i=1

0zdeger sihirli sabit S=111 e esittir
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5. PULLARLA OLUSTURULAN 4X4 OZEL SIHIRLI KARELER

1945 dogumlu iki 6gretim tiyemiz Prof. Dr. Fikri Akdeniz ve Prof. Dr. Oztas Ayhan’in
yasint (2011 yilinda) veren &zel sihirli kareyi 6rnek olarak verecegim. Satir, sttun ve
kdsegen toplamlar: 66 dir. Sihirli sabit S=66 dur.

=
Pt
i

Sekil 9. 4x4 luk 6zel sihirli kare. Sihirli sébit S=66 dir.

22 9 20 15
19 16 21 10
13 18 11 24
12 23 14 17

Pullarin Gzerindeki degerler yukaridaki F sihirli matrisindeki sayilarin olusturdugu
sihirli kareyi vermektedir. Pullardan 5 tanesi 1958 yilinda ulkemizde basilan
kullanilmamis posta puludur. (Degerleri 20, 15, 10, 18, 12 kurustur.) Digerleri yabanci
pullardan derlenmistir (Chu ve ark. 2011).

6. LATIN KARE TASARIMI NEDiR?

kxk (k >2) Latin kare tasarim k satir ve k sttunu igeren bir karedir. Latin kareler
orijinal olarak matematiksel merak olarak goriinir, fakat istatistiksel uygulamalarda
deneysel tasarimlar olarak 20. yiizyilin ilk zamanlarinda kullamlmistir. Ornegin 4
hastanede 4 farklh yontem uygulayarak 4 deterjan test etmek istiyoruz. Bu durumda
4x 4 Latin kare tasarimi uygulanir. Her bir deterjan1 herbir yontemle herbir hastanede
bir kez kullanacagiz. ilk satir 1234 ve ilk siitun 1234 olmak lzere 4x4 latin kare
matrisi:
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w N -
A oD
P N W
N P B

4 1 2 3
dir. ANOVA incelemesinde Latin kare modelinde herbir y,, gdézlem degeri asagidaki

gibi yazihr:

Yik =d+a + B +y +e.il J,k=1234
Latin kareler SUDOKU’nun gergek atalaridir (Styan ve ark. 2009). Latin karelerle ilgili
orneklere 700 yildan daha eski Arap kaynaklarinda raslanir. Bunlara yeni tip sihirli kare
de denir. Sayilar, harfler ve sembollerle olusturulur. Latin kare ve sihirli kare arasindaki
fark kullanilan sembollerin sayisidir. Ornegin 4x4°liik bir sihirli kare igin 16 farkli say:
kullanilir. Oysa 4x4 liik bir latin kare igin yalniz 4 farkli say1 gerekir.

7. POSTA PULLARI UZERINDE LATIN KARELER
Ik posta pulu Mayis 1840 yilinda ingiltere’de basilmistir. 1840°tan giiniimiize kadar

binlerce pul basildi, kataloglandi, koleksiyoncularca toplandi. Her bir harf bir satirda ya
da bir siitunda yalniz bir kez kullanilacaktir.

a
a b b
!

c

2x2,3x3, 4x4, 5x5 latin kare formatinda posta pullar1 hazirlayan tek tilke Pakistandir.
Bu yazimizda da Pakistan, (2x2), Malawi (4x4), Latin kareler se¢ildi (Chu ve ark.
2009).

Q O o T
o 9 O o
o T 9 o

b ¢
c al,
a b

o o T o

Asagida 2x2’lik bir Latin kare verilmistir. Tiirkiye Cumhuriyetinin kurucusu Mustafa
Kemal Atatiirk (1881--1938), ve Pakistan’in kurucusu Quaid-e-Azam Muhammad Ali
Jinnah (1876—1948). Tirkiye Biiyiik Millet Meclisinin kurulugunun 85. yi1ldéniimiinde
Pakistan’da bastirilan k=2 i¢in dordii bir arada pullar.

; R (8] Rs 10 PAKISTAMN _4
‘h q-.@- e * “'.\r 3
"1 SR 40

— i - P

R A

FiGURE 1.1: Top-left 2 = 2 corner of the 5 x 4 sheetlet (Figure 1.2)
issued by Pakistan 2005, Scort? 1063a—1063b.

Sekil 10. 2x 2 Latin Kare Tasarimi
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Asagida 4x 4°liik Latin kare goriilmektedir.

........................

CE

Courtesy of Groth AG

Figur= 4. Lilian's |ove bird: Malawi 2008, PLS type o432

Sekil 11. Muhabbet Kuslari: Malawi (Giineydogu Afrika iilkesi)

Ayn1 pul (1 nolu) her bir hiicrede asil kdsegende bulunmaktadir.

1 2 3 4 A B
, A= , B= L=

4 1 2 3 B A
Sayilarla yazilan yukaridaki 4 x4 Latin kare, aynm zamanda 2 x 2 blok- Latin karedir
(Chu ve ark. 2009).

L, =

N W b~ -
w b PN
B P N W
P N W b

5x5 Latin kare, 25 Agustos-11 Eylul 1960 Roma yaz olimpiyatlarindaki engelli kosu,
futbol, engelli atlama (binicilik), basketbol ve giires yarismalarini gosteren pullarla
olusturulan 5x5 Latin kare tasariminin sayilarla ifadesi:

J
Il

N w0

w ~ OOEDN

M~ OO, N W

(S0 T SRRV RN

P N W A~ G

dir. 5x5 biciminde pullarla elde edilen ilk Latin karedir (Loly and Styan, 2010).
Turkiye bu olimpiyatlarda timi gireste olmak (lizere 2 glimis ve 7 altin madalya
kazanmigtir. Asagida 1960 Roma Yaz Olimpiyatlar: anisina bastirilan 5x5 Latin Kare
tasarimi ile uyumlu pullar: géralmektedir.
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Sekil 12. 1960 Roma Yaz Olimpiyatlari amsina bastirilan 5x 5 Latin Kare tasarimi ile uyumlu
pullar

8. SONUC

Sihirli kareler 4000 yildir sihirbazlik dilnyasinda kullaniimakta ve bilim diinyas: igin de
ilgi odagi olmaktadir. Orijinal olarak bir matematiksel merak konusu olarak goriinen
fakat istatistik literatrtinde 20. ylizy1l basindan itibaren bir istatistiksel tasarim modeli
olarak kullanilan LATIN KARELER deki matematiksel giizelligi, sihirli karelerdeki
gizemi pullardan da yararlanarak sizlerle paylasmak istedim. Yazimizi matematik
egitimcisi William Leonard Schaaf (1898-1992) 1978 yilinda basilan “Matematik ve
Bilim” adli kitabindaki gorisii ile tamamlamak istiyorum. “Diinyadaki posta pullan
gercekten uygarhgin aynasidir.”
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MAGIC SQUARES AND LATIN SQUARES
ABSTRACT

In this paper, magic squares which have been known for 4000 years are
presented. Especially, Moore-Penrose inverse and eigenvalue properties of
2nx2n (n> 2) singular magic squares are investigated. Furthermore,

Latin square design models are illustrated visually by special stamps.

Keywords: Latin square, Moore-Penrose inverse, Magic constant, Magic square, Semi-magic
square.
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