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sİHİRLİ KARELER VE LATIN KARELER 

Fikri AKDENİz' 

OZET 

Bu makalede 4000 yıldır bilinen sihirli kare/er ele alınmıştır. Ozellikle 
singfller maITisleri veren 2n X 2n (n ~ 2) boyutlu sihirli matrisleri. 
Moore-Penrosl! inveni ve lJzdeğerlerinin özellikleri incelenmlflir. Ayrıca, 
Latin kare tasarım model/eri pullar yardımıyla görselolarak verilmiştir. 

Anahlu' Kellmele<: Laliıl kare, Moore-PenrOlOlnven, Sihirli .ablt, Sihirli kare, Yan-1ihlriI kare. 

ı.GİRİŞ 

Yazınııza ünlü düşünür, filozof ve matematikçi Bertrand Russel (1872-1970)'ın 

matematik hakkındaki düşüncesi ile başlamak istiyorum. B. Russel "Matematik, aynı 
şeyi de@şik sözcüklerle söyleme sanatıdır. Doj!ru algılandı~nda yalnız gerçe@ de@!, 
bir heykeldeki gibi yüceltilmiş, donuk ve SÜSBÜZ bir gilzelli@ içerir." demiştir. Ayrıca, 
M.S. 411 yılında İstanbul'da do~uş ve 485 yılında Atina'da Olen Yunan filozofu 
Proclus Diadoclus "Bir yerde sayı varsa orada gilzellikie vardır" özdeyişiyle 

matemati@n yalınlıjlını vurgulamıştır. Matematik evrensel bir dildir. Bunun anlamı 
eksilme ve bozulma olmaksızın daima var olacaktır. Kümeler kuramının kurucusu 
Alman matematikçi Georg Cantor (1845-1918),in deyimiyle "Matemati@n özü 
özgürlü~de aranmalıdır". Bu yazınıızla sayılardaki yalınlıgı ve matematiksel gilzelli@ 
paylaşmak istiyorum. Bilgilerin bir kısmını Akdeniz (2011)'de bulabilirsiniz. Bir soru 
ile konumuza girecegim. 

2. sİHİRLİ KARE NEDİR? 

TANIM: 1,2,3, ... ,n2 sayılarmm n satır ve n sütımdan oluşan n2 sayıda kutucuktan 
oluşan bir kare içine her satır, sütım ve köşegen üzerindeki sayılar toplamı aynı S 
sayısına eşit olacak şekildeki düzeulenmesine n-ci mertebeden sihirli kare (magic 
square) denir. i den n e ksdar tamsayılarm toplamının 1+2+3+ ... +n=n(n+J)/2 oldugunu 
biliyoruz. Benzer biçimde 12+22+ ... +n2 toplamı için n yerine n2 alınırsa n satınn 
toplamı nS olur. O halde nS=1+2+3+ ... n2 =n2«n2+J)l2 oldugundım S=n(n2+1)l2 
bulunur. S sayısına "slhirH sabıt" denir. Yalnız satır ve sütım toplarularmm tümü sabit 
bir S sayına eşit olan kare matrise yan-slhirH kare (semi-magic square) denir. 
Buradaki gibi ardışık pozitif tam sayılarla oluşturulan sihirli kareye d~al sihirli kare 
denir. Bu yazıda öncelikli olarak dogal sihirli kareleri inceleyecegiz. 

Örne@n: n~3 için i den 9 a kadar sayılarla oluşturulan sihirli kare için sihirli sabit sayı: 
S~3(32+J)/2~15 tir. n~3 için sihirli kare öme@ verecegim. 3x3 tipindeki ilk sihirli kare 
aşa~daki gibi sayılardım oluşmuştur. Bilinen en eski sihirli kare: 

[
4 9 2] 

M~ 3 5 7 

8 i 6 
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dir. Bu sihirli karedeki saylarn olu turdu u yukardaki M gösterimine sihirli matris denir. 

3. S H RL  KARELER N KISA TAR H

Sihirli kareler M.Ö. 21. asrdan beri bilinmektedir. Çin’in eski dönemlerinde çok sayda
ta knlara yol açan nehirler varm . nsanlar bu nehirlerden “Nehir Tanrs “olarak bilinen 
ve su ta knlarna neden olan “LUO” adl nehrin kzgnl n önlemek için nehir kysna
gidip ona kurban sunmaya çal rlarm . Çin mitolojisine göre her bir tören annda
nehirden bir kaplumba a çkp kurbann etrafnda dola rm . Nehir tanrs her defasnda
kurban kabul etmezmi . Bu durum orada bulanan bir çocu un, kaplumba ann üzerindeki 
ilginç ekilleri i aret edene kadar böyle sürüp gitmi . Kabuk üzerindeki i aretler 15 saysn
ifade ediyormu . O günden sonra insanlar kurban saysnn kaplumba a kabu u üzerindeki 
miktar kadar,  yani 15 olmas gerekti i sonucuna varm lar. 

ekil 1. Kutsal Kaplumba a (The Divine Turtle)

Di er bir Çin mitine göre, M.Ö. 21. asrda Antik Çinde ta knlarn kontrolu için hendekler 
yaptrp ve kanallar açtrp efsanevi kural koyucu olarak bilinen büyük Çin mparatoru Yu 
bu ilginç saysal ekle “LUO-SHU” adn verir. Çince “Luoshu” nun anlam Luo nehri 
demektir. Çok daha önceleri bulunmasna ra men bu sihirli kare ve Luo Shu hikayesi M.S. 
1. yüzylda Yih King ba lkl kitapta bulunmu tur.

ekil 2. Luo Shu 3X3 Sihirli Kare 
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Sihirli kareler tarihsel süreç içinde Çin, Hindistan, Araplar, Antik Yunan ve Japonya’da 
düzenlenmi ti. Hindistan’da 4x4 tipinde ilk sihirli kare ikinci asrda ya am  Budist 
filozof Nagarjuna tarafndan yazlm  Kaksaputta adl eserde bulunmu tur. Orta 
Hindistan’da Khajuraho’da 10. asrdan kalma Parsvanath Hindu Tapna ndaki 4x4’lük 
sihirli karede her bir satr, sütun ve kö egenlerdeki saylar toplam 34 tür. Ayrca
2x2’lik alt karelerin toplam ve 3x3, 4x4 karenin kö elerindeki saylar toplam da 34 
olur.

                       

7 12 1 14
2 13 8 11

16 3 10 5
9 6 15 4

         ekil 3. Hint saylaryla 4X4 Sihirli Kare                  ekil 4. 4X4 (yukardaki) Sihirli Kare 

Arap matematikçisi Ahmad Al-Buni 1250’li yllarda sihirli karelerin özelliklerini 
incelemi tir. Avrupa’nn sihirli karelerle tan mas 13. asrn sonlar 14. asrda  
stanbul’da ya am  olan Yunan matematikçi Manuel Moschopulos ile gerçekle mi tir. 

Manuel, sihirli kareler üzerine bilimsel inceleme yapt. Daha sonralar 1450’lerde 
talyan matematikçi Fra Luca Bartolomeo de Pacioli (1446/7-1517) çok sayda sihirli 

kare örne i toplam tr. Avrupa’da sihirli karelerin ortaya çk  Alman sanatçs
Albrecth Dürer (1471-1528)’in kabartma resminde görülmektedir. Dürer 1514 ylnda 
bakr plaket kabartma üzerine sa  üst kö esine sihirli kareyi yerle tirerek Melencolia’
(Melancholia I) yapm tr. Bir ressam olan Albrecth Dürer matematik ve sanat 
arasndaki ili kiyi incelemi tir.

imdi Dürer’in bakr oymacl  ile tabloyu yapt  tarihi ve annesinin ölüm tarihi 
(1451-1514) 1514 yln da içeren sihirli kareyi inceleyelim. 1 de 16 ya kadar tam 
saylardan olu an bir do al sihirli karedir.  Sihirli sabit=  S=34 tür. En alt satrda 15 ve 
14 saylar yan yana gelerek sihirli kare özel olarak  1514 yln vurgulamaktadr.

Bu güne kadar 880 adet farkl 4x4 sihirli kare hesaplanm  durumdadr. Sihirli kareler 
matematik tarihi içinde pek çok ara trmacnn ilgisini çekti. Bunlarn arasnda
Leonhard Euler (1707-1783) ve 19. yüzylda Ludwig Bieberbach (1886-1982). Ayrca
Henry Dudeney (1857-1930) ve Martin Gardner (1914-2010)  gibi bulmaca çözerlerin 
çal malarn da eklemek gerekir.  
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      ekil 5. Melencolia I Albrecht Dürer (1514)                      ekil 6. Dürer’in 4 4 sihirli karesi 

3.1 Benjamin Franklin 8x8 Sihirli Kareleri 

Matematik dünyasnda bir ço u hala bilinmeyen baz sihirli kareler 18. yüzylda 
ya am  olan Benjamin Franklin (1706-1790) tarafndan olu turulmu tur. Franklin 
sabun yapma i i ile u ra an Josiah Franklin’in 17 çocu undan biridir. Bir yazar, 
diplomat ve bilim adam (Fizikçi ve Matematikçi) olarak Franklin kendi ya ad 
dönemde ve günümüzde övgüye de er biridir (Pasles, 2001). Örne in, Londra ve Paris 
bilimler akademilerinin bilimsel üyeli e seçti i tek Amerikan’d ve uzun yllar da tek 
kalm t. Franklin’in matematiksel ya am karelerin kendileri ve almanaklardr.
Franklin’in formal okul e itimi 2 yldan daha ksa bir sürede son bulmu  fakat onun 
e itimi asla son bulmam tr. Esas itbariyle kendi kendini yeti tirmi tir. Ba arl bir 
insann di er insanlardan daha çok çal mas gerekti ine inanrd. ABD 100 dolarnda 
resmi olan ki idir. Franklin a a daki gibi kareleri nasl yazm t? El yazmas d nda 
kar la trmak için elimizde bir belge de yoktur. Günümüze kadar bir çok ara trmac
Franklin karelerini incelediler. Bunlardan en ilginci 8x8 yar sihirli karedir. Bu karedeki 
satr ve sütunlarn toplam S=8(82+1)/2=260 tr. Kö egen toplamlar 260 de ildir.
De i ik renklerdeki simetrik yapdaki saylar toplamnn da 260 oldu u görülmektedir. 
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ekil 7. Yukarda 8x8 lik yar-sihirli Franklin kareleri görülmektedir. S=260 

3.2 Pandiagonal Sihirli Kareler 

Tanm. Bir matrisin, satr, sütun ve kö egen elemanlarnn toplamlarnn ayn sayya 
e it olmas özelli ine ek olarak  “krlm ” kö egenlerin toplam da ayn sihirli sayya
e it ise bu sihirli kareye “pandiagonal” denir 

P=

79612
216313

115108
144151

Yukardaki P matrisinde 6 adet krlm  kö egen:
(1, 6, 16, 11); (8, 15, 9, 2); (13, 10, 4, 7); (14, 8, 3, 9); (4,11, 13, 6); (15, 5, 2, 12) 
dir. Bu saylarn toplam da sihirli sabite, S=34 e e ittir (Henrich, 1991). 

3.3 Ramanujan’n Sihirli Karesi

Cumhuriyet Bilim Teknik Dergisinin 12.01.2002 tarihli, 773. Saysnda yaynlanan 
“Hintli bir matematik dahisi” (Türkkaya Ataöv) ba lkl yazda 22.12.1887 ylnda
do mu  Hintli matematikçi Srinivasa Ramanujan’n ksa ya am öyküsü anlatlm t.
Üniversite ö renimi görmemi  olan bu hiad ˆ , saylarla oynamay çok severdi. 
Ramanujan do um tarihini de kullanarak a a daki 4 4  biçimindeki  kareyi 
olu turmu tur.

22 12 18 87
21 84 32 02
92 16 07 24
04 27 82 26

Soldan sa a, yukardan a a ya tüm toplamlar 139 saysn vermektedir. Ayrca  her bir 
kö egendeki 4 saynn toplam da (22+84+07+26  ve 87+32+16+04) 139 u vermektedir. 
Kö eden kö eye toplamlarda (22+04+26+87) 139 dur. Ayrca
21+02+24+92=139, 12+18+82+27=139,  12+87+16+24=139, 21+32+82+04=139, 
22+18+82+04=139 dur. Her bir kö edeki 2x2 matrislerin dört saysnn toplam da 139 
dur.
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       ekil 8. Posta pulu üzerinde Ramanujan (1887-1920) 

Satr ve sütun toplamlarnn tümü 139 saysna e ittir. Ayrca her iki kö egendeki saylar 
toplam da 139 saysna e ittir. Sihirli kareler üzerinde yo un çal malar yapan Prof. 
Dr. George P.H. Styan (McGill Üniv. Kanada) Ocak 2012 içinde Ramanujan’n do umu 
ile ilgili a a daki ilk satrlar ayn olan ba ka bir sihirli kareyi göndermi tir.

22 12 18 87
28 59 40 12
80 3 37 19
9 65 44 21

4. S H RL  KARELER VE MOORE-PENROSE NVERS

Booth ve Booth (1955)’da ifade edildi i gibi singüler olmayan bir sihirli karenin 
elemanlaryla olu turulan bir matrisin tersi de bir sihirli karedir. S  “sihirli-sabit” olmak 
üzere  bir matrisin tersinin satr ve sütunlarnn toplamlar 1/S ye e ittir. A a daki 3x3 
sihirli kareyi ele alalm. Singüler olmayan M matrisi için 

ijM a =
816
357
492

Det(M)= -360 tr.  
11 ji

ij

A
M a

37 68 7
1 38 8 22

360
23 52 53

Görülebilece i gibi M-1 matrisinin satr ve sütun toplamlar 1/15 tir. Ayn özellik 
kö egen toplamlar için de geçerlidir. Birçok sihirli kare matris incelendikten sonra 
a a daki sonuca varyoruz.
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Sonuç. (2n+1)x(2n+1) n=1,2,3,...  tipinde yar-sihirli ya da sihirli kare matris singüler 
de il ve  pozitif tam say olan en büyük  öz de er sihirli sabit S ye e ittir. Ayrca di er

öz de erler i  ya da ,   biçiminde  toplamlar sfrdr. Yani 0
12

2

n

i
i

dr. Dürer’in sihirli karesine bakld nda kar lk gelen kare matris singüler (tekil) ve 
rank 3 tür. Bu nedenle Booth ve Booth (1955)’daki sonuç uygulanamaz. O halde 
matrislerin Moore-Penrose inverslerinin de sihirli kare özelliklerini ta yp ta mad n
ö renmek istiyoruz. 
Bir A matrisinin A+ ile gösterilen Moore-Penrose inversi a a daki dört ko ulu sa larsa 
A+ tek olarak tanmlanr. 

( ) , ( ) , ( )( ) , ( )( )i AA A A ii A AA A iii AA AA iv A A A A

A bir kare matris olmasa bile bu invers daima vardr (Rao ve Mitra,1971)). Yalnz  (i) 
ko ulu sa lanrsa, yani AA A=A ise,  A  ye A nn genelle tirilmi -inversi denir. Her 
matris g-inverse sahiptir, fakat tek olmayabilir. 

imdi Dürer tarafndan yaplan “Melancholia I” resminde yer alan a a daki me hur
sihirli kareyi dü ünelim: 

16 03 02 13
05 10 11 08
09 06 07 12
04 15 14 01

D

Satr, sütun ve kö egen toplamlar 34, dört kö edeki 2 2 alt kare matrislerin 
elemanlarnn toplam da 34 tür. D singüler bir matristir ve rank 3 tür. D, 4 4 tipinde 
sihirli kare matrisin MP-inversi de sihirli kare olan bir matrise örnektir. D nin 

özde erleri : 341 , ,0.82   0.83 , 04 ,
4

1
( ) 34 i

i
trace D dir. Burada 

D martrisinin en büyük özde eri sihirli sabit olan S=34 e e ittir. Görüldü ü gibi D nin 
MP-inversi:

1
34.80

D

235241207133
37110599

139653137
173167201275

dir (Trenkler, 1994; Schmidt ve Trenkler, 2001). Görülebilece i gibi satr, sütun ve 
kö egen toplamlar, dört kö edeki alt kare matrislerdeki saylar toplam da  1/S= 1/34 
tür.  
Benjamin Franklin tarafndan olu turulan 8x8 kare matrisin öz de erlerini inceleyelim: 
Öz de erlerin üçü 00,2601 , ,71281,432   71281,113  ve di erleri sfr

olmaktadr. Matris singülerdir. 
8

1
( ) 228 i

i
trace A  dr. rank (A)=3 tür. En büyük 

özde er sihirli sabit S=111 e e ittir 
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5. PULLARLA OLU TURULAN 4X4 ÖZEL S H RL  KARELER 

1945 do umlu iki ö retim üyemiz Prof. Dr. Fikri Akdeniz ve Prof. Dr. Özta  Ayhan’n
ya n (2011 ylnda) veren özel sihirli kareyi örnek olarak verece im. Satr, sütun ve 
kö egen toplamlar 66 dr. Sihirli sabit  S=66 dr.   

ekil 9. 4x4 lük özel sihirli kare. Sihirli sabit S=66 dr. 

22 9 20 15
19 16 21 10
13 18 11 24
12 23 14 17

F

Pullarn üzerindeki de erler yukardaki F sihirli matrisindeki saylarn olu turdu u
sihirli kareyi vermektedir. Pullardan 5 tanesi 1958 ylnda ülkemizde baslan 
kullanlmam  posta puludur. (De erleri 20, 15, 10, 18, 12 kuru tur.) Di erleri yabanc
pullardan derlenmi tir (Chu ve ark. 2011). 

6. LAT N KARE TASARIMI NED R? 

k k   (k 2) Latin kare tasarm k satr ve k sütunu içeren bir karedir. Latin kareler 
orijinal olarak matematiksel merak olarak görünür, fakat istatistiksel uygulamalarda  
deneysel tasarmlar olarak 20. yüzyln ilk zamanlarnda kullanlm tr. Örne in 4 
hastanede  4 farkl yöntem uygulayarak 4 deterjan test etmek istiyoruz. Bu durumda 
4 4  Latin kare tasarm uygulanr. Her bir deterjan herbir yöntemle herbir hastanede 
bir kez kullanaca z. lk satr 1234 ve ilk sütun 1234 olmak üzere 4 4  latin kare 
matrisi:  

Sihirli Kareler ve Latin Kareler
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1 2 3 4
2 3 2 1
3 4 1 2
4 1 2 3

L

dir. ANOVA incelemesinde Latin kare modelinde herbir ijky  gözlem de eri a a daki
gibi yazlr:

, , , 1, 2,3, 4ijk i j k ijky i j k

Latin kareler SUDOKU’nun gerçek atalardr (Styan ve ark. 2009). Latin karelerle ilgili 
örneklere 700 yldan daha eski Arap kaynaklarnda raslanr. Bunlara yeni tip sihirli kare 
de denir. Saylar, harfler ve sembollerle olu turulur. Latin kare ve sihirli kare arasndaki
fark kullanlan sembollerin saysdr. Örne in 4x4’lük bir sihirli kare için 16 farkl say
kullanlr. Oysa 4x4 lük bir latin kare için yalnz 4 farkl say gerekir. 

7. POSTA PULLARI ÜZER NDE LAT N KARELER 

lk posta pulu Mays 1840 ylnda ngiltere’de baslm tr. 1840’tan günümüze kadar 
binlerce pul basld, katalogland, koleksiyoncularca topland. Her bir harf  bir satrda ya 
da bir sütunda yalnz bir kez kullanlacaktr. 

a b
b a

,
a b c
b c a
c a b

,

a b c d
b c d a
c d a b
d a b c

,…

2 2, 3 3, 4 4, 5 5 latin kare formatnda posta pullar hazrlayan tek ülke Pakistandr.
Bu yazmzda da Pakistan, (2 2), Malawi ( 4 4 ), Latin kareler seçildi (Chu ve ark. 
2009).

A a da 2 2’lik bir Latin kare verilmi tir. Türkiye Cumhuriyetinin kurucusu Mustafa 
Kemal Atatürk (1881--1938), ve Pakistan’n kurucusu   Quaid-e-Azam Muhammad Ali 
Jinnah (1876—1948). Türkiye Büyük Millet Meclisinin kurulu unun 85. yldönümünde 
Pakistan’da bastrlan k=2 için dördü bir arada pullar. 

ekil 10. 2 2 Latin Kare Tasarm
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A a da 4 4’lük Latin kare görülmektedir. 

ekil 11. Muhabbet  Ku lar: Malawi (Güneydo u Afrika ülkesi) 

Ayn pul (1 nolu) her bir hücrede asl kö egende bulunmaktadr. 

2

1 2 3 4
4 1 2 3
3 4 1 2
2 3 4 1

L ,
1 2

,
4 1

A
3 4

,
2 3

B 3

A B
L

B A

Saylarla  yazlan yukardaki 4 4 Latin kare, ayn zamanda 2 2 blok- Latin karedir 
(Chu ve ark. 2009). 

5 5 Latin kare, 25 A ustos-11 Eylül 1960 Roma yaz olimpiyatlarndaki engelli ko u,
futbol, engelli atlama (binicilik), basketbol ve güre  yar malarn gösteren pullarla 
olu turulan 5 5 Latin kare tasarmnn  saylarla ifadesi: 

5

1 2 3 4 5
5 1 2 3 4
4 5 1 2 3
3 4 5 1 2
2 3 4 5 1

L ,

dir. 5 5 biçiminde  pullarla elde edilen ilk Latin karedir (Loly and Styan, 2010). 
Türkiye bu olimpiyatlarda  tümü güre te olmak üzere 2 gümü  ve 7 altn madalya 
kazanm tr. A a da 1960 Roma Yaz Olimpiyatlar ansna bastrlan 5 5 Latin Kare 
tasarm ile uyumlu pullar görülmektedir. 

Sihirli Kareler ve Latin Kareler
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ekil 12. 1960 Roma Yaz Olimpiyatlar ansna bastrlan 5 5 Latin Kare tasarm ile uyumlu 
pullar 

8. SONUÇ 

Sihirli kareler 4000 yldr sihirbazlk dünyasnda kullanlmakta ve bilim dünyas için de 
ilgi oda  olmaktadr. Orijinal olarak bir matematiksel merak konusu olarak görünen 
fakat istatistik literatüründe 20. yüzyl ba ndan itibaren bir istatistiksel tasarm modeli 
olarak kullanlan LAT N KARELER deki matematiksel güzelli i, sihirli karelerdeki 
gizemi pullardan da yararlanarak sizlerle payla mak istedim. Yazmz matematik 
e itimcisi William Leonard Schaaf (1898-1992) 1978 ylnda baslan “Matematik ve 
Bilim” adl kitabndaki görü ü ile tamamlamak istiyorum. “Dünyadaki posta pullar
gerçekten uygarl n aynasdr.”
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MAGIC SQUARES AND LATIN SQUARES 

ABSTRACT 

In this paper, magic squares which have been known for 4000 years are 
presented. Especially, Moore-Penrose inverse and eigenvalue properties of 
2 2n n ( 2)n singular magic squares are investigated. Furthermore, 
Latin square design models are illustrated visually  by special stamps. 

Keywords: Latin square, Moore-Penrose inverse,  Magic constant, Magic square, Semi-magic    
square. 
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