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1. GİRİş 

EksikBlok Düzenlerinin Dual Yapıları 

Hülya BAYRAK' 

ÖZET 

Nesnelerin belirli krilerler altında düzenlenmesi problemi 
kombiııaröriyel analizde öııemli bir yer tutar. Böyle bir düzeııleme 
isabet yapısı yada konjigtırasyon olarak bilinir. İsabet yapılarının özel 
bir tipi tamamlanmamış blok diJzenleridir. 

Bir düzenin duali işlemleri ve blokları sırasıyla oriJinal düzenin 
bloklarına ve işlemlerine karşılık gelen yeni bir düzendir. 

Bu çalrşmamn amacı bazı dua/ düzenlerin geometrik yapılarını 
iııcelemektedir. BiL dual düzenler tamamlanmamış b/ok düzenler 
sınıfındadır. 

Aııalı/ar Kelime/er Dua/ Düzen, Dengeli Tamamlanmamış Blok 
Düzeni, Kalmiı Düzen, ProjektifGeomeıri. 

Nisan 2003 

Bir taktikal konfigurasyon (taetical configuration) TC(v, k, t, A), v tane e lemanın 

k genişliğe sahip bloldara yerleştirilmesidir.Bu yerleştirmede, farklı elemanlara sahip 
ıx i boyutlu sütun vektörleri (t-tuple) tam olarak A blokta gözükür. t ve A sırasıy l a, 

konfigurasyonun kuvveti ve indeksi olarak bilinir. 

t=2 durumu "Dengeli Tamamlanmamış Blok Düzeni"(Balanecd Incomplete 
Block Design-SffiD) ne karşılık gelir. Bu düzenlerde v ~ 2 işlem vardır. b, blok sayısı; 

k, blok genişliği; r, replikasyon sayısı; A. Q>O), işlemlerin birlikte gÖlÜnme sayısı olmak 
üzere parametreler arasında A.(v-I)=r(k-I) ilişkisi vardır. 

Böyle bir düzende, A, isabet matrisi olmak üzere 

A Jtı = r lv~tı 
I~A =k lv~tı 

eşitliideri sağlanır, burada Li tüm elemanları i olan uygun boyutlu matristir. 
AT gözönüne alındığında, 

JtıAT =rltı~~ 
AT Lv ::; k lb~v 
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yazılabileceği aşikardır. Yani AT matrisİ , b, v, k, r parametreli bir blok düzeninin isabet 
matrisi olacaktı r. Bir düzenin duali, işlemleri ve blokları, s ıras ıyla , orijinal düzenin, 
blokları ve iş lemleri ne karşılık gelen yeni bir düzendir. 

2, EKSİK BLOK DÜZENLER VE DUALLERİ 

Bir düzenin dual düzeni işlem leri ve blokları sırasıyla, orijinal düzenin blokları 
ve iş lemlerine karşılık gelen yeni bir düzendir. BIBD'da v:S:b Fisher eşits izl i ği sağlanır. 

Ancak dual düzenlerde bloklar ve işlemlerin roııeri değiştiğinden Fisher eş i tsizl iği 

sağlanmayabili r. Netice olarak, dual düzen dengeli olmayabilir. 

BIBD'de v = b ise, düzen simetriktir denir (Simetrik BIBD). 
TC(v, k, .k, 1..) kontigurasyonunun duali k-sınıflı birliktelik yapısını tanımlar . Bu 

birliktelik yapıları geometrik özelliklerin terimleriyle karakterize ed ilebilir. 

Bir BIBD, sonlu projektif geometri PG(m, pn) ve sonlu öklid geometri EG(m, pn) 
de uygun doğruların seçimi ile bir geometrik konfıgurasyonla tanıml anabilir. 

Çalışmada, PG(m, p")'nin doğruları ile düzenin blokları, PG(m, p")' nin 
noktaları ile düzenin işlem ve/veya i şlem kombinasyonları eş leştirilm i ştir. 

PG(m, p")'nin doğruları bir uzayoluşturur. Her doğru bir bloğa karşılık 
geldiği nden, uzaya "bloklar uzayı" denebilir. Doğrular üzerindeki noktaların 

oluşturduğu uzay ile bloklar uzayı birbirinin dual uzayları olur. 

Teorcm 2.1 : Bir BIBO'nin dualinin yine BIBO olabilmesi iç in gerek ve yeter 
koşul v =b olmasıdır (Street and Street, i 987). 

Shrikhaode, A. = 1 veya A. = 2 durumu İçin asİmetrik SIDD'oio duallerinin kısmi 
dengeli tamamlanmamış blok düzeni olduğunu göstermiştir (Shrikhande, ı 952). 

Aynı sonuçlar, Shrikhande ve Bahagwandas tarafından graf teori ile 
i l işki lendirilerek yeniden ele alınmıştır (Shrikhande and Bahagwandas, ı 965). 

Teorcm 2.2 : v, b, r, k, A. parametreli asimetrik BIBO'nin dual düzeni, aşağıdaki 

parametrelere sahip iki birliktelik sın ıflı kısmi dengeli tamamlanmamış blok düzeni 
(Part iaııy Balanced Incomplete Block Design-PBIBD) dir. 

/=b • , b = v , • • r =k , nı =k(r-I) 

'-i' = i , '-; = O , p" i' = r-2+(k- i)' , p,," = k' (Raghavarao, i 971). 

Örneğin; v = 4 , b = 6 , k = 2 , r = 3 , '- = i parametreli bir BIBD'nin birliktelik 
yapıs ı aşağıdaki gibidir : 
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Tablo i . V=I. b~6. k~2. F3.).~ ı Parametreli BIBD 

BLOKLAR 
IŞLEMLER 

i 2 3 4 5 6 

i x x x 
2 x x x 
3 X x x 
4 x x x 

Bu düzenin geometrik yapıs ı GF(2) üzerine kurulan sonlu öklid geometrisi 
EG(2. 2) dir. 

2 4 3 

Şekil i . Tablo I · deki Düzenin EG(2.2) de Bir Gösterimi 

Tablo i de verilen düzenin dual düzenine ait birliktelik yapısı aşağıdaki gibidir 

Tablo 2. Dual Düzenin Birliktelik Yapısı 

IŞLEMLER i 
i X 
2 
3 X 
4 
5 X 
6 

(I . 3)(1 . 4)( 1 .5)(1.6) 
(2.3)(2.4)(2.5)(2.6) 
(3.1)(3.2)(3 . 5)(3.6) 
(4. 1)(4.2)(4.5)(4.6) 
(5 . 1)(5.2)(5.3)(5.4) 
(6 . 1)(6.2)(6.3)(6.4) 

BLOKLAR 
2 
x 

x 

x 

).,' = ° 
(I .2) 
(2 • i ) 
(3.4) 
(4.3) 
(5.6) 
(6.5) 

3 4 

x x 
x· 

x 
x 

x 

. .... . . . .. 
Tablo 4 de verılen düzen v ::: 6, b ::: 4. r ::: 2. k ::: 3 . lı = 1, A..2 ::: O . n. = 4 , "2 

i' [2 i] " [4 0] ::: ı ,Pij ::: 1 o . Pij = o o parametrelerine PBffiD 'dir. 
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Tanım 2.1: Bir G grafinda birleştirilmiş olan iki köşenin her ikisi tam Pıı l tane 
diğer kö~elerle birleştirilmiş, fakat P ı ı ı tanesi ile birleştirilmemiş ise, G grafi , nı. nı, 
Pı i i, P ı ı parametreli "Güçlü Düzgün Graf'(Strongly Regular Graph~SRG) adını alır 
(Bose, 1963). 

Tamm 2.2 : SRG, aşağıdaki parametrelere sahip ıse "Bağlantılı Blok Graf' 
(Linked Block graph-LBG) adın. alır (Bose, 1963). 

n. = r(k-I) 
Pıı' = (r_ I)2 + k-2 

n2 = (k-r)(r-I )(k-I) i r 
Pıı2 = r' 

Sonuç olarak, dual düzenin birliktelik yapısı LBG'a izomorftur. 

b=v=7, r=k=3, A=l parametreli Simetrik BIBD'i, TC(7,3,2,1) 
Konfigurasyonudur. Bu konfigurasyon, geometrik olarak GF(2) üzerine kurulan 
PG(2, 2) ile tanımlanır.Bir Fano düzlemidir. Aynı zamanda Hadamard 2~(7, 3. 1) düzeni 
tanımlar (ve deficiency d = v-r(k- l)~ 1 = O olduğundan Steiner sistemdir) . 

Şekil 2. TC(7,3,2, 1) Knfigurasyonunun PG (2,2) de Bir Gösterimi 

TC(7,3,2, 1) konfigurasyonunun tanımladığı Simetrik BIBD'nin , duali 
parametreleri aynı olan Simetrik BIBD dlLDual düzenlerin İzomorf olması gerekmez. 

Eğer A=2 ise simetrik TC(v,k,2,2) düzenler "Biplane" tanımlarlar. TC(7,3,2,I) 
konfigurasyonunun tamamlanışı olan TC(7,3,2,2) konfigurasyonu bir Biplane dir 
(Bayrak ve Gönen, 2002). 

3. LATİs DENEME DÜZENİ VEDUAL DÜZENLERİ 

Kare Latis Düzeni'nde pn tane işlem vardiLBunlar , p genişlikli bloklara 
yerleştirilir.Düzen , p düzeyli n tane etkenin oluşturduğu faktöriyel deney düzeni gibi 
düşünülür. 

Diğer taraftan çok say ıda iş lem, p yerine k genişlikti (k < p) bloklara dağıtlJarak 
bir çözüm yolu denenebilir.Bu durumda BffiD'nından faydalanılı r. 

Latis düzenlerin en önemli kısmını oluşturan homojen replikasyonları elde 
etmenin bir yolu Dua1lik kavramını kullanmak olabilir (Bayrak ve Gönen, ı 998). 
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PG (2, 3) geometrisi gözönüne alındığında, PG(2, 3) deki doğrular ve üzerindeki 
noktalar aşağıdaki gibidir: 

Tablo 3. PG(2, 3) deki Doğrular ve Üzerindeki Noktalar 

Do.itru A B AB AB C AC AC' BC BC' ABC ABC ABC AB C 
100 010 110 1- Lo 001 10 1 10-1 0 11 01- 1 III. 11 - 1 I- II 1- 1-1 

10,0,1) X X X X 
0. 1,0 X X X X 

[0,-1, i X X X X 
[0,1,1) X X X X 
[1,0,0) X X X X 
[1 ,0,- 1) X X X X 
[1,0,1) X X X X 
[1,-1,0 X X X X 
[- 1,1.1 ) X X X X 
[ I ,- I , i X X X X 
[1,1,0) X X X X 
[1 . 1,-1 ) X X X X 
LI , I , i X X X X 

Bu geometride, paralel doğru gruplarından herbirinin kapsadığı iş lem ya da 
i şlem kombinasyonları homojen replikasyonları verir. Böylece 4 homojen replikasyon 
elde edilir. Bu homojen replikasyonlar veya 4 tane doğru demeti, düğüm noktaları nın 
dual uzayını meydana getirir. Dolayıs ıyla, bir homojen replikasyon, geometrik anlamda 
düğüm noktası çıkarılmış doğrular demetidir. Homojen replikasyonlar öyle bloklar 
oluşturur ki bu bloklar EG(2,3) geometrisinin tüm özeııiklerini sağlar. Böyle bir 
geometrik yaklaşımla, blok yapma keyfi ve yanlı ş olmaz. Düğüm noktaları çıkarı lmış 

doğru demetlennin paralellik özelliğinden, hangi bloğa hangi kombinasyonun gireceği 

bellidir. Homojen replikasyonlar aşağıdaki gibidir : 

( 100) 
(ı O- ı ) 

(I O i ) 

(i O O) 
( I- I i ) 
( I i O) 

( I O O) 
(1- 1 0 ) 

( I i O) 

(I i O) 
( I I- I) 
( I i i ) 

(1- 1 0) 
( I - ı - I ) 

( I- I i ) 

(1 0 1) ( ıO- ı ) 

( I - ı - I ) (1 -1 0) 
( I I I) ( I I- I) 

(i I I ) 
(i O I) 
( ı O- ı ) 

(I - ı - I) 

( I I- I) 
(I-I I) 

Homojen Replikasyon 1 

A 
AC' 
AC 

AB 
ABC' 
ABC 

Homojen Replikasyon 2 

A 
AB'C 
AB 

AC 
AB'C' 

ABC 

Homojen Replikasyon 3 

A 
AB' 
AB 

ABC 
AC 
AC' 

AC' 
AB' 
AB' C 

AB' C 
ABC' 
AB'C 
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(I i i) 
(I O O) 
(I i O) 

1[:: : 

(1-10) 
(I- I i ) 
(I O i) 

11!11I!lllI 

(i O- I) 
( I I- I) 
(I - I- I) 

B llIl lli lil ilHlliI1l i Bı ıı pp 

Homojen Revlikasyon 4 

ABC 
A 
AB 

AB 
AB'C 
AC 

AC 
ABC' 
AB'C' 

rı i::::;: 

TaUlm 3.1 : (s • r • ıı} - net : T , bir isabet yapısı olsun. S ve G , 'T yapısının iki 
bloğu olmak üzere bu yapı üzerindeki paralellik , B ii G , B ~ G , veya iB , GL ~O olarak 
tanımlanır. 'i yapısının (s, r, J-l)-net oluşturabilmesi için v = s\ı. sayıda nokta, b = sr 
sayıda blok olmalıdır, her paralel sınıfta s blok ve her blokta k=ı.ı nokta 
bulunmalıdır . Eğer B II H ise i B , H i ~ i' ve ayrıca ; 

(1) Paralel sınıflar s~2 bloğa sahip ve r 2: 3 paralel sınıfvar ise, 

(2) p, qE 'T herhangi iki nokta (p " q) olmak üzere I p, q i ~ O veya I p , q i ~ ). 
ise 

T yapısı "Afin Çözülebilir Kısmi Düzleın" (Affine resolvable partial plane-ARPP) 
veya (s, r, I')-ARPP olarak adlandırılır (Drake, 1979). 

Bu yapılar, Bruck tarafindan tanıtılan (s, r, l)-netlerinin genelleştiri lmiş halidir. 
(s, r, l-J}netlerin duaııerinin Transversal düzenler olduğu Hanani tarafından 

gösterilmiştir (Hanani. 1974). 

Verilen homojen replikasyonlar quasi simetrik. (s. r. 1)-net yapısına uyar ( A.=ı.ı
hali).Yani quasi simetrik ARPP'dir. Deficiency; d = O olduğundan (d=r-k+l) Afın 

düzleme karşılık gelir (Bayrak ve Gönen, 2002). Bu replikasyonlar aynı zamanda Afın 
yeniden çözülebilirdir. . 

Homojen replikasyonların duali dikkate alındığında, düğüm noktalarının 

oluşturduğu uzayın dual uzayı T(4,1,3) transversal düzeninin transversal gruplarını 

meydana getirir. Bu gruplar aşağıdaki gibidir. 

Gı: [O 10J:(00 i) (10 i) (ıO-ı) -> C,AC,AC' 

G,: [00 IJ:(O LO) (110) (1 - 10) -> B,AB,AB' 

G,: [O i IJ: (O I- I) (I I- I) (I-I i) -> BC', ABC', AB'C 

G,: [OI - IJ : (lII ) (0 11 ) (- II I) -> ABC,BC,AB'C' 

4 tane transversal grup mevcuttur. Bu transversal düzen, parametreleri v= 12, 
b = 9 , k = 4 , r = 3 , Aı = O , A:ı = ı olan yarı-düzgün gruplarına ayrı labilen düzene 
(semi-regular group divisible-SROD) izomorftur. 

Teorem 3.1 : Transversal düzenler, Afın düzenlerin dualidir (Mavron, 2000). 

Dual yapılann, Base ve Connar tarafından tanımlanan SRGD'nin özel haline 
karşılık geldiği görülür (Drake, 1979). 
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Dual düzenin geometrik yapısı pseudo SLBG'a (pseudo Strongly Linked Block 
Graph) izomorftur. 

Teorem 3.2 : (~ (y(~- I) +1) • ~ +1 , ~k) parametreli bir Alin çözülebilir 
düzeninin dualinin parametreleri aşağıdaki gibidir: 

v = ~ (y~'+~ +1) 

k = ~'y+~ +1 

b = ~'(y(jl-I) +1) 

m = ~'y+~ +1 n 

r = ~(y(jl- I ) + 1) 

)., = 0 , )., = y(~- I )+I 

Bazı düzgün gruplanna aynlabilen (regular group divisible-RGO) düzenlerin 
dualieri yine GD düzenlerdir. RGD düzen orijinal düzene izomorfık olabilir. 

4, KALINT! DÜZENLER, BİPLANE VE DUAL DÜZENLERİ 

Bir kalıntı düzen (residual design) PG(2,q) dan herhangi bir doğrunun 
çıkanlmasıyla kurulabilir. Yeni düzen bir EG(2 , q) olur. Benzer bir sonuç Biplane('A.=2} 
lerin katınt! düzenlerinin dualleri gözönüne alınarak bulunabi lir. 

Bir biplane v = b = ( 0
2+30+4) / 2 . r = k = 0+2, t.. = 2 parametrelerine sahip 

BmO ise, kalınt! düzen 

v = n(n+l ) /2, b = (n+ I)(n+2) /2, r = n+2, k = n , ). = 2 parametrelerine 
sahiptir. 

Teorem 4.1: v = n(n+ 1) i 2, k = n, A = 2 parametreli bir düzen alınsın, Dual 
düzen aşağıdaki parametrelere sahip bir PBmo dir. 

v' = (n+ I)(n+2) /2, b' = n(n+l) /2, , = n , k' = n+2 

nı =2n , n2 = n(n-1) /2, Aı = ı , Aı =2 . Plll = n , pıı 2 =4 

TC(7,4,2,2) konfigurasyonu v = b = 7, r = k = 4, ı.. = 2 parametreli BffiO 
tanımlar . Geometrik olarak Biplane dir. Bu parametrelere sahip Biplane ile iliş kili 
graflann seti. Hussain graflarının tam setini verir.Bu sette (k- I)(k-2) / 2 = 3 tane graf 
vardır.Residual düzen ise \i = 3 • b = 6 • k = 2 , A = 2 parametreli bir yapıd ır (Bayrak ve 
Gönen, 2002). 

Kalınu düzenin duali düşünüldüğünde, 

v'=6 , b'= 3, ,=2, k' = 4, )., = ] ,,,=2 , 

i · ı· 
n ı :::: 4 , nı = i , Pl i = 2 , Pı i = 4 

parametreli Üçgen,el PBffiO (Triangular PBffiO) elde edilir. 

Sonuç olarak, üçgensel düzenler, A=2 için SBmO'lerin kalınt ı düzenlerinin 
dualieri gibi düşünülür. 
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The Dual Structure Of Incomplete Block Designs 

ABSTRACT 

The problem of arraııging object so that cetain criteria are 
fu/filled is of great generality ;,1 combinatorial analysis. Such aıı 

arraııgemellt is kııowıı as aıı iııddence system or tactlcal 
configuraıion. A special type of incidence system is balanced 
iııcomplete block design(BIBD). 

The dual of a desigıı is defiııed as a new design whose treaımeııts 
aııd blocks are correspondaııce with blocks aııd treatmeııts of the 
original design,and incidelice is preserved. 
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Eksik Blok Düzenlerinin Dual Yapılan 

Purpose of ılıis study is /0 work 011 geometrical struclure of same 
dual designs. These dual designs are memhers of class of the 
üıcomplere black design. 

Key Words: Dual Design, Balanced bıcompleıe Black Design, 
Projective Geatnetry, Residual Design. 
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