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KALINTI ANALIZi iLE REGRESYON
FONKSIYONUNDAKI ILISKININ BELIRLENMESI

Autf Evren

Abstract: In model specification , residuals or some transformed forms of
residuals are employed widely in regression analysis. Besides, to detect the
Sunctional form or the nonlinearity in the parameters, some residual plots may
be usefil,

Cok degigkenli dogfrusal regresyon analizinde modelin varsayimlan ile

gézlem degerleri arasmdaki uyum ya da uyumsuziuk; belirli bir noktadan sonra
tahminin standart hatasi, belirginlik katsayist Rz , dilzeltilmig Rz, uygunluk
katsayist gibi “global” istatistikler tarafindan yansttilamaz.' Bu duramda
modelin varsaymmlarmdan sapmalan sergileme yetencklerinin yitksek olmasi
nedeniyle kalintilarin analizi énem kazanmaktadir.
Tahmin degerleri ile gdzlem defereri arasmdaki farklar olarak tanmmlanan
kalmtilanin incelenmesi ile verilerin modelin varsayimlarma uygunsuzlugu,
model digi birakilan énemh agiklayici degiskenlerin bulunup bulunmadigs,
dogrusal olmayan bir bagintinin dogrusal kabul edilmesi ile yapilan bir
matematiksel bigimleme hatasiin varolup olmadigi, kalintilarin birbirlerinden
bagunsiz olup olmadikiar:, homoskedastisite, heteroskedastisite durumlarinin
incelenmesi, hata terimlerinin normal dagiip dagilmadiklari ortaya konabilir.*

1.1.H Projeksiyon Matrisi ve Regresyon Analizi

Matris notasyonu kullandacak olursa ¢ok degiskenli dogrusal regresyon modeli

lerlerttpﬁpx1+£nx1 (111)

denklemi ile ifade edilir.

! Bu tiir istatistiklerin kullanim smarliliklar ile ilgili olarak Genceli,M.,
“Ekonometride Istatistik ilkeler, Filiz Yayievi, s96-106 arasina bakilabilir.
? Maddala’dan aktaran Genceli,M.,a.g.¢.,5453
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Burada Y, bagmh defigkenin gozlem degerleri vektorii; anp , bagimsiz

degiskenlerin gézlem degerleri matrisi; B . degerleri tahmin edilecek olan
px

parametreler vektori; ve yine g . de modele stokastik olma niteligini veren

anakiitle hata payini ifade eden vektordinr.
B parametrelerinin en kiigiik kareler (E.K. K. )tahmmleri

b=(XX) XY (1.1.2)

~

denklemi ilc bulunur.Yine defigkenin tahmin degerleri Y vektorii ile ifade
edilecek olursa

Y =Xb (1.13)

esithipi yazilabilir, Yine bu denklemde (1.1.2) no’lu denklem yerine konulacak
olursa

- =}
y=x(XX) x¥ (1.1.4)
tahmin denklemleri elde edilecektir.

H= X (X X )_1 X’ olacak bigimde bir H matrisi tammlanirsa

kisaca Y =HY (1.15)

bigiminde bir formiilasyona gitmek de miimkiin olacaktir. Son olarak kalntilar
vektGriiniin

tammiolan e=Y-Y  (L.1.6)
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denkleminden hareket edilir ve  (1.1.5) no’lu  esitlik burada yerine konacak
olursa ‘

e=Y-HY=(I-H)Y (1.1.7)
denklemine ulasilacaktir.

1.2.H Projeksiyon Matrisinin Baz: Ozeliikleri®

hll hlz T hln”
P

ya da H=[h‘,j] 121

_hm : ot hm

olsun. Burada

=

H “msimetrik; H = H (1.2.2)
idempotent; I{2 =H (1.23)

(ashinda p herhangi bir kuvvet olmak iizere JJ P=H)*

HX =X (1.2.4)
(I-H)X=0 (1.2.5)
H{(I-H)=0 (1.2.6)

* H matrisinin kimi 6zellikleri icin bkz. Weisberg,$.; Applied Lincar Regression,
Second Edition; John Wiley; s126-127. ve Montgomery D.C. Peck E. A ;Introduction to
Linear Regression Analysis; Second Edition; John Wiley, 8. Béliim
4 Draper N.,R., Smith H.; Applied Regression Analysis; Third Edition; John Wiley;
5205
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ozelliklerine sahip oldugu kisaca gosterilebilir.

H projeksiyon matrisi X matrisinin siitun vektorlerince olusturulan uzayda bir
ortogonal  projeksiyon operatdriidir.  Eger (1.24) wve (1.2.5) no'lu
denklemlerden hareket edilirse; H ve I-H matrisleri yardimi ile 'Y vektoriiniin
tahmin ve kalinti uzaylarina projeksiyonu gergeklestiriimis olmaktadir. Bu iki alt-
uzaym ( (1.2.6) no’lu  denklem nedeniyle) birbirine ortogonal oldugu da
vurgulanmahdir. Bunlara H matrisinin genellikle tersinin olmadigmi, ve X
matrisi ile aym ranka sahip oldugu da ekleyebiliriz.’

H’in (ij). elemant isc su formiille bulunmaktadir®:
-1
hy=x" (X X) x, (12.7)

Son olarak H matrisinin su dzelliklerinden séz etmek de yerinde olacaktir:

ihﬂ. = mnk(X) =p (1.2.8)

Zh, = Zhj =1 (1.2.9)
i=1 j=1

1.3.H Projeksiyon Matrisi ve Kalintilar

Orijinden gegmeyen bir gok degiskenli dogrusal regresyon modelinde
M

E e =0 esitligi ve dolayistyla kalnti ortalamalarimn sifir olmasi hali
i=1

stzkonusudur:

E(e)=0 (13.1)

*Weisberg, S.;a.g.e.;sl10
fagy.
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Kalmmtilarin varyans-kovaryans matrigi ise

V(e)=(I-H)g5" (13.2)

esitligi ile hesaplanmaktadir. Yine 1. kalntimin varyansinin skaler bir bigimde
Vie)=0 (1-h) (133

ile bulunacaf éngoriilebilir. Burada h‘.i , H matrisinin i. kégegen elemamdir.

Ote yandan iki kahnt: arasmdaki kovaryans,
) 2
‘Cov(ei,ej) = —-hij o (1.3.4)

esitligi ile bulunmaktadir. Ote yandan ana kitle varyansi o'z genellikle
bilinmedigi icin degeri kalmti kareleri yardimt  tahmin edilebilir:
Eger kalmti kareleri toplam “K.K.'T.” ifadesi ile gésterilecek olursa

KK.T= 2 313 (1.3.5)
i=1

ve bu toplam uygun serbestlik derecesine bélimecek olursa

KXK.0= Z(ei—é“)z/(n— p) (13.6)

olarak bulunur. Yukandak: “K . K.Q.” ifadesi ortalama kaliatt kareleri ifadesinin
bir kisaltmasi olarak kullamilmigtir. Modelin gegerli olmasi durumunda ise ,
K. K.O.’nin ana kiitle varyansinmn sistematik hatasiz bir tahmmcml oldugu
soylenir.”

" Neter J., Wasserman, W.;Applied Linear Statistical Models;Richard D, Irwin Inc.,
s98
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1.4.Kaldira¢ Noktalar

H matrisinin kégegende yeralan deperleri kaldirac noktalan (leverages)
i

olarak adlandirihirlar ve kalintifarm analiz edilmesinde kritik bir rol iistlenirler.
Hoaglin ve Welsch(1978)°  (1.1.5) no’lu denklemin cebirsel bir versiyonunu
verdiler:

~

YizhiiYi_I_Zhlgj Y; (14.1)

Hoaglin ve Welsh’e gore bu denklemden hareketle, h,-;- aracihfiyla Y‘.

‘nin Yi ’ye yapacagi katkiyl saptamanin miimkindiir.

Fakat bu nokta istatistikciler arasmda oldukga tartigmal bir nokta olmugtur.
Cinki bu analizde YJ_ degiskeninin yiiklenecegi rol tamamen ihmal edilmistir.

Bu yiizden 6megin Cook ve Weisberg bu noktay: “kaldirag noktas1” olarak degil,
bir “potansiyel” olarak nitelemektedir.” 7

1.5.Ham Kahnts Degerlerinin Analizdeki Yetersizligi -

h, degeri i noktanm X uzaymndaki komimunun bir slitiidiir.* @, ’nin

varyans ile sézkonusu X; noktasmm bulundugu konum arasmda bir iligkiden
sozetmek mimmkiindir. (1.3.3) no’ln denkleme goz atldiginda X uzayinda
merkeze (ortalamalarm bulundugu agerhk merkezine) yakin noktalann varyanst,
merkezden uzak noktalarm varyansma gore biiyiik olacafs sonucuna varlacaktir.
Oysa modelden sapmalarm en bityitk oldugu noktalar en uzak noktalardir. Fakat
bu noktalarm varyanslarnm kigiikligiinden dolayl modelden sapmalarin bu
noktalarda tespit edilmesi giig olmaktadir. Cinkd bu noktalardaki kalmtilar
genellikle kigok olmaktadir."

® Hoaglin,D.C., Welsch; “The hat matrix in regression and ANOVA”; Americatt
Statist.; 32(1) ;17-22

® Weisberg; a.g.e.; s111.

agy.

1 Montgomery; a.g.e.;s172.
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1.6.Déniistiiriilmiis Kahntilar

Ham kalintilara dayakh analizin yukénda deginilen sakincalanm gidermek iizere
kalmtilarin  doniigtiiriilmesi yoluna gidilmektedir. Temel olarak literatiirde,
kkalmtilarmn iki tiirde doniistimii gergeklestirilmektedir.

i=1,2,..n  (L6.1)

déniigimil gerceklestirilirse standardize edilmis kalintilar elde edilir.
Burada (f , 1 standardize edilmig kalintt degerini ifade etmektedir. Standardize

degerlerin varyansmin da 1 olacafiina gore varyans ecgitsizligi- problemi
standardize edilmig kalmtilar ile ortadan kaldmbmig olmaktadir. Bunun yanisira
kalmtilarin ~ varyansindan da vyararlamlarak “studentize edilmis kalintilar

bulunabilir:

E—L-I—IZ o (1.6.2)

1/Vaur(e)

2

Var(g) =0 (1 (— +('x—ig——)—)) (1.6.3) ve _
= Vei( - & — (1.64)  olarak
‘1/ arip. ‘ —
& KKO.(1- ( +M—))

SJUC

bulunur.?

2age.: 969
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E(r)=0 olmasina kargihk p, deperleri  az da olsa birbirleri ile
korelasyonludurlar. Ama bu durum pratikte bir sorun yaratmaz ve modelin
gecerli olmast halinde studentize edilmis kalintilarin sabit varyansa (=1) sahip
oldukian kabul edilir. Studentize édilmis kalintilar arasmdaki kovaryans ise su
formiille bulunur:

Covlp,. )= L 5 (1.6.5)

(1_]1;';')”2 (1_h Jrj)1

Modelin varsaymmlarimn ve normallik kosulunun yerine gelmesi halinde ise
2

Vi
n—p
dagilimmna uydugu belirtitmektedir. "

istatistiginin 1/2  ve .(n-p-1)/2 parametre degerlerine sahip bir beta

Pek ¢ok durumda, 6zellikle biiyilk veri setleri igin kalintilarin varyansi stabihze
olmaktadir. Bu gibi durumlarda standardize ve studentize edilmis kalntilar
arasindaki fark .az olmaktadir. Dolayisiyla standardize edilmis ve studentize
edilmis kalmntilar genellikle benzer bilgileri sunmaktadirlar. Ama biyiik bir

kalint1 degerine ve bayik bir h‘_‘_ deperine sahip bir nokta potansiyel olarak en

azmdan en kiigiik kareler tahminleri tizerinde etkili olur. Bu durumda studentize
edilmis kalmtilarin kullaniimasi onerilir.”

Uygulama

- DIiE verilerinden hareketle Tiitkiye toplam niifusunun yillara gore defisimi
STATISTICA  programu  ile incelenmeye  ¢ahigilmig  ve  meodelin
bigimlendirilmesine 1h§k1n ka]mﬁ degerlermden yararlamlmigtir, Uzerinde
gahgﬂan veriler séyledir” S

2 Weis’oerg, a.ge;slld
agy. .
'* Montgomery; a.g.€.;5172 _
7 {statistik Gostergeler:1923-1991;DIE Yayimi;No 1472
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YILLAR | TOPLAM NUFUS (BIN)
1927 13648
1935 16158
1940 17821
1945 18790
1950 20947
1955 24065
1960 27755
1965 ‘ 31391
1970 35605
1975 40348
1980 44737
1985 50664
1990 56473

Il olarak iki depiskenli dogrusal regresyon modeli denenmigtir. Yillar bagimsiz
degisken; toplam niifus da bagimhi degisken olarak almmus ve TOPLAM
NUFUS=a+b*(YILLAR) bigiminde bir model diisiiniilmiigtir. Bu arada
hesaplamalarda kolaylik saglamas: bakimindan sozgelimi 1927 yih i¢in bagimsiz
degisken 27; 1935 igin 35,... bigiminde girilmistir. Bu model i¢in elde edilen
dzetleyici istatistikler govledir;

STANDARD T-
PARAMETRELER | TAHMINLERI |HATA DEGERI
a -10264 8 2950.065 -3.47953
b 684.5 47.017 14.558

YILLAR sy = 0975
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Varyans Analizi Sonuglari ise séyledir:

Degigim Kareler S.D. | Kareler Ortalamasi | F Degert
Kaynapi Toplam
Regresyon | 2219980000 2219980000 211,93%94
1
Hata 115221060 10474600
11
Toplam 12

p degeri=0.000

Bunun disinda diger 6zetleyici istatistikler de goyledir:

R°=095 [R°=0946 Tahminin Standard Hatasi(T.S.H.)=3236.5
DW = 0.3037 ve Serisel Kor.=0.785

Bunun yamsmra kalinti degerlerine bakildigmda da sunlar goriinmektedir,
STATISTICA bir degeri sapan degier olarak degerlendirirken ortalama arti eksi 2
standard hata kriterini kullanmaktadir, Bu agidan ele almdigmnda sapan defer
goziikmemektedir, Bunun yamsira Cook mesafeleri gézlendiginde 0.01 ile 0.8381
arasinda degerler ortaya gikmaktadir. En yiiksek deger olan 0.881 1927 yilma
aittir. Bu da Cook &lgiitii agisindan bir sorun yaratmamaktadir. Standardize
kalmtilar gibi diger istatistikler incelendiginde benzer bir egilim goriilmektedir.
Otokorelasyon istatistikleri diginda pek bir problem yok gibi gérinse de
kalmtilarm bagimsiz degiskene gore degisiminin incelenmesi (dogrusal olmayan
bir trend “heteroskedastisite”ye igarettir) ve yine kalmtilann bagml degiskenin
tahmin degerlerine gore incelenmesi ( boyle bir grafikte dogrusal olmayan bir
trend modelin dogrusal olmadigma isarettir) modelin samiidif1 kadar problemsiz
olmadigm gostermektedir.
e

rs

e
s
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yillar]niifus {niif tahm]kalntilar ' '
27{13648] 8216,3] 5431,7
35/16158]| 13692,2| 2465,8
4017821} 17114,6| 706,41
45} 18790 20537| -1747
50} 20947| 23959,4| -3012
55} 24065| 27381,9| -3317
60} 27755| 30804,3| -3049
6531391 34226,7| -2836
701 35605| 37649,1| -2044
75140348| 41071,5| -723,5
80| 44737| 44493,9| 243,06 o
85| 50664| 47916,4| 2747,6 tahmin degerleri
90| 56473| 51338,8| 5134,2

[eSemert]|—

kalintidar

it —

kalintilar

Bu verilerden hareketle, modelin bir kez de dogrusal olmayan regresyon ile
incelenmesine gidilmigti. Bu durumda yine STATISTICA yardm ile
Niifus = a+expb + ¢ * (yrllar)) modeli denenmigtir. Bu durumdaki istatistik

bulgular ise goyledir: -
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n=13 : Sabit-a it-b c
Tahmin 1 2083.626 8.62710 0.02541
Standard hata 1525.789 0.14753 0.00139
T-degeri 11366 58 47817 18.23678
P- degeri 0.202 0.000 0.000

Yine E.K K. fonksiyonunun degeri 3761557.2342; R2=0.99 olarak

bulunmustar, Modelin dogrusal olmamasi  baz istatistikler bazinda
kiyaslama yapmayt engellemektedir. Bununla birlikte hem EKX.
fonksiyonunun birinci modelden daha iyi sonug vermesi; parametre tahmin
ve standard hatalarna bakildiginda énemli bir probleme rastlanmamasi
nedeniyle bu model birincisine tercih edilmelidir. Son olarak Tiirkiye igin

gecerli olan yihk ortalama yiizde 2.5 olan nifus artig orammn “c
parametresinin tahmincisi olarak hesabedilmis olmas: da ilgingtir.




