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Oz

Bir LP-kosimpletik manifoldunda kontak pseudo-slant altmanifoldlarin geodeziklik durumlari i¢in yeni sonuglar
gosterildi. Bir alt manifoldun kontak pseudo-slant olmasi icin gerek ve yeter sartlar verildi. Kontak pseudo-slant carpim
karakterize edildi ve kontak pseudo-slant altmanifoldun kontak pseudo-slant carpim olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar
verildi. Ayrica, konuyu aciklamak i¢in hemen hemen parakontak metrik manifold 6rnegi incelendi.
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Abstract

New results are shown for the geodesic situations of contact pseudo-slant submanifolds in a LP-cosymplectic manifold.
Necessary and sufficient conditions for a submanifold to be contact pseudo-slant are given. The contact pseudo-slant
product is characterized and necessary and sufficient conditions for a contact pseudo-slant submanifold to be the
pseudo-slant product is given. Also, an example of a contact pseudo-slant submanifold is investigate in an almost
paracontact metric manifold to explain the subject.
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1. Giris ve Literatiir Ozeti

Slant altmanifoldlar1 Chen (1990) tarafindan
yapilmis olan g¢alismada Invaryant (holomorfik)
ve anti-invaryant(total-reel) altmani-foldlarin bir
genellemesi olarak tanimlandi. Daha sonra, farkl
yazarlar  farkli manifoldlara uyguladi ve
caligmalar gilinlimiizde 6zgiin bir sekilde devam
etti (Chen, 1990). Kompleks manifoldlar {izerinde
calisilan slant altmaifoldlar1 hemen hemen kontak
metrik manifoldlara tasiyan Lotta (1996)dir.
Lotta, daha sonra K-Kontak manifoldlarin 3-
boyutlu anti-invaryant(total-reel) olmayan slant
altmani-foldlarin geometrisi ile ilgili ¢aligma
yapmistir (Lotta, 1998). Takip eden yillarda, L.
Cabrerizo ve arkadaslar1 bir Sasakian manifoldun
slant altmanifoldlarim ¢alisip ilging sonuglar elde
etmislerdir (Cabrerizo vd., 2000). Daha sonra
2007 yilinda Khan ve Khan (2207) Sasakian
manifoldunun pseudo-slant altmanifoldlar ile ilgili
calismay1 literatiire kazandirmuglardir (Khan ve
Khan., 2007). Referanslarda belirtilen literatiire
kazandirilmis pseudo-slant altmanifoldlar1 ile
ilgili birgok ¢alismalar1 bulunmaktadir (Dirik vd.,
2016; Dirik vd., 2017; Dirik vd., 2018; Atceken
vd., 2013; Atceken vd., 2014; Atceken vd., 2017,
De ve Sarkar, 2011; Siddesha vd., 2017).

(p,&,1m,9) parakontak
metrik yapisiyla verilen I\7I(g0,§,77,g), n-boyutlu
hemen hemen parakontak metrik manifold
M(p.&,7,9) bu
tammlanan Levi-civita konneksiyonu V olmak
M(p,&,17,9) bir hemen hemen
parakontak  metrik  manifoldu  eger  her
X,Y e(TM) (V,@)X =0  sartim
saghyorsa M (@, &,77,9)  hemen  hemen
parakontak metrik manifolduna Lorentzian
parakosimpletik manifold ad1 verilir. Ayrica D, -

Bu bilgiler 1s18inda,

ve manifold {zerinde

lizere,

i¢in

total geodezik, D" -total geodezik ve mixed-total
geodeziklik kavramlar1 verilip kontak pseudo-
slant ¢carpim kavrami tanimlanmigtir. Daha sonra

hemen hemen parakontak metrik yapisiyla R™ da
4-boyutlu kontak pseudo-slant altmanifold drnegi
kurulmustur.

2. Lorentzian Hemen Hemen Parakontak
Manifoldlar

Bu béliimde, hemen hemen Lorentzian parakontak
manifoldlar tanitilarak, Lorentzian hemen hemen
parakontak  manifoldlarm  baz1  6zellikleri
verilmigtir. Daha sonra Lorentzian parako-
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simpletik manifoldlar tanitilarak temel 6zellikleri
gosterilmistir.

M bir n-boyutlu manifold olsun. Eger M -
tizerinde ¢, (1,1) tipinde bir tensor alani, & bir

vektor alan1 ve 77 da bir 1— form olmak tizere

n(&)=-1 (1)

¢ =1+n®¢ 2
sartlarini saglayan bir (@,&,7) igliisii varsa M
bir hemen hemen parakontak manifold ve
(p,&,1) iicliisine de M bir hemen hemen
parakontak yapt denir (Matsumuto, 1989).

M bir (@,&,71) hemen hemen parakontak
yapisina  sahip  n-boyutlu  hemen  hemen
parakontak manifold olsun. Bu durumda

ps =0 @)
nep=0, rank(p)=n-1 4)

dir (Matsumuto, 1989).

M, bir (¢,&,n7) hemen hemen parakontak yapist
ile birlikte n-boyutlu bir hemen hemen parakontak
olsun. M her X,Y eT(TM)

manifold Eger

vektor alanlari igin

g(eX,0Y)=g(X,Y)+n(X)n(Y) (5)

olacak sekilde bir g Lorentzian metrigine sahipse
M (@, &,1m,9) ye bir Lorentzian hemen hemen
parakontak metrik manifold ve (¢,&,7,0)

dortlisine de M iizerinde bir Lorentzian hemen
hemen parakontak metrik yapi denir.

Eger (5) esitliginde Y yerine & alinirsa,

0=g(pX,0s) =g(X,&) +n(X)n($)

yazilir. Buradan (1) ve (3) esitlikleri géz Oniine
almarak

g(X, &) =n(X) (6)
elde edilir.
n-boyutlu M (p,&,m,9), Lorentzian hemen

hemen parakontak metrik manifold olsun. Her
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X,Y e(TM)

tanimlanmak olmak tizere

g(pX,Y)=9(X,¢Y)

o:T(TM) >T(TM)

igin

(7)

dir. Buradan ¢ nin g ye gore simetrik oldugu
sOylenir.

M(p,& m,9), n-boyutlu Lorentzian hemen
hemen parakontak metrik manifold ve bunun bir
alt manifoldu M olsun. Eger M(p,&,7,9),
hemen hemen Lorentzian parakontak metrik
manifoldu iizerinde V Levi-Civita konneksiyo-
nunu gostermek iizere her X,Y e T(TM) igin
(Vy@)X =0 ®
sarti saglaniyorsa |\7|(¢,§,77,g) ye Lorentzian

parakosimpletik manifold adi verilir. Bundan
sonra Lorentzian parakosimpletik manifold
ifadesini kisaca LP-Kosimpletik manifold olarak

Burada V
oparatorii ve ['(TM) de vektor alanlart kiimesini

gosterecegiz. kovaryant  tiirev

gosteriyor. Boylece (8) esitliginde X =& alinirsa

6xé:=0

durumuna doniisiir.

(9)

I\7I,Riemann manifoldunun altmanifoldu M
olmak tizere TM, M altmanifoldunun tanjant

demetini ve T*"M de M altmanifoldunun biitiin
normal vektorlerin vektdr demetini gdstersin. Bu
durumda, M manifoldunun tanjant demetini
TM =TM ®T*M seklinde yazabiliriz.

V ve V sirasiyla M ve M iizerindeki Riemann
konneksiyonlar olsun. Bu durumda, her
X,Y eI'(TM) igin

h:D(TM)xT(TM) — I'(TM)
(X,Y)=>h(X,Y)=V,Y -V,Y

ile tantimli h simetrik bilineer forma M nin ikinci
temel formu denir. Ayrica

V.Y =V, Y +h(X,Y) (10)

seklinde tanimlanan esitlige de Gauss formiilii
denir. Burada sirasiyla V, Y ve h(X,Y), V.Y

nin teget ve normal pargalaridir.
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M ’nin normal demetindeki konneksiyon V-~

olmak iizere her X e '(TM)ve V eI(T*M)

i¢cin

A:T(T*M)xT(TM) = T(TM)
V,X) > AV, X)=A X =V,V-V,V

ile tamimlanan bilineer doniisiimiine M nin sekil
operatdrii denir.

V.V =—AX+V,V (11)

ifadesine de Weingarten formiilii denir (Chen,
1973).

Her X,Y eT(TM) ve V eI'(T"M)igin (10) ve
(11) esitlikleri kullanilarak gerekli sadelestirmeler
yapilirsa,

g(AY, X)=g(h(X,Y),V) (12)

elde edilir. Bu son esitlik M nin ikinci temel
formu h ile A,
bagintiy1 verir (Chen, 1973).

sekil oparatorii arasindaki

M nin normal demeti TM deki konneksiyonu

V* ve tanjant demeti TM deki konneksiyonu V
olmak tizere (10) ve (11) esitliklerinden her

X,Ye[((TM) ve VeIl(T*M) igin ikinci
temel form h ve sekil operatorii A, ye iliskin
esitlik (12) yi gostermistik. Eger X,Y e '(TM)
igin

h(X,Y)=0 (13)
ise M total geodezik alt manifold adint alur.
M (@, &,17,9) Lorentzian hemen hemen

parakontak metrik manifold ve bunun bir alt
altmanifoldu M olmak iizere M (¢, &, 77, g) deki
g Riemann metrigi M {izerine indirgenmis olur.
Bu durumda (M, g) de bir Riemann manifoldu

olur. Her X eI'(TM) ve V eI(T*M) igin

@X =PX +FX (14)
ve
oV =BV +CV (15)

seklinde yazabiliriz.
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Burada sirasiyla PX ve FX @X in teget ve

normal pargalarini, BV ve CV de ¢V nin teget,

normal parcalarim1  gostermektedir. Boylece
altmanifold tizerine indirgemis oldugumuz
tensorler

P:T(TM) — T (TM), F:I'(TM) >T(T*M)
ve
B:I'(T*M) —>T(TM) C:I'(T"M) > T(T*M)

seklinde tanimlanir.

Burada, P=0 ise M ye anti-invaryant,F =0
ise M ye invaryant, altmanifold ad1 verilir.

Altmanifolda indirgenen bu tensorler arasindaki
bagintilar kullanilarak

P?=1+n®&-BF (16)
FP+CF =0 (17)
ve

C’=1-FB (18)
PB+BC=0 (19)

esitlikleri vardir.

Her X,Y eI'(TM) igin, (7) ve (14) esitlikleri
kullanilirsa

g(PX + FX,Y) =g(X,PY + FY)
yazilir. Buradan

g(PX,Y)=g(X,PY) (20)

dir. Aym sekildle V,W eI'(T*M) igin (7)
esitliginden

g(eV.W)=g(V.pW)

yazilir. Buradan (15) esitligi kullanilirsa

g(BV +CV,W) = g(V,BW +CW)

elde edilir. Buradan

g(v,.CwW)=g(CVv,W) (21)
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dir. Bunlar da bize P ve C nin simetrik tensér
alanlar1 oldugunu gosterir. Aynmi bicimde her

Xel(MM) ve Vel(T'M) (7
esitliginden
9(pX.V)=9(X,¢V)

yazilir.
Boylece (14) ve (15) esitlikleri kullanilirsa,

i¢in

g(PX +FX,V)=g(X,BV +CV)
denkleminden gerekli diizenlemeler yapilirsa,

g(FX,V)=g(X,BV) (22)

esitligi vardir. Bu da bize F ve B arasindaki
iligkiyi verir.

Ayrica, M (p,&,1,9), Lorentzian hemen hemen

parakontak metrik manifoldu iizerinde V Levi-
Civita konneksiyonunu gostermek iizere her
X,Y e(TM)igin ¢ tensoriiniin kovaryant
tiirevi

(6\( )X = 6\( pX — (06\( X (23)
seklinde tanimlanir.
Burada altmanifolda indirgenen tensorlerin

kovaryant tirevleri de her X,Y eI'(TM) ve
V eT'(T*M)igin

(V,P)X =V,PX - PV, X (24)
(V,F)X =V,FX —-FV, X (25)
(V,BV =V,BV -BV,V (26)
(V,C)V =V,CV -CV,V (27)

seklinde tanimlanirlar (Pandey ve Gupta, 2008).

M (@, &,17,9), LP-kosimpletik manifoldunun bir
alt manifoldu M olsun. Her X,Y € I'(TM)i¢in

(V@)Y nin teget ve normal bilesenleri sirastyla
(V,P)X =AY +Bh(X,Y) (28)

(V,F)X =Ch(X,Y)—-h(Y,PX)
dir.

(29)

Benzer olarak her X e'(TM) ve V eI'(T*M)

icin (V,@)V nin teget ve normal bilesenleri
sirasiyla
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(V,BV =A, X -PAX
(V,C)V =-h(BV,X)—-FA X
olur.

(30)
(31)

M (p,&,1m,9), LP-kosimpletik manifoldunun bir
alt manifoldu M olsun. Bu durumda her
X el(TM), &el(TM)ve V eI(T™M)igin
(9) ve (10) denklemleri kullanilirsa,

V,E=0 (32)
h(X,&)=0 (33)
AE=0 (34)
elde edilir.

Tamm 2.1. (Lotta, 1996) M (@,<,1,9),

Lorentzian hemen hemen parakontak metrik
manifoldunun bir alt manifoldu M ve p € M igin

&, ile lineer bagimsiz sifirdan farkli bir vektor

X olsun. T,,(p) ile ¢X arasindaki aciya slant

o(p)
Vp eM noktasi ve her X €T, (p) — {fp} icin

O(p) slant agisi sabitse M ye M (¢, &,7,g) *nin

agist denir. Bu aciy1 ile gosterelim.

slant alt manifoldu denir. Ayrica @(p) e[O,%]
dir.

Buna gore bir Lorentzian hemen hemen
parakontak metrik manifoldunun

i) Anti-invaryant altmanifoldlar1 6zel olarak

0== slant acil1 slant altmanifoldlardir.

i) Invaryant altmanifoldlar1 ise € =0 slant acili
slant altmanifoldlardir.

Bir slant altmanifold ne anti-invaryant nede

invaryant altmanifold degilse proper slant
altmanifold olarak adlandirilir.
Teorem 2.2. (Cabrerizo vd., 2000a) Bir

M (@, &,7,9), LP-Kosimpletik manifoldunun, &
ye teget altmanifoldu M olsun. Bu durumda M
slant altmanifolddur gerek ve yeter sart
PP= (1 +17®¢) (35)

olacak sekilde bir 4 €[0,1] sabitinin olmasidir.
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Bu durumda, M @

A =cos? @ dir.

slant acisina sahip ve

Sonug 2.3. (Cabrerizovd., 2000a) M (¢, &,7,9),
bir LP-kosimpletik manifoldunun @ slant agili bir

alt  manifoldu M olmak  lzere, her
X,Z eT'(TM) igin

g(PX,PZ) =cos’ 0{g(X,Z)+n(X)n(Z)} (36)
ve

g(FX,FZ) =sin? 0{g(X,Z) +n(X)n(Z)} (37)

sonucuna ulaglir.

3. LP-Kosimpletik Manifoldun Kontak Pseudo-
Slant Altmanifoldlarinin Geodeziklik
Durumlan

Bu bolimde, LP-kosimpletik manifoldunun,
kontak pseudo-slant altmanifold olmasi i¢in

gerekli ve yeterli sartlar verilmistir. Ayrica, D,-
total geodezik, D" -total geodezik ve mixed total

geodeziklik kavramlari ile kontak pseudo-slant
carpim kavrami verilmistir. Daha sonra hemen

hemen kontak metrik yapisiyla R™ da 4-boyutlu
kontak  pseudo-slant  altmanifold  Ornegi
kurulmustur.

Tamm 3.1. (Khan ve Khan., 2007) M (@, £,77,9),

LP-kosimpletik manifoldun alt manifoldu M
olsun. Bu durumda

iy TM =D* ®@D,, £eT(D,) (38)

i) D" distribiisyonu, anti-invaryant (total reel)
distribiisyon yani,

@D™ — (T*M)

iii) M —izerinde D,, 6-

distribiisyon

slant acili slant

sartlarini saglayan iki ortagonal distribiisyon D™,

D,varsa M ye M (g, &,7,g) nin kontak pseudo-
slant altmanifoldu denir.

Bu tanima gore eger, @ =0 ise kontak pseudo-
slant alt manifoldu semi-invaryant altmanifoldu
admi alir. Bdylece kontak pseudo-slant alt
manifold semi-invaryant altmanifoldlarin  bir
genellemesidir. Diger taraftan eger, boy(D") = d,
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Ve boy(D,)=d, ile gosterilirse asagidaki kosullar
elde edilir.

i) Eger d,=0ise M, bir anti-invaryant

altmanifolddur.
i) Eger d,=0ve =0 ise M, bir invaryant
altmanifolddur.

iii) Eger d, =0ve 06(0,%) ise M, bir proper-
slant altmanifolddur.
iv) Eger 9:% ise, M, bir anti-invaryant

altmanifolddur.

v) Eger d,d, #0 ve 6=0 ise M, bir semi-
invaryant altmanifolddur.

vi) Eger d,d, #0ve ee(o,%) ise M bir

proper kontak pseudo-slant altmanifolddur.

Bir LP-kosimpletik manifoldu M (¢, &,7,g) nin
kontak pseudo-slant altmanifoldu M olsun.

@ :T(MM) >T(DY) , @, :T(TM)—->TI(D,)

ortogonal projeksiyonlar1 gdstersinler. Her

X eT'(TM) igin

X=X +a,X+n(X)& (39)

seklinde yazilabilir.

Eger u, @(TM) nin T*M deki ortogonal

timleyeni olmak tizere M  LP-kosimpletik
manifoldun bir kontak pseudo-slant alt manifoldu

M nin T*M -normal uzaymi, ¢(D") L F(D,)

oldugundan,
T*M = (D) ® F(D,) ® u (40)
seklinde ifade edebilir.

Teorem 3.2. M(p,&,7,9), LP-kosimpletik

manifoldunun, kontak pseudo-slant altmanifoldu
M olsun. Bu durumda

i) Her bir X eI'(D,) i¢in

P2X = A(X +1(X)&), (41)

if) D, yaortogonal her X e I'(TM) igin
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PX =0
sartlar1 saglanir. Burada A =cos” @ dur.

(42)

Ispat: i) Teorem 2.2 ve Tanim 3.1 den her
Xel'(D,) i¢in D,cTM  oldugundan
@X = PX yazlir. Buradan (41) agiktir.

ii) Tanim 3.1 ve Teorem 2.2 den TM = D, ® D~

oldugundan D, ya ortogonal olan VX e D™ igin.
X =FX yazilir. Boylece (42) ifadesi agiktir.
Simdi, her Y,Z e (D), W e I'(TM) igin,

9(AY —A,Z W) =g(A,Y W)-g(A,ZW)
=g(h(Y,W),FZ)-g(h(Z,W),FY)
=g(h(Y.W),FZ)-g(V,Z,9Y)
=g(h(Y.W),FZ)-g(¢V,,Z.Y)
=g(h(Y,W),FZ)-g(V,0Z.,Y)
=g(h(Y.W),FZ)+g(V,,Y,pZ)
=g(h(Y,W),FZ)+g(V,Y,FZ)
=2g(h(Y,W),FZ) =2g(A.,Y,W)

dir. Buradan da birinci terimlerin esitliginden

ALY =—A L (43)
yazilir.
Teorem 3.3. M(p,&,7,9), LP-kosimpletik

manifoldunun, kontak pseudo-slant altmanifoldu

M olsun.. Bu durumda D' nm
integrallenebilmesi i¢in gerek ve yeter sartlardan

biri herY,Z eI'(D") igin,

AyD' =0

dir.

(44)

ispat: Her Y,Z eT"(D") igin,

V,oY =gV,Y

denkleminde (10) ve (11)esitlikleri kullanilirsa,
~A.Z+V5;FY =p(V,Y)+¢h(Z,Y) (45)

yazilir. (45) esitliginde (14) ve (15) denklemleri
kullanilirsa,

~A,Z+VLFY =PV,Y + FV,Y +Bh(Z,Y)+C(Z.Y) (46)
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olur. (46) denkleminin teget bilesenlerinden

~A,Z =PV,Y +Bh(Z,Y) (47)

yazilir.
Bu denklemde Y ile Z in yer degistirmesiyle
-A.,Y =PV, Z+Bh(Y,Z) (48)

denklemi elde edilir. Buradan (48) esitlinden (47)
esitligi ¢ikartilirsa,

PV,Z-PV,Z=AY -AZ (49)
olur. Buradan
PIY,Z]=A,Y - A Z (50)

elde edilir. (43) ve (50) denklemlerinden
P[Y,Z]=2A.,Y sonucuna ulasilir. Buradan her

Y,Z eI'(D") igin
PIY,Z]=0
dir. Bu son ifade teoremi ispatlar.

Teorem 3.4. M(p,&,1,9), bir LP-kosimpletik
manifoldun pseudo-slant altmanifoldu M olsun.

Bu halde slant distribisyon D, nm
integrallenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlardan biri,

@ {V,PY =PV, X — A, X —Bh(X,Y)} =0 (51)
olmasidir.

Ispat: Her X,Y eI'(D,) i¢in (8) esitliginden
VoY =V, Y =0

yazilir. Buradan (10) ve (14) esitliklerinden
VPY +V FY —p(V,Y +h(X,Y)) =0 (52)

elde edilir. (52) denkleminde (10) ve (11)
esitlikleri kullanilarak

V,PY +h(X,PY)= A, X + VLFY —(V,Y) = ph(X,Y) =0

oldugu  gorulir.
denklemlerinden

Béylece  (14)

Ve

(15)
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V,PY +h(X,PY)— A, X +VEFY —PV,Y —FV,Y -

(53)
Bh(X,Y)-Ch(X,Y) =0
dir. Bu durumda (53) denkleminin teget
bilesenleri
V.PY -A X—-PV,Y —Bh(X,Y)=0 (54)

yazilir. Bu denkleme PV, X ekleyip ¢ikarirsak,
V. PY —A. X —PV,Y +PV,X —PV, X —Bh(X,Y) =0

elde edilir.
yapilirsa,

Buradan gerekli diizenlemeler

PV,Y—PV, X =V,PY —PV,X — A, X —Bnh(X,Y)
olur. Bdylece

P[X,Y]=V,PY —PV,X —A, X —Bh(X,Y)  (55)
denklemi  yazilir.  (55) denklemine @,
uygulanirsa,

@, {VPY —PV,X — A, X —Bh(X,Y)} =0

oldugu gortiliir.

Tamm 3.5. (Chen, 1990) M (¢, &,7,9), LP-

kosimpletik manifoldunun, kontak pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. O zaman,

i) Her XY eI’(D") igin h(X,Y)=0 ise M
ye D -total geodezik,

if) Her X,Y eI'(D,)i¢in h(X,Y)=0ise M ye
D, -total geodezik,

i) Her XeIl(D,) ve YeI(DY)
h(X,Y)=0 ise M ye mixed-total geodezik
altmanifold denir.

igin

Teorem 3.6. M(p,&,7,9), LP-kosimpletik

manifoldunun, proper kontak  pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Bu durumda, M anti-

invaryant veya mixed-total geodezik
altmanifolddur.
ispat:  Her X eI(D,), YeI(D)ve

V eI'(T*M) igin, (12) denklemine (10) esitligi
uygulanirsa,

9(AX.Y) = g(V,Y ~V,Y.V) =g(V,Y.V) =—g(V,V.Y)
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denklemi elde edilir. Buradan (5) esitligi
kullanilirsa,
9(A X,Y)==g(¢V,V,9Y) (56)

oldugu gorilir. (56) denkleminde (23) esitligi
kullanilirsa

g(A X,)Y)= 9((6x<0)V - 6><(0V,(DY)
olur. Bdylece (9) esitliginden

g(A X,Y)==g(V oV, ¢Y)
yazilir. Buradan

9(A X.,Y)=-g(Vy eV ,FY) (57)
elde edilir. Simdi (57) denkleminde (15) esitligi
kullanilirsa

g(A X,Y)=-g(V,BV +V,CV,FY)

sekline doniislir. Burada (10) ve (11) esitlikleri
uygulanirsa

g(A, X,Y) =—g(V,BV +h(X,BV),FY) -
9(=Ay, X +VLCV, FY)

olur. Boylece gerekli diizenlemeler yapilirsa
g(A X,Y)=-g(h(X,BV),FY)-g(V,CV,FY) (58)

oldugu goriilir. O halde (58) denkleminde (27)
esitligi kullanilirsa,

a(A X,Y) =—g(h(X,BV),FY) —g((V,C)V +CVLV, FY)

denklemi elde edilir. Bu denklem (31) den gerekli
diizenlemeler yapilarak,

g(A X,Y)=—g(h(X,BV),FY)—-g(-h(X,BV)-FA, X,FY)
=-g(h(X,BV),FY)+g(h(X,BV),FY)+g(FA X,FY)
=g(FA, X,FY)

sekline doniisiir. Buradan
g(A X,Y)=9(BFA X,Y)

dir. O halde (59) denklemine (16) esitligi
uygulanirsa,

(59)

g(A X.Y)=g(A X +n(A X)&—P*A X,Y)
=g(A X.Y)+n(A X)n(Y)-g(P*A X,Y)

bulunur. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa
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g(P*A,X,Y)=0
elde edilir. Bu denkleme (35) esitligi uygulanirsa

cos’ 0g(A X +n(A X)EY) =0
dir. Buradan da

cos” @g(A, X,Y) =cos’ Ag(h(X,Y),V)=0
sekline Boylece (60)

(60)

doniisiir. esitliginde

cos® @ =0ise 9:% olur. Bu durum M nin

anti-invaryant oldugunu gdsterir. Ayrica, (60)
esitliginde

g(h(X,Y),V) =0 ise h(X,Y) =0

olur. Buradan da M nin mixed-total geodezik
oldugu gortiliir.

Teorem 3.7. I\7I((p,§,77,g), LP-kosimpletik

manifoldunun, proper kontak  pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Bu durumda, M anti-

invaryant veya D™ total-geodezik altmanifolddur.

ispat: Her Z)Y eI'(D') ve VeI (T"M)

olmak Tizere, (12) esitligine (11) esitligi

uygulanirsa,

9(h(Y,2).V) = 9(%,Z -V, Z,V) = g(V,Z.V)
=-g(%,V,2)

denklemi elde edilir. Bu denkleme (5) esitligi,
g(h(Y,2),V) =-g(¢V\V,92Z)

oldugu gortiliir. Burada (23) esitliginden, denklem
g(h(Y,Z2).V) = g((Vy @)V —V, oV ,pZ)
seklinde ifade edilir. Boylece (8) esitliginden
g(h(Y.2).V) =—g(V, ¢V ,pZ) (61)

denklemi elde edilir. Z eT(D") oldugundan,
(61) denklemi

g(h(Y.2).V) =-g(V, ¢V ,FZ)
dir. Bu denklemde (15) esitligi kullanilirsa

g(h(Y,2),V)=-g(V,BV +V,CV,FZ)
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olur. Burada (10) ve (11) esitliklerinden

g(h(y,z),V)=-g(vV,BV +h(Y,BV),FZ) -
9(-A,V +V,CV,FZ)
=-g(h(Y,BV),FZ)-g(V,CV,FZ)

yazilir. Buradan (27) ve (31) denklemleri

kullanilirsa

g(h(Y,2),V)=-g(h(Y,BV),FZ) -
g((V,C)V +CV,V,FZ)
=—g(h(Y,BV),FZ)-g(h(BV,Y)-FA)Y,FZ)

elde edilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

g(h(y,2),v)=-g(h(Y,BV),FZ)+g(h(BV,Y),FZ)
+9(FAY,FZ)=9(FAY,FZ)
olur. Boylece

g(h(¥,2),vV) =g(BFA)Y,Z) (62)

seklinde yazilir. O halde (62) denkleminde (16)
esitligi kullanilirsa

g(h(¥.2),V)=g(AY +n(AY)E-P*AY,2Z)

denklemi elde edilir. Bu denklemde gerekli
diizenlemelerle

g(h(Y.Z).V) =g(AY.Z)+g(P°AY.Z)
dir. Simdi bu denkleme (12) esitligi uygulanirsa
g(PzA,Y,Z):O (63)

elde edilir. Bdylece (63)’te (35) esitligi
kullanilirsa

cos® Og(A Y +7(AY)E,Z) =0

denklemi olusur. Buradan da
cos’ 89(AY,Z) =cos* Ag(h(Y,Z),V)=0  (64)

sekline doniisiir. (64) denkleminde €0s”*8 =0
ise 0=% olur. Bu durum M nin anti-invaryant

oldugunu gosterir. Ayrica, (64) esitliginde

g(h(Y,Z),V) =0 ise h(Y,Z) =0

olur. Buradan da M nin D" -total geodezik
altmanifold oldugu goriiliir.

Tamm 38. M(p,&,n,9), LP-kosimpletik
manifoldunun  proper kontak  pseudo-slant
altmanifoldu M olsun. Eger M nin D, ve D*

distribiisyonlar1 M de total geodezik iseler M ye
kontak pseudo-slant ¢arpim denir (Chen, 1990).

Her X,Y eT’(D,) ve Z e'(D") igin, (6), (10),
(11), (22), (29) ve (39) esitlikleri kullanilarak,

9(V, X,2) =g(eV, X,0Z)
=9(V,0X,pZ) = g(V,pX,FZ)
=g(h(Y,PX),FZ)+g((V,F)X + FV,X,FZ)
=g(h(Y,PX),FZ)+g(Ch(Y, X),FZ)
-g (h(Y,PX),FZ)+g(FV,X,FZ)
=g(FV,X,FZ)=g(BFV,X,Z)
elde edilir. Buradan,

9(Vy X, Z) =g(Vy X +7(V, X)§ PV, X,Z)  (65)

olur. Boylece (65) denkleminde gerekli
diizenlemeler yapilirsa ,

—-g(P?V, X,Z) =~-cos* 8g(V, X +n(V, X)&,2Z)
bulunur. Buradan da

—-g(P*V, X,Z)=-cos’ 09(V,X,Z)=0 (66)

oldugu goriiliir. Diger taraftan Z,Y e '(D") ve
X eI'(D,) olmak iizere,

9(VyZ,X) =-g(V,X,Z) = -g(pVy X,9Z)
—-g(Vy9X,0Z) =—g(V,pX,FZ)
fg(h(PX,Y),FZ)fg(VjFX,FZ)
—g(h(PX,Y),FZ)-g((V,F)X + FV X ,FZ)
—g(h(PX,Y),FZ) —g(Ch(X,Y),FZ)
+g(h(Y,PX),FZ)-g(FV,X,FZ)

= —(BFV, X,Z)

=—9(-V,\ X =n(V, X)& + PZVYX1Z)

elde edilir. Boylece
9(V,Z,X)=9(V,Z,X)-g(P’V,X,Z) (67)

olur. (67) denkleminde gerekli diizenlemeler
yapilirsa
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—cos’ 0g(V, X +1(V, X)&,2) =—cos® 0g(V, X,Z) =0
dir. Buradan

cos’ 9g(V, X,Z)=0
olur.

(68)

Bu durumda (66) ve (68) esitliklerinden asagidaki
teoremi verebiliriz.

Teorem 3.9. Her M(p,&,7,9), LP-kosimpletik

manifoldunun  proper kontak  pseudo-slant
altmanifoldu M , kontak pseudo-slant ¢arpimdir.

Teorem 3.10. M(p,&,nm,9),  kosimpletik
manifoldunun kontak pseudo-slant altmanifoldu
M olsun. Eger F tensorii, D, slant distribiisyon

tizerinde paralel ise M, D, —geodeziktir ya da
h, D, iizerinde cos*& karakteristik degeri ile

C? nin bir karakteristik vektdriine sahiptir.

Ispat: F tensérii D, slant distribiisyon iizerinde
paralel ise her X,Y eI'(D,) i¢in (V,F)Y =0
dir. (29) esitliginden

Ch(X,Y)—h(X,PY)=0

dir., Burada bu denklemde Y
Y -n(Y)$el(D,) alinrsa,

yerine

Ch(X,Y +n(Y)S)—h(X,P(Y +7(Y)$) =0
elde edilir. Boylece,

Ch(X,Y +7n(Y)&) =h(X, PY)

yazilir. Simdi bu denkleme C uygulanirsa
C2h(X,Y +n(Y)&E) =Ch(X, PY) (69)

olur. O halde (69) esitliginde Y yerine PY
almirsa
Ch(X,PY) =h(X, P?) (70)

denklemine doniisiir.
esitliklerinden

Boylece (69) ve (70)

C*h(X,Y +n(Y)&) =Ch(X,PY) =h(X, P?)
=cos’ Oh(X,Y +7(Y)¢&)
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oldugu goriiliir. Burada ya h=0 dir. Buda M
nin D, — geodezik ya da h, cos’ @ karakteristik

degerli C* nin bir karakteristik vektoriidiir.
Ornek 3.11. M, R de

z(u,v,w,t) = (vcosu,wcosu,V + W, —wcos U,
—VCOosu,vsinu,wsinu, v+ w,wsinu,vsinu,t)

seklinde tamimlanan altmanifoldu olsun. M nin
tanjant demeti

.0 .0 .0 .0
E, =-vsinu——wsinu—+wsinu—+vsinu —
O0X, 0X, oX, OXs

0 0 0 0
+VCOSU — +WCOSU——+WCOSU ——+VCOSU—
1 2 4 5

o 0 o . o0 o0 . 0
E, =cosu—+——-cosu—+sinu—+—+sinu—

X, 0% OXs %, 0¥ s

0 0 0 - 0 0 . 0
E, = COSU—— + — —COSU— +SiNU— + — +Sinu—
aXZ ax?z aX4 ayZ ayS ay4

ve

yukarida verilen tanjant vektorleri tarafindan

olusturdugu kolayca goriilebilir. R™in koordinat
sistemi

(X1’X2’X3’X4’X5’y1’y2'y3!y41y512) seklinde

secilirse, R™in @ hemen hemen kontak yapisini

> 0 0 0 2 0 0
¢[IZ_];{X|6_XI+YI a}-{-ZEJ:;[YIa—XI-F Xla]

5
§=§, n=dz, g=n®n+)_ (dx+dy?)
VA

i=1
seklinde tanimlayabiliriz. Bu durumda

W =;¢ii+vii+/12 eT(RY)
ox oy oz

1 I
olmak lizere

0

o
;

d d
)+ A0(2) = 1y —+V
oz

o
PN —ﬂiw(a—xi)wica( o VK
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9, PN) = 12 +V2,  gW,W) =z +V2 — A%,
nW)=gW,5) =4, n()=-1

olur.

Bu durumda

OX.

q,zwzﬂiixwi%:mn(um

g(W, W) = g(W W) +77° (W)

artlar1 saglanmis olur.

Boylece (@,&,17,9), R™in hemen hemen para

kontak metrik yapisidir. Yukaridaki baz vektoriine
@ uygulanirsa,

.0 .0 .0 .0
@E, =-vsinu—-wsinu—+wsinu—-+vsinu—
1 2 4 5

0 0 0 0
+VCOSU— + WCOSU— +WCOSU— +V COSU —
X, OX, X, O%,

0 0 o . o0 0 . 0
¢@E, =cosu —+——-cosu—+sinu—+—+sinu—
1 ayS ays aXl aXB aXS

o 0 o . 0 o0 . 0
¢9E; =cosu—+——Ccosu—+sinuU—+—+sinu—
ayz ay:; aYA axz 6)(3 aX4

oldugu goriliir.

Buradan da gerekli iglemler yapilirsa,

cosg < 3@E: E) _9(9E,. E) _ 9(gE;.8,)
leEMEl  lleEslIEs  [EslE|

— g(¢E2’ E3) :1,6: 60
loE-NE:] 2
sonucuna ulasiriz. Bu sonu¢  yorumlanirsa

D, =spar{E,, E;}slant agisina sahip bir slant
distriblisyondur  diyebiliriz.  Diger taraftan
i =2,3,4i¢in 9(¢E,,E;)=0o0ldugundan E E,
vektorleri M ye ortogonaldir. Boylece
D' = span{E,, E,}total reel (anti-invaryant)
distribiisyondur. Bu halde M,R"™ de hemen

hemen parakontak metrik yapisiyla 4-boyutlu
proper kontak pseudo-slant altmanifoldu olur.
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