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Oz

Bu calismada tiggensel miidahaleli (s,S) tipli yari-Markov bir envanter(stok kontrol) model yenileme siireci ele alinmus,
ve bu siirecin ergodik dagilimmin momentleri i¢in tahmin edici problemi arastirtlmustir. Yenileme siireglerinde,
yenilemeler arasinda gecen siirenin dagilimi tam olarak bilinmediginde yenileme fonksiyonu i¢in tahmin ediciler
literatiirde mevcuttur. Bu ¢alismanin ana motivasyonu ise, Frees (1986b) tarafindan yenileme fonksiyonu i¢in dnerilmis
tahmin edicidir. Bu amagla Frees (1986b)’in yaklasimi kullanilarak ele alinan modelin ergodik dagiliminin momentleri
icin istatistiksel bir tahmin edici bulunmus ve bu tahmin edici igin sirasiyla tutarlilik, asimptotik yansizlik ve asimptotik
normallik gibi istatistiksel 6zellikler arastirilmustir.

Anahtar kelimeler: (s,S) tipli yari-Markov envanter model, Asimptotik Normallik, Asimptotik Yansizlik, Istatistiksel
tahmin edici, Tutarlilik

Abstract

In this study inventory model of type (s,S) with triangular interference of chance has been investigated by using renewal
process and the statistical estimator problem for moments of ergodic distribution of the process which define the model
has been obtained. Different estimators for the renewal function are available in the literature, when the distribution
which defines the time between renewals is not known precisely. The main motivation of this study is the publication by
Frees (1986b) in which he proposed a statistical estimator for the renewal function. By using the estimator by Frees
(1986b) we obtained a new estimator for the moments of ergodic distribution function of the process describing
inventory model of type (s,S). Moreover statistical properties such as consistency, asymptotic unbiasedness and
asymptotic normality were investigated for the obtained estimator, respectively.
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1. Giris

(s,S) tipli yari-Markov envanter modeller stok
kontrol, kuyruk teorisi, stokastik finans gibi
aktiieryanin 6nemli problemlerinde yaygin olarak
karsilagilan stireclerdir. Dolayist ile (s,S) tipli
yari-Markov envanter modellerin sayisal ve
istatistiki karakteristiklerini incelemek envanter
teorisi ile ilgili problemlerin ¢éziimiinde olduk¢a
onemli bir role sahiptir. Literatiirde bu modellerin
asimptotik olarak incelenmesini ele alan pek ¢ok
calisma mevcuttur (Kesemen vd., 2016; Khaniyev
ve Atalay, 2010; Khaniyev vd., 2013).

Yari-Markov envanter modelini ifade eden
siirecin ergodik dagilimi1 ve ergodik dagiliminin
momentleri baz1 durumlar diginda kolaylikla elde

edilememektedir. Bdyle durumlarda kesikli
miidahaleli  yari-Markov — envanter modeller
yenileme fonksiyonlar1 aracilign ile ifade

edilebilir. Yenileme teorisine bir elektrik ampul
sigortast veya sinirlt bir dmre sahip diger bir
ekipman pargasi standart 6rnek olarak verilebilir.
Parca bozulur bozulmaz yeni parga ile degistirilir
ve slire¢ bu sekilde devam eder (Feller, 1971).
Yenileme teorisinde genel olarak bu parcalarin
arizasiz bigimde ¢aligtigi siireleri temsil eden
bagimsiz aymt dagilima sahip (X;);en rasgele
degiskenleri bulunur ve bu rasgele degiskenlerin
kismi toplamlari, Sy =0, S, =X, X; olarak
gosterilir. Bu durumda N(t) = sup{n € Ny: S, <
t} biciminde tanimlanan siire¢ "t" anina kadar
meydana gelen yenilemelerin sayisidir. Bu tip bir
yapt genellikle [s,S] tipli yari- Markov envanter
modeller de dahil olmak tizere pek ¢ok karmasik
stokastik yapmin modellenmesinde kullanilir.
Yenileme teorisi, bu tiir modellerin analizi i¢gin

bazi temel teknikler saglar ve yenileme
fonksiyonu  U(t) = E(N(t)) bu modellerin
analizinde anahtar roli oynar. Bu nedenle

yenileme fonksiyonunun asimptotik acilimini ya
da yenileme fonksiyonu icin elde edilmis olan
tahmin edicileri bilmek, (s,S) tipli stok kontrol

modelleri de dahil olmak iizere, yenileme
siirecleri ile ifade edilen  modellerin
karakteristiklerinin  elde edilmesi acgisindan

olduk¢a 6nemlidir. Fakat yenilemeler arasi gecen
ardisik zaman siirelerinin dagilimi bilinmiyorken,

yenileme fonksiyonu olan U(t)’ nin kesin
ifadesine  ulasmak her zaman miimkiin
olmayabilir.  Boyle  durumlarda  yenileme
fonksiyonu verilerden tahmin edilmek
durumundadir.  U(t) yenileme fonksiyonu,
yenileme teorisi yardimi ile ifade edilen pek ¢ok
uygulamada  rol  oynadigindan, yenileme

fonksiyonunun istatistiki tahmin edicileri ile ilgili
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caligsmalar giiniimiizde 6nemli bir arastirma alani
haline gelmistir.

Yenileme fonksiyonunun tahmin edilmesi ile ilgili
problemler literatiirde bazi yontemlerle ele
almmustir. Vardi (1982) yenileme fonksiyonunun
parametrik olmayan en c¢ok olabilirlik tahmin
edicisini bir algoritma kullanarak elde etmistir.
Feller (1971) yenileme fonksiyonunun iki terimli
asimptotik agilimim

t
Ut)=—+-—=5+0(1)
M 2p%

olarak ifade etmistir. t° nin yeterince biiylik
degerleri i¢in Feller (1971)’ in 6nerdigi asimptotik
ifadeye bagli tahmin edicisi parametrik olmayan
bir yaklagim kullanilarak Frees (1986 b)
tarafindan asagidaki gibi 6nerilmistir:

A

~ t U
U(t) =—+—.
iy 242

Frees (1986 b) caligmasinda elde ettigi tahmin
edicinin kiiglik t degerleri i¢in tutarli olmadigini
ispatlamig fakat biiyiik t degerleri i¢in bu tahmin
edicinin istatistiki 6zelliklerini arastirmamistir. Bu
tahmin edicinin istatistiki Ozellikleri ilk defa
Gokpinar (2016b), Gokpinar vd. (2015a, 2015b),
Gokpmar vd. (2016a) ve Gokpmar vd. (2018)
calismalarinda ele alinmustir. Frees (1986 a) aym
zamanlarda yaptig1 baska bir ¢calismada yenileme
fonksiyonu i¢in hem U hem de V istatistigine
dayali parametrik olmayan tahmin ediciler
Oonermistir. Schneider vd. (1990) yaptiklan
calismada yenileme fonksiyonu ig¢in parametrik
olmayan bir tahmin edici Onermislerdir ve bu
tahmin ediciyi Frees’in onerdigi tahmin ediciler
ile karsilastirmislardir. Griibel ve Pitts (1993),
Schneider vd. (1990) ve Frees (1986 a) tarafindan
yenileme fonksiyonu i¢in tek tarafli olarak elde
edilmis olan tahmin edici problemini iki tarafli
duruma tagimislardir. Frees (1986 b) tahmin
edicisine benzer bir histogram tipli tahminci,
Markovich ve Krieger (2006) tarafindan
onerilmistir. E(X?) = oo durumu igin Sgibnev
(1981), U(t) yenileme fonksiyonu i¢in asagidaki
asimptotik sonucu elde etmistir:

t (wa(x) dx) dy.
0 y

t 1
ui) —— ~—=
ur W
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Burada F = 1 — F, F dagilimmm kuyrugudur. F
ise U(t) yenileme fonksiyonunu iireten rasgele
degiskenlere ait dagilim fonksiyonudur. Bu
asimptotik  sonu¢  kullamlarak  E(X?) = oo
durumunda Bebbington (2007) tarafindan U(t)
yenileme fonksiyonunun parametrik olmayan
tahmin edicisi

U(t)—t+1
" fip 3

t <fooP_;1(x) dx) dy
o \Jy

bigiminde elde edilmistir. Burada g, F
dagilimmin birinci 6rneklem ortalamasini temsil
eder. Bebbington (2007) tarafindan elde edilen bu

sonug, F dagilim fonksiyonu §< a <1 indeksi

ile S, nin kararlilik ¢ekim alaninda oldugunda
U(t) i¢in giiven araliklarinin elde edilmesine de
olanak saglamistir. Daha sonra Necir vd. (2010)
tarafindan yenilemeler arasi gecen zaman agir
kuyruklu bir dagilima sahip iken ug¢ deger teorisi
ve ESAD yontemi kullanilarak yenileme
fonksiyonu i¢in Bebbington tarafindan dnerilmis
olan tahmin edicinin daha kullamsli bir formu
elde edilebilmistir.

Yenileme siirecinde yenilemeler arasinda gecen
strenin dagilimi F bilinmediginde yenileme
fonksiyonunun tahmini i¢in, yukarida da
belirtildigi gibi birgok tahmin edici Onerilmistir.
Fakat bu tahmin edicilerin birgogunu pratik hayata
uygulamak, 0&zellikle biyiikk t degerleri igin
oldukca zordur. Fress (1986 b) biiyiik t degerleri
icin 0rnek momentlere dayanan bir tahmin edici
Onermistir. Bu tahmin ediciyi uygulamak zor
degildir. Bu nedenle, bu tahmin edicinin
asimptotik yansiz, tutarlilik ve normallik gibi bazi
istatistiksel ~ozellikleri arastirilmis  ve farkh
dagilimlar altinda bu tahmin edicinin performansi
simiilasyon caligmalarinda incelenmistir
(Gokpmar, 2016b). Elde edilen sonuglar, bu
tahmin edicinin farkli t ve n degerlerine goére
yenileme fonksiyonu U(t) ye olduk¢a yakin
degerler verdigini gostermistir. (s,S) tipli stok
kontrol modellerinin uzun siiredeki davranis
karakteristiklerini (dagilim fonksiyonu,
momentleri, vb.) bilmek onemli oldugu i¢in bu
tahmin edicinin kullanilmasi1 yenileme fonksiyonu
iceren karmasik stok kontrol modelleri igin
gereklidir. Fakat giinliik hayatta talep degiskenine
ait dagilim fonksiyonu F genelde bilinmediginden,
(s,S) tipli stok kontrol modellerinin uzun siiredeki
davranis  karakteristiklerini  tahmin  etmek
gerekmektedir. Bu amagla, bu g¢aligmada Frees
(1986 b)’ in oOnerdigi tahmin edici kullanilarak,
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(s,S) tipli stok kontrol modelini ifade eden siirecin
ergodik dagilimmin momentleri i¢in tahmin edici
bulunmus ve elde edilen tahmin edicinin sirasiyla
tutarlilik, asimptotik yansizlik ve asimptotik
normallik gibi istatistiksel oOzellikler arastiril-
mistir.

1.1. (s,S) Tipli Stok Kontrol Modeli

Bu bdliimde, (s,S) tipli envanter (stok kontrol)
modeli tamtilmigtir. Buna goére bu modelin
matematiksel tanimi verilmeden Once temel
notasyonlar asagidaki gibidir.

Y(t): taninda bir depodaki stok seviyesi,

Nn: Talep miktarlarim1  temsil eden rasgele
degiskenler,

&, Talepler arasinda gegen siireyi temsil eden
rasgele degiskenler,

Ty:  Stok seviyesinin s seviyesinin  altina
distiigii ilk an,

(n: Kesikli miidahaleyi ifade eden rasgele
degisken,

N;:  Stok seviyesinin s seviyesinin altina

diistiigli ana kadar gerekli talep sayisi,
s: Stok kontrol seviyesi,
S: Maksimum stok seviyesi,

Depoda baslangi¢ t = 0 anindaki stok seviyesi
Y(0)=Y,=z€]s,S) olsun. Depodaki stok
seviyesinin onceden belirlenmis bir s seviyesinin
altina distiigli ana kadar her bir rasgele (T,)
aninda sisteme rasgele (7,,) miktarinda talepler
gelmektedir. Bu durumda

T = i $i
i=1

i

bi¢iminde olacaktir. Buna gore depodaki stok
seviyesi degisimi asagidaki gibi olur:

YTD=EY=z—mn
Y(T) =Y, =2z— (1 +12)

YT =Y, =2z- Zlnzl n;.

Gortldiigi gibi depodaki stok miktariin degisimi
{n;}, i=1 dogrultusundadir. Bu degisim
depodaki stok miktar1 ‘s> stok kontrol
seviyesinin altina ilk diistiigii ana yani 7, e kadar
devam eder. Depodaki stok seviyesi Onceden
belirlenmis bir s seviyesinin altina distiigii anda
{; seviyesine kadar stokla doldurulur. Béylece ilk

periyot tamamlanmus olur. Ikinci periyot baslangic
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seviyesi olarak {; seviyesinden baslar ve ilk
periyoda benzer sekilde devam eder. Bu
calismada ele aldigimiz (s, S) tipli envanter model
(stok kontrol) belirli kosullar1 saglamaktadir.
Buna gore sistemde iki ardisik talep miktari
arasinda gecen siireleri ifade eden {§;}, i >1
rasgele degiskenleri, talep miktarlarini ifade eden
{n:}, i =1 rasgele degiskenleri ve miidahaleyi
ifade eden {(;}, i =1 rasgele degiskenleri
bagimsiz aym dagilimhidirlar. Bunlara ek olarak
&, n; ve {; rasgele degiskenleri de birbirinden
bagimsizdir.

Bu galismada, (s,S) tipli envanter modelin ergodik
dagiliminin momentleri i¢in tahmin edici bulma
problemi ele alimmis ve bu tahmin edicilerin bazi
istatistiksel ~ ozellikleri  aragtirilmigtir.  Bu
kapsamda yapilan caligmalar kisaca su sekilde
olacaktir: Boliim 2’ de (s, S) tipli envanter modeli
ifade eden siirecin matematiksel kurulumu
verilmistir. Bolim 3 de bu silirecin momentleri
icin Frees (1986 b)’ in tahmincisine dayanan
tahmin edici Onerilmis, son olarak ise bu tahmin
edici i¢in bazi istatistiksel dzellikler aragtirilmusgtir.

2. Y(t) Siirecinin Matematiksel Kurulusu
&}, n=1 aym (Q,F,P) olasilik

uzaymda tanimlanmig bagimsiz ayni dagilima
sahip rasgele degiskenler dizisi olsun. Burada &,

rasgele degiskenleri keyfi dagilima sahip
oldugundan yari- Markov ozelligini
saglamaktadir. Ayrica &, ve 1, rasgele

degiskenleri pozitif degerler alirken, {, rasgele
degiskenleri [s,S) arahiginda degerler alir. &,, 1,
ve (, rasgele degiskenleri kendi aralarinda da
bagimsiz rasgele degiskenlerdir ve dagilim
fonksiyonlari sirasi ile agsagidaki gibidir:

P(t) = P{§ <t}
F(x) = P{n, < x},
n(z) = P{{; < z}, n(0) = 0.

& NMn Ve (, baslangic rasgele degiskenleri
araciligiyla, T,, ve Z,, yenileme dizileri asagidaki
gibi tanimlansin:

Tn = ?:1 Ei ’
Z():O.

In=Xian,mnz1, To=

{N,} tam degerli rasgele degisken dizisi asagidaki
gibi tanimlansin:

No=0, Ny =min{k > 1:z—Z;, <s}, Nppq1 =
mln{k 2 Nn + 1:571 - (Zk _ZNn) < S}
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N;, {Z,} tarafindan “‘s” seviyesini ilk gecis
zamani olan 7, anina kadar gerekli talep sayisidir.
Ayrica

Ny

To=0,13(2) =Ty, = Zfi? T =T,
=1

i=
Ny

:z‘fi:nZ 2
i=1

olmak tizere v(t) = maks{n > 0:T,, <t},t >0
tanimlansin. Bu durumda, depodaki stok
miktarinin ~ degisimini  gosteren Y (t) siireci
asagidaki gibi insaa edilir:

Y) =8 — (Zyr) — Zn,)s

T, <t<tys; n=012,..

Burada {, = z € [s, S] dir.

3. Y(t) Siirecinin

Momentleri

Ergodik Dagiliminin

Khaniyev vd. (2013) yaptigi ¢alismasinda Y (t)
ifadesi ile matematiksel kurulumu verilmis olan
siirecin ergodiklik kosullar1 ve bu kosullar altinda
genel ergodiklik teoreminin sartlarini sagladigini
gostermigtir.  Ayrica Khaniyev vd. (2013)
notasyon kolayligi agisindan Y(t) siirecinin
ergodik dagilmimm n. dereceden momentleri
E(Y™) ile gosterilmistir. Bu durumda E(Y™) =
limg,o, E(Y™(t)), n =1 dir. Ek olarak Y(¢)
siirecinin  standartlastirilmis hali olarak Y(t) =
Y(t) — s olarak tanimlanmustir. Bu durumda

E(P") = lim E (7*(©); {n=6n s
n=123,..

olacaktir. Khaniyev vd. (2013) c¢aligmasinda
t — oo durumunda Y (t) siirecinin ergodik dagilim
fonksiyonunun n. mertebeden momentleri igin
kesin formiil,

2a
E(7™) = v E (U(G

@)
—v)) dv

bigiminde verilmistir. Burada {={—s, a=
$=s)/2, ve U), {n,}, n=1 rasgele
degiskenleri  tarafindan  iretilen  yenileme
fonksiyonudur.
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Y(t) siireci Onerme 3.1.’de verildigi gibi genel
ergodik teoreminin sartlarini sagladigi goriilmek-
tedir.

Onerme 3.1. (Khaniyev vd., 2013) Y(t) siireci
asagidaki kosullar altinda ergodiktir:

1) 0<E(&) < oo,

2) E(ny) > 0.

3) n, aritmetik olmayan bir rasgele degiskendir.

4) Markov zincirini olusturan {{,,} rasgele
degiskenleri (z) dagilim fonksiyonu ile [s, S]
araliginda tiggensel dagilima sahiptir, yani

(z) = lim P{{, < z} = fzp(x)dx,
noow s

(4(x —s) S+s
—, s<x<
(x)_!(S—s)Z 2
p 45—x) S+s
) <x<S§
(S —5s)2 2

dir. Bu g¢aligmada miidahaleyi ifade eden {,,,n =
1 rasgele degiskenlerinin tiggensel dagilima sahip
olmas1 varsayimi asagidaki iki nedene
dayandirilarak yapilmistir (Khaniyev vd., 2013):

1) Her bir periyodun sonunda sistem {,,n>1
miidahalesi ile baslamaktadir. Ornegin ikinci
periyod i¢in baslangi¢ stok seviyesi ¢; dir. Burada
{; baslangic seviyesinin, stok kontrol seviyesi

olan “s” seviyesine cok yakin olmasi tercih

E(Y™) = MW" = knya™ + knyemya™t — m2[Akns + c?knyla™ 2 + o(a™?)

dir. Burada

2n+3 -2

[P
S

edilmez. Eger {;, seviyesine ¢ok yakin bir
deger alir ise, sistem c¢ok kisa bir siire iginde
yeniden baglamis demektir ve bu da pratikte tercih
edilir bir durum degildir. Sistemin her
periyodunun ¢ok kisa bir siire icinde sonlanip
yeniden baglamasi sipariglerin sayisini, boylece de
siparis maliyetini artiracaktir. Dolayisiyla, {4
miidahale rasgele degiskeni, “s” stok kontrol
seviyesine ¢ok diisiik bir olasilik ile yakin olacak
bicimde belirlenmelidir.

2) Yeniden baslama seviyesi olan {;, aym
zamanda S maksimum stok seviyesine de ¢ok
yakin olmamalidir. ;’in “S” seviyesine ¢ok yakin
olmasi ortalama stok seviyesinin artmasina neden
olur ki bu da stoklama maliyet tutarinin artmasi
demektir. Bagka bir deyisle, {; miidahale rasgele
degiskeni ayni zamanda “S” maksimum stok
seviyesine ¢ok diigiik bir olasilik ile yakin olacak
bigimde belirlenmelidir.

¢; rasgele degiskeni icin (s, S) araliginda se¢ilmis
olan Tggensel dagilim bu iki kriteri de
sagladigindan (s,S) tipli yari-Markov envanter
modellerde miidahaleyi ifade etmek i¢in en uygun
dagilimdir.

Onerme 3.2. (Khaniyev vd., 2013) Onerme
3.1’in sartlar1 saglansin. E(3) < 400 oldugunda
Y(t) = Y(t) — s, siirecinin ergodik dagilimmin n.
momenti (n=1,2,3,..) a = o igin asagidaki gibi
yazilabilir:

(3.1)

_(n+ 12" -2(n+2) .

= T DT Dt 3

2n+1 -2

kn, = ;C =
3 n+1

m;

2 )
2mj

_ 2mgmy — 3mj
- 12md

S
;m=E(m¥); k=1,23;a=

T i D+ 2)(n+3)

-5
2

dir. Ayrica, a = (§ —s)/2 — o oldugundan S nin biiyiik degerleri igin (3.1) ifadesi elde edilmistir.

4. Ucgensel Miidahaleli Yari-Markov (s,S)
Tipli Modellerin Momentlerinin Tahmini ve
Istatistiksel Ozellikleri

Bu béliimde, (3.1)’ deki m,, m, ve ms nin tahmin
edicilerini kullanarak siirecin ergodik dagilimi
i¢in tahmin ediciler asagidaki gibi verilebilir:
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Burada X = M, = Y%n;/n, X2 =, = Y'n?/n
ve X3 =iy = YPnd/n dir ve my, m, ve mj
tahmin edicileri n4,1,, ..., N3 rasgele 6rneklemine
dayanmaktadir. Simdi sirasiyla (4.1)” deki M
tahmin edicisi i¢in asimptotik yansizlik, tutarlilik
ve asimptotik normallik gibi istatistiksel 6zellikler
incelenecektir.
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MUO* = kn,a™ + kn,cXa™ ! — X2[Akng + c?kn,]a™?

— — —\2 —\2
2 _ _|2X3X — 3(X? X2
= kn,a™ + kny, —=Xa""1 — X? _( ) kns + ( _) kn,|a™?
2X2 12X4 4x4 (4.1)
_ — 2 —\2
X2 X3 X2 X2
= kn,a™ + kn, ﬁan_l - (ﬁ - (4)?2 )kn3 + (4)?2 kn,[a™ 2.
Bunun icin oncelikle Onerme 4.1, Onerme 4.2, 1 D2
Onerme 4.3 ve Onerme 4.4’ e ihtiyag Y (nme +n(n — 1)m3)
duyulacaktir. _mg , M3
=4+mi-—=
Onerme 4.1. (Gokpmar, 2016b) X1,X5,..., X,
bagimsiz ve ayn1 F dagilim fonksiyonuna sahip ve

rasgele degiskenler dizisi ve m; (i=1,...)
dagllmm i-inci baslangic momenti olmak iizere X
ve X? istatistiklerinin varyansi asagidaki gibidir:

Var(X) = (m%m%) (4.2)

Var(XZ) = (Zom2)

n

(4.3)

X ve X2 istatistiklerinin varyansia benzer sekilde
X3 istatistiginin varyanst Onerme 4.2° de
hesaplanabilir.

Onerme 4.2. X3 istatistiginin varyansi asagidaki

gibidir:

Var(X3) = ()

n

(4.9)
ispat:X3 istatistiginin varyans,
Var(X?) = E(X? —m;)’

= E[(®)°] - [E(x)]°

olup esitligin sagindaki terimler sirasiyla agilirsa,

E[(x)]|=E

<x13 + X3+ + X3 )2
n
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[E()]" = m3
elde edilir. Dolayisiyla, (4.4) ispatlanmis olur.

Onerme 4.3. (Gokpmar vd., 2015a)
X1, X3, ..., X, bagimsiz ve aym F dagilim
fonksiyonuna sahip rasgele degiskenler dizisi ve
m; (i=1,...) dagilimin i-inci baglangic momenti
olsun. Xk =31 XkK/n (k=12,.) ve X7 =

i=1 X{"/n (m=1,2,...) sirastyla k-inc1 ve m-inci
ormek momentleri olmak iizere, Xkve XM
istatistiklerinin ~ kovaryans1  Cov(Xk,X™) =
(Mmgym — mpmy)\n  seklindedir. Buna gore, k
ve m’ nin Ozel durumlarina gore asagidaki
sonuglar elde edilir.

Cov(X,X7) = (Te=turz) (4.5)
Cov(X2,X7) = (Melats) (4.6)
Cou(X,X7) = (Tars) 4.7)
Onerme 44. X2/X, X3/X, (X2)/k?

istatistiklerinin beklenen degerleri asagidaki gibi
elde edilir:

£ (5) = 2o () () (mmem) e

ms | ms (Lm%) _ L (w)@_g)

n mj n
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£ ®2)°) o m3 + (mz—ml) (3m2) 4 ispat: g(X,X2) = X2/X fonksiyonunu ele alalim.
x2 | T m? n mé Bu fonksiyonun m; ve m, noktasindaki Taylor

my-m3\ [ 1 Mmaz—mymy\ [4my acilim1 agagidaki gibidir:

() - (=) Gy @

= glmamg) + (8 —my) (= 22) + (77— my) () + (F = ma)? (22) + (X = m) (%7 -

mz) (_E) +R

= X
- (X —m) 22+ (m—m2)+ (= ma)? 22— (% = m) (X7 = my) i + R,
Burada ﬁ/)? istatistiginin beklenen degeri (4.2) ve (4.5) kullanilarak

E(§)=%+E(X—m1)( )+ E(F = my) () + EQX —my)? (72) + E[(F —m) (X7 -
m2)] (— ) + ER)

2 D (3 + () () =22+ (257 ) - (2)

my m; nms

olarak elde edilir. Burada Biiyiik Sayilar Kanuna olur. (4.8)-(4.10)" daki esitlikler E (ﬁ(k)*)’ de
gore X >m, ve X2Dm, oldugundan kalan yerine yazilirsa,
terimin beklenen degeri (E(R)), n = o iken 0’ a
gider. Diger beklenen degerler (4.9) ve (4.10) da E ( ﬁ(k)*) _
ayn yontemle, Onerme 4.1, Onerme 4.2 ve - ,
Onerme 4.3 yardimiyla bulunabilir. kn a® + <2 [mz + (w) (m_g) _
mq n m3
= Ms7Mima -1
M®*  tahmin edicisinin asimptotik yansizlik ( nm% )] a®

0zelligi Teorem 4.1° de verilecektir.
_1 {ﬂ ms (M)
Teorem 4.1. m, = E(n{) < o olmak iizere, 6lm;  mi\ n

lim,_,. E (1\7(")*) knja™ + —==2 knzmz a1 —

)
" {

0, (2 o3 Zhes(e20) ()
1 1 my-m3\ (1Y) 4 (Mazmamz) (Mmz2)] n-2

dir. Yani, ﬁ(k)*’ MO i asimptotik yansiz ( " ) (m%) ( " ) (m%)} e
tahmin edicisidir. _%{:_g 43 (mz;mi) (m_i) n
ispat: #09* nin beklenen degeri, (m%m%) (mi%) - (@) (m—g)} knya™2
E (1\7 (k)*) knya™ + knyE (i) a"! elde edilir. Ve bodylece,
N (E(j_;) - E( %—2 >> kns + lim,_, E (ﬁ(k)*) = kn,a" + kn, mi a1 —

o) ] () o +

hesaplanir.
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Simdi M®)* tahmin edicisinin tutarli bir tahmin
edici oldugunu gostermeden Once varyansi
bulunacaktir. Bunun ile ilgili yardimci teorem
asagidadir.

Yardimar Teorem 4.1. mg = E(n$) < oo olmak
iizere M®* nin varyansi,

= X Y
) — — 4
Var (10) ==+ —
dir. Burada X=A+B+C+D+E+F ve

Y=G+H+1+]+K + L olup sirasiyla,

_ m m mom
A= (knya1)? (24 + 2 — s
4m3;  4m3 2m3
B = (k n-2y2 (M3 , 3mgm mimg
- ( n;a ) e T 4 5
am® ' gm* 2m3
C = (kn an_2)2{119m2m§ me  Smgmy
3 18m?* 36m?  36m3
m5  3mi  13mym? 3mji 23mim; mim
2 4 2 4 # -2 297273 273
am$ ° sm} 24m? am$ m3 6m3
mpmsg
em3
— n—2y2 m3 _ 11mim,
D = knghny (an-2y? (— 25 — 1imims
mq 12m7
3 2 2
7m;ms + msms + maym,  mpm3 mzms)
6ms 6m3 12m3 e6m? 6m3
3m3 17m,m
E = knyknza™ ta™ 2{ 2+—2 4
em3
29m3m; . m3 ms mZ  smym; m3
ot Yo e T o T 1am? i T
12m* " em3 em?2 ' em?  12m?2  4am?
m3 mpms
4m?  am3
2
— 2 n-1,n-2 mz mpmz | Mpms
F=(kny)*a""a (_ am?  am? am?
1 1 1
3md 2
m, mpymy 5m2m3)
am3  2m3 am?
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G = (kmyan 1) Bie — 75— Ly

a4mi;  4m3
_ ams$ m2 mim
H = (knya™ 2)2 (_ 28 - 44 : 6 :
lemj 1lémj m;
3m3m 2 4
2Me _ MyMy 3m,ms + m2m3m4)
8m? gm? 2m] 2m$

mim 49mim2  25m?
I_(knan2)2(23 2M3 4

4m3 36m$ 144m%
mymsm, 9m§  sm3m, mim, 5m§‘m3)
36m$ 16m8 8m® gm? am]

] = knykng(a™ ?)? {9m2 +o 5m4 + Tmims

3m1
m3m, 13mimz; 17 2 3
2Mg 2M3 m2m3m4+m2m4+m2m3_
m$ am] 12m$ 4m? am$
m%mS}
4m3
_ _p23m3ms;  m3mg
K = knyknga™ laV (=22 — =22 —
12my emj
7mym3 . 7mym3  5mum3 n 5m2m4+ 5mgmy
6m$ 6mj 12m$ 12m3 12m4
5mym, 3m5  3mj 3m3m§}
12md  am]  am$ am$

L = (kn,)? a”‘lan‘z{@ _3mi_ 7mams +

4m;  4m3 amy

3mim mim m,m mam msym m,m3
Zms 2Ma _ MaMy _ M3My M3ty | MaMs
4m$ am$ 4m3 am? am3 m3

2

m3m2}

mi

dir.

ispat: MU nm varyansint hesaplamak i¢in
sirastyla  E[(M®*)2]  ve [E(M(k)*)] elde
edilecektir. Bunun icin Onerme 4.4 deki
denklemler kullanilacaktir.
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=0\ 2 knya™1\? (X2\° X2
= (k) _ N2 2 n-1,n
E [(M ) ] =E |(knya™)* + (—2 ) <_)?> + knykn,a™ ta ()?)

(knza™?)? (X3 2 (kng a” )2 (x2 (kns an 2)2 (x3\ (X2 2
P () i 7) - (B (F)

N (kn,a™ %)? (2)4 N knzkn3(an 2)2 ( )( ) _ kngkns (a™?)? <§>
16 X 8 X

X3

X
kn knsa™ 2a™ (X3 knlknga ~2a kn kn,a™ 2a™ (X2 2
) e () e )

kn,knza™2a™ ! (X3\ (X2 +kn Jknsa™2a™" ’
6 X\ X 4 )?

(kny)?a"~2q"1 (F)3

4

4 X

ve

EEO2 = [knyan + K12[Me 4 (Mzmmi) (ma) _ (ms —mima)]
2 [my n m3 nm?
_|({ms  ms (ma —mi) (my —mims
6m; mi\ 6n 6nm?
2 3 2..,2 2
mz mz - ml m2 m4 - mz m3 - m1m2 m2
+ +3 + — — |t | kn
{4m% ( 4nm? ) 4m?n = )<mi)}> ’

2 3 2,02 2 2

m5;  3(m; —mim3;) my—m; (mzm, —mym;) P e

- - 2
4m? 4nm? 4min nm3

dir. Boylece,

= = 1\ 2 = X, v -
Var (M®*) = E [(M<k) ) ] — [E(M®M)2 =24 = elde edilir.
Teorem 4.2. mg=E[n?) <o olmak iizere lim Var ([V}(k)*) =0
n—oo

M tahmin edicisi, M®* icin tutarll bir

tahmin edicidir. oldugundan istenilen saglanir. Dolayisiyla M-

: ~ L e hmin edicisi, M®* igi l1 bir tahmi
ispat: MU tahmin edicisinin M®)* icin tutarl fa edicis igin tutarl bir tahmin

. o . edicidir denir.
bir tahmin edici oldugunu gostermek igin

_ S0 B Teorem 4.3. a = (S —s)/2 - o ve n = oo iken
lim p(([#1% - H®"| 2 ) =0 0 — 709 5 o dir,
oldugunu gostermek gerekir. Markov ispat:
esitsizliginden P( |ﬁ(k)* _ I\7I(k)| < s) _ P( |ﬁ(k)* _

_ - Var(h®* MO + 0 — | < ¢
p (100 — o] 5 ) < V) N A
£ > p( |M(k)* — 1w+ < 5 |F0O — 70k

ve Yardimci Teorem 4.1° den < ;)
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olur. Buradan,

P( | — f1®r|<2) -1

ve

o
p(|M®” - A0 <) 51
i¢cin

P(|1’ﬁ(k)*—1\71(’<>| < e) =1

dir. Dolayisiyla a = (S —s)/2 > o ve n— o
iken 100 — 100 5 o dir.

Tahmin edicinin asimptotik normal dagilima sahip
oldugu Teorem 4.4’ de gosterildigi gibidir.

Teorem 4.4. mg=E®%) < o olmak iizere,
M®* asimptotik normaldir, yani

ﬁ(ﬁ(k)* _ M(k)*) — N(0,0?)
n—-oo

dir. Burada

_ _ _ _ 2
, _ (my—mi _knya" 1 m, knsa® 2 ms;  knza® 2 m_% kn,a™? m_%
=\ 2 mZ 6 ml 2 m 2 m
_ _ _ 2 T, 12
(T —m3\ [knya™?! +kn3a" 2m, _knya™ ’m, (™ —m3\ [knza™ 2
n 2m, 2m? 2m? n —6m,
ms —mymy\ [(knza™? m;  knya™ ' m, knga™?m3 kn,a™? m3
+2 ) T Ty T, st —
n 6 mjy mj my my
y (knza”‘l 1 knya™? m, kn,a™ 2 @) ) (m4 — m1m3) (_ kn3a”‘2)
2 2
2 my 2 my 2 U n 6m,
y kn3a”‘2% _knga® 1&_ knya™? m_% kn,a™? m_%
6 mi 2 mi 2 md 2 mi
o (m5 — m2m3) knya™ ! 1 knya™? m, kn,a™? my\ ([ knya™?
n 2 m 2 m? 2 m? 6m
1 1 1 1
dir.

Ispat: Bu teoremin ispat1 i¢in Coklu Delta Yonteminden faydalamldiginda (4.1)-(4.7) denklemlerinden
asagidaki sonuglar elde edilir (Casella. ve Berger, 2002).

- 2 - 2
, (_ 9 (M(k)*) (_2) a (M(k)*)
=Var(X —_— = + Var(X —_—
° NTo@ | |2om, 0(x2) | |x=m
X2=m, X2=m,
F=7’n3 F=m3
- 2 - -
/s (M(k)*) R (M(k)*) 9 (M(k)*)
Var(X3 — 2Cov(X, X2 — —
VI TG | |rom 2T om0y [xom
XZ=m, XZ=m,
X3=my X3=mj
+2Cov(X, X3 = — _ + 2Cov(X?,X3 — — _
Ov( ) a(X) a(X3) X=m, Ov( ) 6(X2) 6(X3) X =m,
X2=m, X2=my
X3=m, X3=my
_(my—mf kn,a™ ' m, knsa" % ms; knsa®?m? kn,a?m? |
- n 2 m? 6 m: 2 m 2 m
(M= m2\ [kn,a™ ! 1 knsa™? m, knya" ’m, L (me= m3\ [knza™ 2
n 2 0m 2 m? 2m? n —6m,



Eris Biiyiikkaya vd. / GUFBED 8(2) (2018) 430-441

n-1

n-2

+2 (m3 - mlmz) kn,a m, knsa ms  knsa ms5  kn,a m
n 2 m: 6 m? 2 m 2 md
« knya™?! 1 knya™? m; kn,a™? mz\ (m4 — m1m3) B knya™? 1
2 my 2 m? 2 m? n 6 my
knza®?ms;  kny,a™'m, knzga™?m3 kn,a"? m3
6 mf 2 m% 2 mi’ 2 mf
- (m5 —m2m3) kny,a™t 1 N knsa™? m, kn,a™? m, knza™? 1
n 2 0m 2 m? 2 m? 6 m
olarak hesaplanur.
Boylece, Frees, E.W., 1986 a. Warranty Analysis and

\/ﬁ(ﬁ(k)* _ M(k)*) n_) N(O, 02)

— 00

olup, M®* tahmin edicisi asimptotik normal
dagilima sahiptir.

Sonug olarak tiggensel miidahaleli (s,S) tipli yari-
Markov envarter modelinin ergodik dagiliminin
momentleri i¢in Onerilmis olan tahmin edicisi
sirastyla  tutarhilik, asimptotik yansizlik ve
asimptotik normallik gibi istatistiksel 6zelliklere
sahip oldugu goriilmektedir.
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