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ÖZET
Bu çalışmada sıvı–katı iki fazlı karışımın boru içerisinden akışının kararsız hareketleri incelenmiştir. Hareketi ifade eden diferansiyel denklem sistemi iki farklı yolla çözülmüştür. Bunlardan biri tek akışkan hareketi ile ilgili problemlerin çözümünde kullanılan Slezkin-Targ yöntemi uygulanarak elde edilen denklem sisteminin analitik olarak çözümüdür. Diğeri diferansiyel denklemin sayısal çözüm yöntemlerinden sonlu fark eşitlikleri yardımıyla çözülmesidir. Her iki çözüm başlangıç ve sınır şartlarına uyularak gerçekleştirilmiştir. Çözümlerden elde edilen sonuçlar farklı yarıçaplar için hız-zaman grafikleri çizdirilerek incelenmiştir. Her iki çözümdeki hız profillerinin çok yakın olması ve kararlı duruma gelindiğinde aynı sınır hız değerlerine ulaşılmasıyla Slezkin-Targ yönteminin iki fazlı akış problemlerine uygulanabileceği sonucuna varılmıştır.
Anahtar Kelimeler: İki fazlı akış, karşılıklı etkileşim katsayısı, Slezkin-Targ Yöntemi, sayısal çözüm.
INVESTIGATION OF INSTABLE MOVEMENTS OF LIQUID-SOLID TWO PHASE MIXTURE BY USING NUMERICAL AND SLEZKIN-TARG METHOD

ABSTRACT

In this study, instable movements of a liquid-solid two phase mixture flow through the pipe have been investigated. A differential equation system representing movement has been solved in two different ways. One of them is analytical solution of an equation system obtained by the application of Slezkin-Targ Method which is used in the problems with one fluid movement. The other is the solution of differential equation by the help of finite difference equations which is one of the numeric solution methods. Both of solutions have been obtained considering beginning and boundary conditions. The results obtained from the solutions have been investigated by velocity-time graphs for different semi-diameters. The results lead to the decision that is Slezkin-Targ Method can be applied for two phase flow problems providing which velocity profiles in both solutions are very close one another and accessing the same velocity values in steady state position.

Keywords: Two phase flows, interaction coefficient, Slezkin-Targ Method, numeric solution.
1. GİRİŞ (INTRODUCTION)
Sıvı-katı iki fazlı akışa madencilik, tarım, kimya, gıda gibi birçok  uygulamada rastlanmaktadır. Bu akışlarda sıvının hızı ve debisi ile katı madde miktarının bilinmesi oldukça önemlidir. Sıvı-katı iki fazlı karışımlar üzerine çeşitli çalışmalar yapılmış, kararlı ve kararsız hareketlerinin incelenebilmesi için farklı modeller geliştirilmiştir. 
Dağlı ve arkadaşları [1] sıvı-katı iki fazlı akış için Moddy diyagramının uygulanabilirliğini incelemiştir. Öztürk ve arkadaşları [2] su taşkınlarıyla taşınan katı madde miktarları bulmak için eldeki verileri kullana​rak debi ile katı madde miktarı arasında bir bağıntı geliştirmiştir. Badr ve arkadaşları [3] sıvı-katı iki fazlı akışta, ani çap değişimi olan dikey bir boruda katı madde miktarı ve sıvı hızını, üç boyutlu matematik model kurarak, farklı partikül çapları ve farklı hızlar için katı madde miktarını bulmuştur. Zhang ve arkadaşları [4] sıvı-katı bir boyutlu akışta deneysel verilerle simülasyon ve nümerik hesaplama yaparak bunları karşılaştırmıştır. Bird ve arkadaşları [5] çok fazlı karışımlarda kütle taşınımı, süreklilik denklemi ve yayınım problemlerinin çözümünde kullanılan denk​lem ve algoritmaları vermişlerdir. Press ve arka​daş​ları [6] akış problemlerinin sayısal yolla bilgisa​yarla çözümü için diferansiyel eşitlikleri ve çözüm yollarını açıklamışlardır.
Geliştirilen modellerden birisi de Rahmatulin  tarafın​dan verilen, Fayzullayev ve diğer bilim adamları tarafından geliştirilen karşılıklı etkileşim halinde hareket modelidir [7]. Bu modele göre karışımı oluşturan akışkanların her birisinin ayrıca yerel hızları ve sabit fiziksel özellikleri vardır. Akışkanlar birbirileri ile etkileşim halinde ve süreklidirler. Karışımda akışkanların homojen bir şekilde dağılmış oldukları varsayılmaktadır. Rahmatulin modeline göre iki  akışkan karışımının kararsız hareketleri bir diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilebilmek​tedir. Bu problem Laplace dönüşümü yöntemi ile çözülmüş, akışkanların yerel akış hızlarının ifadeleri sonsuz sayıda terimleri olan seriler şeklinde bulunmuşlardır ki, bu da sayısal hesaplamalarda bazı zorlukları ve hataları da beraberinde getirmektedir [8,9]. Bu tür karışıklıklardan kurtulmak için problem tek fazlı akışkan hareketleri ile ilgili problemlerin çözümünde başarıyla kullanılmakta olan Slezkin-Targ yöntemi ile çözülmüştür [10-12].
2. ANALİTİK ÇÖZÜM (ANALYTICAL SOLUTION)
Rahmatulin modeline göre iki fazlı akışkanların kararsız hareketleri aşağıda verilen diferansiyel denklem sistemi ile ifade edilebilmektedir.  
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Burada, 
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 akışkanların birim hacimdeki miktarları (
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 basınç gradyanıdır.
Akımın yatay bir R yarıçaplı silindirik boruda gerçekleştirildiği düşünülerek vektör şeklinde verilen (1) ve (2)  denklemleri aşağıdaki gibi yazılabileceklerdir.
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Başlangıç şartları,  
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Sınır şartları ise,     
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şeklindedir.
(3) ve (4) denklem sistemini Slezkin-Targ yöntemi ile çözmek için 
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 ifadelerinin yerlerine onların boru kesitindeki ortalama değerlerinin
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  ifadeleri yazılmıştır.  
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Bu durumda (3) ve (4) denklemleri aşağıda verilen denklemlere dönüşeceklerdir.
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(9) ve (10) denklemleri iki kez integre edildikten sonra taraf tarafa toplandığında
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(5) ve (6) sınır şartlarına bağlı olarak,  
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 integral sabitleri bulunduktan ve yerlerine yazıldıktan sonra (11) ifadesi (12) ifadesine dönüşecektir.
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(12) denkleminden 
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 ve 
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 yerel hızlarını bulunup (3) ve (4) denklemlerinde yerlerine yazılarak sadeleştirildiklerinde,
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denklemleri elde edileceklerdir. (13) ve (14) denklem​lerinde aşağıdaki verilen işaretlemeler yapılmıştır.
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(13) ve (14) denklemleri çözüldüklerinde fazların yerel hızları şu şekilde bulunmuştur:
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Bu ifadelerdeki fazların 
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 ortalama hızlarının ifadelerini bulmak için (19) ve (20) ifadelerini (7) ve (8) ifadelerinde yerlerine yazıp sadeleştirmek gerekir. Bu işlem sonucunda,
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denklemleri bulunmuş olacaktır. Bu denklem sistemi​nin çözümünden, ortalama hızlar için,
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ifadeleri bulunacaktır.  (23) ve (24) ifadelerinde aşağıdaki işaretlemeler yapılmıştır.
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3. SAYISAL ÇÖZÜM (NUMERIC SOLUTION)
İki fazlı karışımın boru içerisinden zorlanmış akışında kullanılan (3) ve (4) nolu diferansiyel eşitliklerin çözü​mü, sonlu fark denklemlerine dönüştürülerek yapıl​mıştır. Sonlu fark eşitliklerine dönüştürmede kullanılan sayısal türev karşılıkları aşağıda verilmiştir. Bu denklemlerle çözüm iteratif olarak yapılmaktadır. Çözüm bölgesi Şekil 1’de görüldüğü gibi küçük parçalara (sonlu farklar) ayrılmakta, her bir nokta için diferansiyel denklemi sağlaması istenmektedir [13]. Sınır şartları başlangıçta belirlenmiş olup, çözümde bun​lara uyularak her bir nokta için her iki akışkanın hızları hesaplanmaktadır. Her iterasyon işleminde bir önceki iterasyon sonuçları kullanılmakta; böylece gerçeğe daha yakın değerler elde edilmektedir. Belirli tekrar sayısından sonra sonuçlar değişmez olmakta, ya​ni gerçek değerlere ulaşılmış olup işlem bitirilmektedir. 

Diferansiyel eşitlikleri sayısallaştırmada kullanılan sonlu fark denklemleri aşağıdadır [14].
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Bu sonlu fark denklemlerinin eşitlik (3) ve (4)’de yeri​ne yazılmasıyla elde edilen sayısal denklemler geliştirilen bir “Visual Basic”  programı yardımıyla bütün noktalar ve zamanlar için hız değerleri hesaplanmıştır. Çözüm bölgesi zaman ekseni ve yarıçap boyunca 100 er eşit parçaya bölünmüş, böylece  100 x 100 = 10000 düğüm noktası olan ağ elde edilmiştir. 
Kullanılan sınır şartları şu şekildedir: Başlangıçta bütün noktalarda hız sıfırdır. Zaman ilerledikçe basınç etkisiyle hızlar artmakta fakat boru cidarında her zaman hız sıfır kalmaktadır. Sonuçlar değişmez oluncaya kadar bu işleme devam edilmiştir. Yaklaşık 100,000 tekrar sonucunda bütün noktalarda her iki hız sabitlenmiş ve  bu değerler grafikleri çizilmek üzere bir dosyaya kaydedilmiştir. 
4.  SONUÇLARIN DEĞERLENDİRİLMESİ (EVALUATION OF RESULTS)

Hem analitik çözüm hem de sayısal çözüm sonuçları boru çapı ve zaman boyutunda ayrı dosyalara kaydedilmiştir. Hesaplamada kullanılan boru yarıçapı R=0,0025 m, zaman t=5 saniyedir. Karışımda kullanılan maddelerin özellikleri ise şu şekilde alınmıştır: 1 indisli akışkan su, 
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0,7,  (1=1.02 10-3 kg/ms, (1=999,6 kg/m3, 2 indisli madde kanifol isimli bir katıdır. Bu madde çam ağacı reçinesinden elde edilmektedir. Ortalama çapları 0,1 mm olan parçacıklar halindedir. 
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0,3 , (2=12,62 10-3 kg/ms, (2=1069,0 kg/m3. Karşılıklı etkileşim katsayısı K=483 kgs/m4 ve basınç gradyanı 
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Her iki çözüm sonuçları aynı eksen takımları içerisinde çizildiğinde çok yakın hız profili elde edilmiştir . Şekil 2’de U1 hız değerlerinin; Şekil 3’te U2 hız değerlerinin farklı yarıçaplarda zamana göre değişimini gösteren grafikler verilmiştir.
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Şekil 2 ve Şekil 3’ten de anlaşıldığı gibi, zamanın ilerlemesi ile hızlar artmakta, sonsuzda sınır bir değere doğru yaklaşılmaktadır. Su için bu değer 0,21794 m/s, kanifol için 0,16201 m/s dir. Her iki çözüm türünde de zaman sonsuz olduğunda aynı hız değerine ulaşılması çözümlerin doğruluklarını göster​mek​tedir. Boru merkezinde, t=1 saniyede  su için sayısal çözümle 0,17456 m/s, analitik çözümle 0,18162 m/s bulunmuştur. Bu değerler arasındaki bağıl hata % 4,04 tür. t=2 saniyede  0,21028 m/s ve 0,21306 m/s ve hata % 1,32 dir. t=3 saniyede sayısal çözümde 0,21655 m/s ve analitik çözümde 0,21724 m/s ve bağıl hata % 0,32 olmuştur.

Boru merkezinde, t=1 saniyede Kanifol için sayısal çözümde 0,12926 m/s, analitik çözümle 0,13542 m/s  bulunmuştur. Bu değerler arasındaki bağıl hata % 4,77 dir. t=2 saniyede sayısal çözümde 0,15623 m/s, analitik çözümde 0,15847 m/s ve hata % 1,43 olarak hesaplanmıştır. t=3 saniyede sayısal hesaplamada hız 0,16095 m/s ve analitik hesaplamada 0,16150 m/s ve bağıl hata % 0,34 olmuştur.

5. saniyede su için 0,21784 m/s olarak sonsuz zamandaki hız olan 0,21794 m/s değerine % 0,05 yaklaşmıştır. 5. saniyede Kanifol için 0,16192 m/s olarak, sonsuz zamandaki hız olan 0,16201 m/s değerine % 0,06 yaklaşmıştır.
Şekil 4’te su için, Şekil 5’te kanifol için boru içerisinde, farklı zamanlardaki ki hız profilleri çizilmiştir.  
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5. SONUÇ  (CONCLUSION)

Çalışmada iki fazlı akışın kararsız hareketleri incelenmiş ve hareketi ifade eden diferansiyel denklem sistemi hem tek akışkanın hareketleri ile ilgili problemlerin çözümün​de kullanılan Slezkin-Targ yöntemi hem de sayısal çözüm yöntemlerinden sonlu fark eşitlikleri ile çözülmüştür. Akışkanların yerel hızlarının zaman ve yarıçapa bağlı, sonlu sayıda terimleri olan  analitik ifadeleri bulunmuştur. Elde edilen sonuçların doğru olduklarını gösterebilmek için problem sayısal yöntemle de çözülmüştür. Her iki yöntemden elde edilen hesaplama sonuçları akışkan​ların yerel hızlarının zamana ve yarı​çapa bağlı grafikleri çizilmek suretiyle karşılaştırılmıştır. Her iki yolla yapılan çözüm sonucu su için hesaplanan hız değerleri arasındaki bağıl hata; t=1. saniyede % 4, t=3. saniyede % 0,32, t=5. saniyede % 0,05 olmuştur. Çözümler arasındaki hatanın küçük olması nedeniyle Slezkin-Targ yönteminin iki fazlı karışımlarla ilgili problemlere uygulanabileceği sonucuna varılmıştır.
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Şekil 3. Kanifol için farklı yarıçaplarda hızın zamanla değişimi (Velocity-time changes at different semi-diameters for Kanifol)











Şekil 4. Su için farklı zamanlarda hız profilinin değişimi (Velocity profile changes at different times for water)











Şekil 2. Su için farklı yarıçaplarda hızın zamanla değişimi (Velocity-time changes at different semi-diameters for water)
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Şekil 1. Çözüm bölgesinin sonlu parçalara ayrılması 


(Dividing finite elements of solution location)

















Şekil 5. Kanifol için farklı zamanlarda hız profilinin değişimi (Velocity profile changes at different times for Kanifol)
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