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ÖZET
Isı yükü veya hem ısı yükü hem de merkezkaç kuvvet etkisindeki değişken kalınlıklı içi boş uzantılı yüzeylerde elastik gerilme dağılımlarını incelemek için bir sayısal hesaplama modeli geliştirilmiştir. Bu model, gerçekçi bir ısı iletim-taşınım prensibine dayanmaktadır. Kanat malzemesinin elastisite modülü, ısıl genleşme katsayısı, ısı iletim katsayısı ve akma gerilmesi değerlerinin sıcaklıkla değiştiği göz önüne alınmıştır. Von Mises akma kriteri kullanılarak, elastik limit ısı yükü malzeme özelliklerinin sabit olduğu durum ile sıcaklığın fonksiyonu olduğu durum için hesaplanmıştır.
Anahtar Kelimeler: Termoelastisite, gerilme analizi, değişken kalınlık, von Mises kriteri.
DEFORMATION ANALYSIS OF VARIABLE THICKNESS FINS SUBJECTED TO HEATING AND CENTRIFUGATION
ABSTRACT
A computational model is developed to investigate elastic stress distribution in variable thickness fins subjected to heating or both heating and centrifugation. The model is based on a realistic conduction-convection mechanism. Temperature dependency of modulus of elasticity, coefficient of thermal expansion, thermal conductivity and uniaxial yield limit of the fin material is taken into account. Making use of von Mises yield criterion, elastic limit heat load is calculated for both constant property and temperature dependency of material. 

Keywords: Thermoelasticity, stress analysis, variable thickness, von Mises criterion.
1. GİRİŞ
Disk, silindir, tüp, küresel kabuk gibi temel mühen​dislik yapılarının radyal yönde sıcaklık değişimi nede​niyle veya bazı durumlarda hem sıcaklık değişimi hem de dönme etkisiyle meydana gelen gerilme dağı​lımlarının hesaplanması, makina mühendisliğinde ayrı bir önem taşımaktadır [1-3]. Değişken kalınlıklı disk​lerde sadece merkezkaç kuvveti (dönme) nedeniyle meydana gelen gerilme dağılımları farklı kabuller ve sınır koşuları altında birçok araştırmacı tarafından incelenmiştir [4-6]. Diğer taraftan, Güven ve Altay [7,8] atıl konumda ısı üreten disklerin termal gerilme durumlarını analitik olarak araştırmışlardır. 

Dönme ve radyal yönde sıcaklık değişimi etkisi altın​daki disklerin yada uzantılı yüzeylerin elastik veya elastik-plastik deformasyonları ile ilgili çalışma​lar literatürde az sayıda görülmektedir. Belirli bir sıcaklık dağılımı ve merkezkaç kuvveti etkisindeki içi boş hiperbolik diskin plastik akma durumu Alujevic vd. [9-10] tarafından incelenmiştir. Daha sonra, Parmak​sızoğlu ve Güven [11] rijit mile (şafta) monte edilmiş dönen diskin gerilme dağılımı üzerinde sıcaklık dağı​lımının etkisini analitik olarak, sadece plastik ge​rilme durumu için incelemiştir. Bu çalış​ma​da, dis​kin dış yüzeyinde ısı taşınımdan dolayı mey​dana gelen kayıp​lar ihmal edilmiştir. 

Eraslan ve Akış [12] hem değişken ısı dağılımı hem de dönme etkisi altındaki sabit kalınlığa sahip bir dis​kin gerilme analizini ısı taşınımından dolayı meydana gelen kayıpları da göz önüne alarak analitik olarak incelemişlerdir. Ancak, yukarıdaki çalışmaların hep​sinde disk yada uzantılı yüzey malzemesinin fiziksel özelliklerinin sıcaklıktan bağımsız olduğu varsayımı yapılmıştır. Eraslan ve Kartal [13] benzer problemi malzemenin fiziksel özelliklerinin sıcaklığa bağlı değişimini göz önünde bulundurarak çözmüşlerdir. 

Bu çalışmada, yarıçapı 
[image: image1.wmf]a

olan rijit mile, iç yarıçapı 
[image: image2.wmf]a

ve dış yarıçapı 
[image: image3.wmf]b

olan değişken kalınlıklı profile sa​hip bir disk monte edildiği öngörülmektedir. Mil-disk geometrisi Şekil 1'de sunulmaktadır. Isı akışı, sı​cak milden diske oradan da çevreye doğru yöne​lecektir. Ayrıca bu sistem milin boylamsal ekseni etrafında dö​nebilmektedir. Bu çalışmanın amacı, radyal yönde değişken ısı dağılımı veya hem ısı yükü hem de mer​kezkaç kuvveti etkisi altındaki değişken kalınlıklı u​zantılı yüzeylerin elastik davranışlarının incelenme​si​dir. Sıcaklık dağılımının non-lineer dife​ransiyel denk​lem ile ifade edilebilmesi ve malzeme özellikleri​nin sı​caklığa bağlı olması nedenleri ile çö​zümlerde sa​yı​sal analiz yöntemi kullanılması gerek​miştir. Bu amaç​la, non-lineer shooting metodu kulla​nılmıştır [13]. Bu makalede, ilk olarak hesap​lama yöntemi an​latılmakta daha sonra da sayısal hesaplama yöntemi ile elde edilen sonuçlar, aynı modelin sade​leş​tirilmiş ver​siyo​nunun analitik çözümleriyle karşı​laştırıl​mak​ta​dır.
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2.
SAYISAL HESAPLAMALI MODEL
2.1. Malzeme Özellikleri

Termoelastik hesaplamalarda daha gerçekçi sonuçlar elde etmek için ele alınan malzemenin fiziksel özel​liklerinin sıcaklıkla değişimini ihmal etmemek gerek​mektedir [14]. Bu çalışmada malzeme olarak yüksek mukavemetli ve düşük alaşımlı çelik seçilmiştir. Söz konusu çeliğin elastisite modülü 
[image: image4.wmf]E

 ve akma daya​nı​mı 
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 sıcaklıkla
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empirik denklikleriyle ifade edildiği şekilde değişir [14]. Burada 
[image: image8.wmf]200
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GPa ve 
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 MPa ola​rak alınacaktır. Ayrıca, ısı iletim katsayısı 
[image: image10.wmf]l

 ve ısıl genleşme katsayısı 
[image: image11.wmf]a

 nın sıcaklığa bağımlılığı aşağı​daki polinomlarla ifade edilebilir.
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Boyutsuz formdaki malzeme özelliklerinin 0-400ºC aralığında sıcaklık ile değişimi Şekil 2'de gösteril​mek​tedir. Bu şekilde görüldüğü gibi, malzeme özellikleri sıcaklıkla önemli ölçüde değişmektedir.
2.2. Sıcaklık Dağılımı

Değişken kalınlıklı uzantılı yüzeydeki enerji denk​le​mi, yüzey üzerinde ince bir halka göz önüne alarak ve bu halka için kurulan enerji denkliğinin limiti belir​le​nerek
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şeklinde ifade edilebilir [15]. Burada 
[image: image15.wmf](

)

(

)

0

T

r

T

r

-

=

Q

 yüzey ile çevre sıcaklığı arasındaki sıcaklık farkı, 
[image: image16.wmf](
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 profil fonksiyonu, 
[image: image17.wmf]C
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 ısı transfer katsayısı, 
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 malzemenin sıcaklığa bağlı ısı iletim katsayısı, 
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 ise kalınlık profil fonksiyonunun radyal koor​dinat 
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ye göre birinci türevidir. Isı transfer katsayısı 
[image: image21.wmf]C

H

 hem radyal koordinat 
[image: image22.wmf]r

 nin hem de açısal hız 
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nın fonksiyonu olup 
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 şeklinde ifade edilebilir. Burada 
[image: image25.wmf]A

 ve 
[image: image26.wmf]B

 parametrelerdir. Enerji diferansiyel denklemi (5) aşağıdaki sınır koşulları kullanılarak çözülür.
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(6) 
Burada 
[image: image29.wmf]b

T

 milin yüzey sıcaklığını göstermektedir. Denklem (5), 
[image: image30.wmf](
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' nin payda da olmasından dolayı non-lineerdir ve bu denklemin sayısal çözümü 
[image: image31.wmf](
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 fonksiyonu ile tanımlanan ortası boş, iç yüzeyinden ısıtılan, değişken kalınlıklı uzantılı yüzeydeki sıcaklık dağılımını verir.

2.3. Elastik Denklem

Problemde düzlem gerilme hali 
[image: image32.wmf](
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 ve küçük şekil değiştirmeler varsayılmaktadır. Ayrıca, Timoshenko ve Goodier [1] notasyonuna bağlı kalınmaktadır. Birim şekil değiştirme-yer değiştirme bağıntıları 
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, radyal yönde denge denklemi
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uygunluk bağıntısı
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ve genelleştirilmiş Hooke Yasası
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temel denklemleri oluşturur. Yukarıdaki eşitliklerde 
[image: image39.wmf]j

e

elastik şekil değişimini, 
[image: image40.wmf]j

s

 gerilmeyi, 
[image: image41.wmf]r

 kütle yoğunluğunu ve 
[image: image42.wmf]n

ise Poisson oranını göstermektedir. 

Radyal gerilme cinsinden gerilme fonksiyonu tanımlanarak
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radyal ve teğetsel gerilme bileşenleri bu gerilme fonksiyonu cinsinden
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şeklinde ifade edilir. Elde edilen 
[image: image46.wmf]r

s

 ve 
[image: image47.wmf]q

s

 ifadeleri, radyal ve teğetsel şekil değiştirme bileşenleri eşitlikle​rinde (9)-(10) yerine yazılarak aşağıdaki birim şekil değiştirme ve gerilme fonksiyonu bağıntıları elde edilir.
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Bu bağıntılar uygunluk denkleminde (8) yerlerine yazılarak gerekli sadeleştirmeler yapıldığında
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diferansiyel denklemi elde edilir. Burada
[image: image51.wmf]'

E

, radyal koordinat 
[image: image52.wmf]r

ye göre elastisite modülünün birinci türe​vini göstermektedir ve zincir kuralı gereğince
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şeklinde hesaplanır. Buradaki diferansiyel denklem (15) uzantılı yüzeyin termoelastik davranışını ifade etmekte olup sıcaklığa bağlı katsayılar içerdiği için genel çözüm sayısal yöntemle bulunur. Şekil değiştir​mesiz mile monte edilmiş ve dış kenarı serbest olan uzantılı yüzey için sınır koşulları 
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olur.Birim şekil-yerdeğiştirme bağıntısından elde edilen 
[image: image56.wmf](

)

0

=

a

q

e

ifadesi (14) denkliğinde yerine konularak
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ifadesi elde edilir. Ayrıca 
[image: image58.wmf](
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)

0

=

b

Y

denkliğini verir. Bu çalışmada, (5) ve (15) denklemlerinin belirtilen sınır koşulları ile genel çözümleri non-lineer shooting metodu [13] kullanıla​rak bulunacaktır.

3. ANALİTİK ÇÖZÜM

Bu çalışmada, içi boş uzantılı yüzey profili olarak aşağıdaki parabolik fonksiyon kullanılacaktır.
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Bu denklemde 
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 disk eksenindeki 
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 ve 
[image: image64.wmf]k

geometri ile ilgili parametreleri ve 
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dış çapı ifade etmektedir. Bu profil fonksiyon formuyla, sabit kalınlıklı uzantılı yüzey 
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 değerlerinden biri seçerek, lineer olarak azalan uzantılı yüzey profili 
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 için dış bükey olur. Profilin şekli, 
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değeri büyüdükçe düzelir. Şekil 3,  
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 için dış bükey profilli uzantılı yüzeyi göstermektedir. 
Uzantılı yüzey malzemesinin fiziksel özelliklerinin sıcaklıktan bağımsız olduğu kabulü ile 
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, mevcut modelin analitik çözü​mü elde edilebilir. 
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halini alır. Burada 
[image: image77.wmf]i
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 keyfi integrasyon sabitidir. 
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serileriyle ifade edilebilmektedir. 
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olarak bulunur. Denklem (6)'daki sınır koşulları kullanılarak integrasyon sabitlerinin
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olduğu belirlenir. Burada;
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şeklinde tanımlanmıştır.
Diğer taraftan, 
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olarak bulunur. Burada 
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 özel çözümü ifade etmek​tedir ve homojen çözümler
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olarak ifade edilmektedir. Burada 
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 fonksiyonu bir hipergeometrik fonksiyon olup [17], argümanları
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şeklinde verilmektedir [16]. Özel çözüm 
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formunda ifade edilir. Burada
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olarak tanımlanır ve homojen olmayan terim 
[image: image109.wmf](

)

r

f

 aşağıdaki şekilde hesaplanır.
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 civarında Taylor serisine açılarak anali​tik olarak ifade edilebilir. Termoelastik çözüm sınır koşulları uygulanarak tamamlanır. Şekil değiştirmesiz mile geçirilmiş içi boş uzantılı disk için sınır koşulları 
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olarak hesaplanır.

4. SAYISAL SONUÇLAR

Bu bölümde, elde edilen sonuçlar sunulurken radyal koordinat için 
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 boyutsuz büyüklükleri kullanılacaktır. Ayrıca, incelenen örneklerde 
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 değerleri kullanılacaktır. 
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 parametre seçilerek uzantılı yüzeyin radyal yönde sıcaklık dağılımları Şekil 4(a)'da ve bunlara karşılık gelen sıcaklık değişim oranları (
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 değerleri) Şekil 4(b)'de verilmiştir. Bu grafiklerde hesaplanan analitik çözüm​ler nokta ile, sabit termal iletim katsayısı 
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 için hesaplanan sayısal çözümler kesikli çizgi ile ve sıcaklığa bağlı olarak değişen ısı iletim katsayısı için hesaplanan sayısal çözümler düz çizgi ile gösterilmiştir. Grafiklerde görüldüğü gibi, sabit 
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 için analitik ve sayısal sonuçlar birbirine son derece yakındır. Sabit ve değişken 
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 çözümleri  arasındaki en büyük fark hareketsiz konumdaki uzantılı yüzey için 
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 olmaktadır. Analitik ve sayısal sonuçlar arasındaki diğer bir karşılaştırma da Şekil 5'de veril​miştir. Bu grafikte 
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 olup diğer parametreler bir önceki grafiktekilerle aynıdır.
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Hareketsiz konumda ve 
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 geometrik parametrelerine sahip olan uzantılı yüzey göz önüne alındığında elastik limit ısı yükünün 
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 olduğu bulunur. Bu kritik ısı yükündeki gerilme ve yer değiştirme dağılımları Şekil 6’da verilmiştir. Bu grafiklerde hesaplanan analitik çözümler nokta ile gösterilmiş olup, analitik ve sayısal sonuçlar tamamıyla birbirini tutmaktadır. Şekil değiştirmesiz mil-uzantılı yüzey arasında genişleme olanağı olmadığından, uzantılı yüzeyin büyük bölümünde teğetsel gerilme bileşeni bası karekterlidir. Grafikdeki boyutsuz gerilme değişkeni 
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.

0

=

n

şeklinde hesaplanmıştır. Von Mises akma kriterine göre 
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elastik-plastik sınırını, 
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 ise elastik bölgeyi gösterir. Grafikte görüldüğü gibi elastik-plastik sınır 
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’da oluşur. Bu yüzden hareketsiz konumdaki uzantılı yüzeyler için, iç yüzey kritik olup plastik akma bu yüzeyde başlar. 
Hareketsiz konumdaki uzantılı yüzey için geometrik parametreler 
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 ve 
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'nın elastik limit ısı yükü üzerindeki etkisi Şekil 7’de gösterilmiştir. Burada sabit malzeme özellikleri için hesaplanan sayısal çözüm kesikli çizgi ile gösterilmiş olup 
[image: image146.wmf]¥

®

n

 sabit kalınlıklı uzantılı yüzeyi ifade etmektedir. Her iki çözümde benzer davranış içerisinde olmasına rağmen malzemenin fiziksel özelliklerinin sıcaklık ile değişim gösterdiği uzantılı yüzeyde akma, daha düşük ısı yükünde meydana gelmektedir.
Grafikte görüldüğü gibi, elastik ısı yükü sınırı 
[image: image147.wmf]n

 ve 
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 değerlerinin artmasıyla azalmakta ve en düşük değer sabit kalınlıklı uzantılı yüzey için meydana gelmektedir. Ayrıca, hareketsiz konumdaki iç bükey profil uzantılı yüzey için elastik limit dış bükey profil uzantılı yüzeye göre daha büyük olmaktadır.
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5. SONUÇ

Bu çalışmada, ısı yükü veya hem ısı yükü hem de merkezkaç kuvvet etkisi altındaki değişken kalınlıklı uzantılı yüzeylerdeki elastik davranışın incelenmesi için bir sayısal hesaplamalı model geliştirilmiştir. Malzemenin mekanik ve termal özelliklerinin sıcak​lıkla değişimi dikkate alınmıştır. Oluşturulan modelin doğruluğu, sıcaklık etkisinden bağımsız malzeme özelliklerine sahip uzantılı yüzeyin analitik çözümü ile karşılaştırılarak sağlanmıştır. Hesaplamalar, değiş​ken kalınlıklı uzantılı yüzey profili için elastik ısı yükü değerinin sabit kalınlığa sahip uzantılı yüzeyden daha yüksek değerde olduğunu ortaya koymaktadır. Değişken kalınlık kullanılması malzeme açısından tasarruf sağlamakla kalmayıp sistem dayanımınıda arttırmaktadır. Ayrıca, malzeme fiziksel özelliklerinin sıcaklık ile değişim gösterdiği uzantılı yüzeyin elastik davranışının bu değişim ihmal edildiğindeki durum​dan farklı olduğu görülmüştür. Bu nedenle mühen​dislik termal gerilme hesaplamalarında malzeme özel​liklerinin sıcaklıkla önemli ölçüde değişebile​ceği​ni ve bu değişimin gerilmeleri etkileyebileceğini göz ardı etmemek gerekmektedir.
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Şekil 7.� EMBED Equation.3  ��� ve � EMBED Equation.3  ���için elastik limit ısı yükünün geometrik parametrelerle değişimi
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Şekil 6. � EMBED Equation.3  ��� ve � EMBED Equation.3  ��� için elastik limit ısı yükündeki � EMBED Equation.3  ��� değişken kalınlıklı uzantılı yüzeyde yer değiştirme ve gerilmeler
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Şekil 5. � EMBED Equation.3  ��� ve � EMBED Equation.3  ��� için farklı açısal hız değerlerindekideğişken kalınlıklı uzantılı yüzeyde sıcaklık dağılımları
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(a)


�


(b)


Şekil 4. (a) � EMBED Equation.3  ��� ve � EMBED Equation.3  ��� için farklı açısal hız değerlerindeki değişken kalınlıklı uzantılı yüzeyde sıcaklık dağılımları, (b) bu değerlere karşılık gelen  sıcaklık değişim oranları





Şekil 3. � EMBED Equation.3  ��� için dış bükey profilli yüzgeç
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Şekil 2. Fiziksel özelliklerin sıcaklık ile değişimi





Şekil 1.  Mil-uzantılı yüzey geometrisi
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