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ÖZET

Bu çalışmada fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış, kenar çatlağı içeren bir tabakanın ısıl şok kırılması sonlu elemanlar metodu ile incelenmiştir. Çelikleri işlemede kullanılan kesme takımları kesme sırasında oluşan yüksek sıcaklıklara dayanıklılığı nedeni ile Si3N4’den yapılmaktadır ve Si3N4’ün çelikle kimyasal reaksiyona girmemesi için Al2O3 ile kaplanmaktadır. Bu çalışmada, böyle bir kaplamayı taklit edebilmek amacı ile incelenen tabakada fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme olarak Al2O3/Si3N4 karışımları ele alınmıştır. Tabakanın alt yüzeyi ve yan yüzeyleri yalıtılmış, kenar çatlağının başlangıç noktası olan üst yüzeyine konveksiyon sınır koşulu uygulanmıştır. Homojen olmayan tabakaya herhangi bir mekanik kısıtlama uygulanmamıştır ve tabakanın düzlem gerinim durumu altında olduğu farz edilmiştir. Tabaka çalışma sıcaklığından oda sıcaklığına soğurken oluşan süreksiz rejimde mod I gerilim şiddet çarpanları farklı çatlak boyları ve malzeme karışımları için hesaplanmıştır. Si3N4 miktarı fazla olan fonksiyonel derecelendirilmiş karışımdan yapılan tabakadaki kenar çatlaklarından daha düşük gerilim şiddet çarpanları elde edilmiştir. Gerilim şiddeti çarpanlarının belirli bir zamanda maksimum değere ulaşıp sonra düştüğü ve artan çatlak boyu ile azaldığı gözlenmiştir. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeleri modellemek için özel bir sonlu elemanlar metodu ve çatlak ucundaki gerilim şiddet çarpanını hesaplamak için zenginleştirilmiş sonlu elemanlar kullanılmıştır. 
Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme, çatlak, gerilim şiddet çarpanı, sonlu elemanlar metodu, zenginleştirilmiş sonlu elemanlar, süreksiz rejimde ısıl analiz.
INVESTIGATION OF THERMAL SHOCK FRACTURE IN AN EDGE-CRACKED FUNCTIONALLY GRADED LAYER USING FINITE ELEMENT METHOD

ABSTRACT

In this study thermal shock fracture in an edge-cracked functionally graded layer is investigated using the finite element method. Cutting tools for machining steels have been developed to take advantage of the high temperature resistance of Si3N4 and to minimize chemical reactions of Si3N4 with steels by an Al2O3 coating layer. In this study, the modeled layer to simulate such a coating is assumed to be functionally graded material of Al2O3/Si3N4 mixture. Top surface of the layer where the edge crack initiates is assumed to be under forced convection. Other surfaces of the layer are assumed to be insulated. The inhomogeneous medium is assumed to be mechanically unconstrained and under plane strain condition. Mode I stress intensity factors for the edge crack are calculated as functions of crack length and different functionally graded material types as the layer cools down from the operating temperature to the ambient temperature. It is observed that an edge crack in a Si3N4 rich functionally graded layer produces lower stress intensity factors compared to an edge crack in a Al2O3 rich functionally graded layer. It is also observed that stress intensity factors reach a peak value and then go down to very small value as medium approaches steady state and they decrease with increasing crack length. Special finite element technique is used to model the functionally graded medium and enriched elements are used to calculate stress intensity factors.
Keywords: Functionally graded material, edge crack, stress intensity factor, finite element method, enriched finite elements, transient thermal analysis.
1. GİRİŞ

Pratik uygulamalarda kaplama teknolojisi, mühen​dislik malzemelerinin performansının arttırılabildiği bir alan olarak görülmektedir. Seramik ısıl bariyer kaplamaları türbinlerde verimi artırmak ve yakıt ekonomisi sağlamak amacı ile kullanılır [1]. Kesme takımları daha uzun kullanım süresi ve yüksek bir kesme performansı için aşınmaya dayanıklı seramik filmler ile kaplanır [2]. Genelde bu tür kaplamalar alt tabakanın üzerine tek katmanlı homojen kaplama olarak uygulanır. Bu tür kaplamalar düşük toklukları ve ısıl genleşme katsayılarındaki uyumsuzluklar sebebiyle çatlamaya maruz kalmaktadır. Bu sorunları gidermek amacı ile fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler geliştirilmiştir. Fonksiyonel derecelen​dirilmiş malzemeden (Functionally Graded Materials=FGMs, Fonksiyonel Derecelendirilmiş Malzeme=FDM) yapılmış bir kaplamaya önceden belirlenmiş bir malzeme profili verilebilmekte ve malzeme özellikleri, kaplamanın kalınlığı yönünde sürekli değiştirilebilmektedir ([3-4]’de uygulamalar ve geniş referanslar görülebilir). Yani kaplamanın malzeme özellikleri kalınlık koordinatının bir fonksiyonu olup; kaplamanın en altında alt tabakanın malzeme özelliklerine eşit olmakla beraber kaplamanın üstüne doğru fonksiyonel olarak değişmektedir. Böylece alt tabaka ile kaplama arasındaki uyumsuzluklar engellenmektedir.

Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış kaplamaların kırılma davranışlarının bilinmesi onların güvenirliliğini belirlemek açısından önemlidir. Erdoğan ve Öztürk [5] fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılan katmanlardaki periyodik çatlakların kesme yükleri altındaki davranışını analitik olarak incelemiştir. Erdoğan ve Lee [6] fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış kaplamada arayüz çatlaklarının davranışlarını sürekli rejimde incelenmiştir. Bu çalışmada sonlu elemanlar metodu kullanılmış ve düzlem gerinim koşulu altındaki ısıl yalıtım kaplamasındaki arayüz çatlaklarının gerilim şiddet çarpanlarını farklı çatlak boyları, kaplama tipleri ve konveksiyon yüklemeleri için sürekli rejimde hesaplamıştır. Fakat sadece arayüz çatlakları incelenmiş ve ortam sürekli rejime ulaşana kadar geçen süre içinde çatlağın davranışı ele alınmamıştır. Erdoğan ve Yıldırım [7] disk şeklindeki fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış ısıl yalıtım kaplamasında bulunan kenar çatlağının gerilim şiddet çarpanını, farklı kaplama tipleri, çatlak boyları ve konumları için üniform sıcaklık değişimi altında yani sürekli rejimde hesaplamıştır. Bu çalışmada da çatlağın süreksiz rejimdeki davranışı incelenmemiştir. Dağ [8] fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış kalın duvarlı bir silindirin dış yüzeyindeki kenar çatlağının davranışını süreksiz rejimde incelemiştir. Oda sıcaklığındaki silindirim iç ve dış yüzeylerine yüksek sıcaklıklar uygulayarak gerilim şiddet çarpanlarını farklı kaplama tipleri ve çatlak boyları için zamanın fonksiyonu olarak analitik yöntemler ile hesaplamıştır. Jin [9] ise fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış yüksek bir sıcaklıkta bulunan ısıl yalıtım kaplamasında bulunan bir kenar çatlağının soğuma sırasındaki davranışını incelemiştir. Numunenin alt ve üst yüzeyine sabit sıcaklık uygulayarak üst yüzeyinde bulunan kenar çatlağının gerilim şiddet çarpanını farklı çatlak boyları ve kaplama tipleri için zamanın fonksiyonu olarak analitik yöntemler ile hesaplamıştır. Bu iki çalışmada [8,9] analitik yöntemler kullanıldığı için bir takım basitleştirilmeler yapılmış ve sadece kalınlık yönünde sıcaklık dağılımı ve malzeme değişimi kullanılmış yanı süreksiz rejimde bir boyutlu analizler yapılmıştır.
Bu çalışmada ise fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden (FDM) yapılmış bir tabakada bulunan kenar çatlağının süreksiz rejimde sıcaklık değişimi altındaki kırılma davranışı incelenmiştir. Sonlu elemanlar metodu kullanılarak, İki boyutlu analizler yapılmış ve hiçbir varsayımı, basitleştirmeyi gerektirmeyecek, hem kalınlık hem de genişlik yönünde malzeme ve sıcaklık dağılımını ele alabilecek sonlu elemanlar formülasyonu verilmiştir. Süreksiz rejimde bu kadar detaylı ve hassas sonuçlar verebilecek bir formülasyon daha önceki çalışmaların hiç birinde kullanılmamıştır. Kenar çatlağı tabakanın üst yüzeyinden, yüzeye dik bir şekilde başlatılmış ve dik olarak tabakanın alt yüzeyine doğru ilerletilmiştir. Kırılma analizinde tabakanın her yönde genleşmesine izin verilmiş yani herhangi bir kısıtlama uygulan​mamış ve düzlem gerinim koşulu altında olduğu farz edilmiştir. Tabakanın üst yüzeyine konveksiyonla soğutma uygulanmış, çatlak yüzeyleri ve tabakanın alt yüzeyi yalıtılmıştır (Şekil 1’e bakınız). Tabakanın çok uzun olduğu kabul edilerek bunu taklit edebilmek için sonlu elemanlar modelinde en uçtaki kenarlar da yalıtılarak sadece kalınlık yönünde ısı akışına izin verilmiştir. Tabakanın başlangıçta çevre sıcaklığından daha yüksek bir sıcaklıkta olduğu farz edilmiştir. Her bir çatlak boyu ve FDM tipi için problem sonlu elemanlar metodu kullanılarak iki basamakta çözülmüştür. İlk basamakta verilen FDM tipi ve çatlak boyu için süreksiz rejimde zamana bağlı sıcaklıklar ısıl analiz yapan bir kod tarafından hesaplanmış ve dosyaya yazdırılmıştır. İkinci basamakta bu sıcaklıklar zenginleştirilmiş elemanlar kullanılarak çatlak analizi yapan kod tarafından okunarak yükleme olarak kullanılmış ve KI gerilim şiddet çarpanları zamanın, FDM tipinin ve sıcaklığın bir fonksiyonu olarak hesaplanmıştır. 
2. SONLU ELEMANLAR ANALİZİ
2.1 Fonksiyonel Derecelendirilmiş Malzemelerde Isıl Analiz

Geçici rejimde faz değişimi ve ısı üretimi olmayan iki boyutlu kartezyen koordinat sisteminde FDM`den yapılmış bir ortamda sıcaklıkları hesaplamak için kullanılan genel ısı denklemi
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(1)
şeklindedir. Bu denklemde k malzemenin ısıl iletim sabiti, ρ yoğunluğu ve C de özgül ısıdır. Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış bir ortamı modelleyebilmek için bu sabitlerin hepsi kartezyen koordinatlarının birer fonksiyonu olarak ele alınmıştır. Bu denklemde malzeme özellikleri hem x hem de y koordinatının bir fonksiyonu olarak verilmesine rağmen; pratikte fonksiyonel derecelen​dirilmiş malzemelerden yapılmış kaplamalarda ve bu çalışmada ele alınan problemde bu sabitler sadece y koordinatının yani kalınlık yönündeki koordinatın fonksiyonudur (şekil 1’e bakınız).

10 düğüm noktalı bir kübik üçgen elemanın içinde bir noktadaki sıcaklık aşağıdaki formül ile ifade edilir (şekil 2’ye bakınız).
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Bu denklemde Tj elemanın düğüm noktalarındaki sıcaklıklar ve Nj 10-düğümlü standart kübik elemanın şekil fonksiyonlarıdır [10]. Denklem (2)`yi denklem (1)`e yerleştirip Galerkin metodunu uygulayarak süreksiz rejim ve FDM için geçerli sonlu elemanlar denklemi 
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şeklinde ifade edilebilir. Bu denklemde 
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 terimi sınır koşullarından dolayı gelmektedir ve elemanın çevresine göre alınan integral ile hesaplanır. Diğer terimler ise elemanın alanına göre alınan integral ile hesaplanır.
Bu integralleri hesaplamak için Gauss nümerik integrasyon metodu kullanılarak, denklem (3)`e uygulanırsa; 
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eşitlikleri elde edilir ve i=0→9, j=0→9 olarak değişir. Bu eşitliklerde n integralde kullanılan Gauss noktalarının sayısı ve k ile l Gauss noktalarının indisleridir. wk ve wl k ve l noktalarına karşılık gelen Gauss ağırlıklarıdır. Jkl ise k ve l noktasında hesaplanan Jacobian matrisinin determinantlarıdır. Gauss nokta sayısının n=4 alınması kübik üçgenler ve fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış bir ortamı modellemek için yeterli bulunmuştur [6]. Eşitlik (4)-(5) de yer alan ρ k ve C sabitleri özelikle integral de kullanılan Gauss noktalarının bir fonksiyonu olarak kullanılmıştır. Bu sayede fonksiyonel derecelendirilmiş bir malzemeden yapılmış bir ortamı modellemek mümkün olabilmektedir. Söz konusu birinci dereceden denklem sistemi bir eleman için aşağıdaki şekilde yazılabilir
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Bu eşitlikte matrisler 10(10 ve vektörler ise 10(1 boyutundadır. İleri fark (Euler) formülü kullanılarak sıcaklığın zaman göre değişimi ise sıcaklıklar cinsinden aşağıdaki gibi yazılabilir:
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Bu denklemde Δt zaman artışı; m ise zaman basamağıdır. Denklem (8) ve (7) kullanılarak sonlu elemanlar denklemi aşağıda verilen en son şeklini alır
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Bu denklemler her eleman için oluşturulur ve elemanlar bazında çözümler yapılarak düğüm noktalarındaki sıcaklıklar elde edilir. 
2.2 Fonksiyonel Derecelendirilmiş Malzemelerde Gerilme Analizi

Gerilme problemi statik bir problem olarak kabul edilmiş yani atalet etkileri göz ardı edilmiştir. Bu durum sıcaklığın zaman ile değişiminin çok ani olmadığı problemler için doğru bir varsayımdır. Bizim ele aldığımız problem için de geçerlidir. Tabakanın düzlem gerinim koşulu altında olduğu farz edilmiştir.

Homojen malzemeler için gerilme problemlerinin sonlu eleman formülasyonu bu konu ile ilgili birçok kitaptan veya makaleden bulunabilir [10,11]. Homojen olmayan (FDM) malzemeleri içeren gerilme problemlerini basitleştirmek için genelde her eleman içinde malzemenin termomekanik özellikleri sabit kabul edilmiştir. Bu yöntemde geometrideki değişiklikler ve adım adım oranlanan malzemenin özelliklerinde doğru çözümler elde edebilmek için çok küçük elemanlar kullanmak gereklidir. Bu çalışmada kullanılan metot ile çok küçük elemanlar kullanmadan oldukça doğru sonuçlar elde edilebilmektedir [6]. 
Normal olarak rijitlik matrisi [K], her bir düğüm noktası için deplasmanlar ve yükler sırasıyla {u} ve {F} ise
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dir. Buradan 
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yazılabilir. Burada V hacim, [D] elastikiyet matrisi ve {u} gerilmeler sonucu oluşan deplasmanları içeren vektör ve [B] ise şekil fonksiyonlarının türevlerini içeren matris, α ısıl genleşme sabiti ve ΔT sıcaklık değişimidir.. Bu çalışmada, elastikiyet matrisi [D] ve α uzay koordinatlara bağlı olarak hesaplanmıştır. Denklem (11) Gauss integral tekniği kullanılarak çözülür ve [D], α her bir Gauss integrasyon noktasında hesaplanır. İki boyutlu problemler için (11)
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halini alır. Burada k ve l indisleri Gauss integrasyon noktalarıdır. J Jacobian matrisinin determinantı ve ωk, ωl Gauss ağırlık faktörleridir. Bu matrisler ve vektörler 10-düğümlü üçgen eleman için 20(20 ve 20x1 boyutundadır. İki boyutlu elastikiyet problemlerinde her bir düğüm noktasındaki serbestlik derecesi 2 olduğu için (yatay ve düşey yer değiştirmeler) eleman matrislerinin boyutları ısıl analizdeki eleman matrislerinin boyutunun iki katıdır. Elastikiyet analizinde de elde edilen eleman matrislerinin eleman bazında çözümleri yapılır. 10-düğümlü üçgen elemanlar kullanılarak oluşturulan modeller ile n=4 alınarak çözülen FDM problemlerinde oldukça doğru sonuçlar elde edilebilmektedir [6].

2.3 Fonksiyonel Derecelendirilmiş Malzemelerde Çatlak Analizi
Şekil 3’de elastik davranış gösteren bir kenar çatlağı gösterilmiştir. Fonksiyonel derecelendirilmiş bir malzeme içindeki bir çatlak homojen malzeme içindeki çatlak ile aynı tekilliğe sahiptir bu nedenle homojen malzemelerdeki çatlaklar için türetilmiş denklemler ufak bir değişiklikle fonksiyonel derecelendirilmiş malzemelerdeki çatlaklara da uygulanabilir. Kırılma mekaniği ve yorulma analizleri açısından bu çatlağın ucundaki tekil gerilme ve yer değiştirme alanları büyük önem taşımaktadır. Şekil 3’de gösterilen çatlak ucundaki asimptotik gerilme ve yer değiştirme dağılımları [12]’de bulunabilir. Sonlu elemanlar analizinde kullanılacak olan çatlak ucu yer değiştirme alanları [13]’de aşağıdaki gibi verilmiştir (Şekil 3`e bakınız):
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Bu denklemlerde 
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 ve 
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, sırasıyla 1 ve 2 yönlerindeki yer değiştirmeler, 
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malzemenin kesme modülü ve ν Poisson sabitidir. Görüldüğü gibi değişkenler kutupsal koordinatlar r ve 
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’nın fonksiyonlarıdır. Bu denklemlerde malzeme özellikleri çatlak ucunun koordinatına göre hesaplanmalıdır yani x=xÇatlak_Ucu ve y=yÇatlak_Ucu alınmalıdır çünkü bu tanımlar tam çatlak ucunda geçerlidir. 
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ve 
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 sırasıyla, 1. mod ve 2. mod gerilme şiddeti çarpanlarıdır. Gerilme şiddeti çarpanlarının gerilmeler cinsinden tanımı ise aşağıdaki gibi yapılabilir:
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Çatlak uçundaki gerilimler tekil ve sonlu elemanlar ile tekil bir gerilimi yüksek doğruluk derecesinde yakalamak zor olduğundan; zenginleştirilmiş sonlu elemanların formülasyonunda gerilme alanları yerine (13)’de verilen asimptotik yer değiştirme alanları kullanılmıştır. Bu elemanların yer değiştirme alanında, her bir düğüm noktasında bulunan 2 yer değiştirme değerine ek olarak gerilme şiddeti çarpanları 
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 ve 
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 de bilinmeyen olarak bulunmaktadır. Bu çalışmada 10 düğüm noktasına sahip üçüncü dereceden yer değiştirme alanı olan üçgen elemanlar kullanılarak zenginleştirilmiş sonlu elemanlar geliştirilmiştir. Zenginleştirilmiş 10 düğümlü üçgen elemanda toplam bilinmeyen sayısı 22’ye eşittir. Şekil 2, 10 düğümlü kübik üçgen elemanı göstermektedir. Şekil 2’de gösterilen 10 düğümlü zenginleştirilmiş üçgen sonlu elemanın yer değiştirme alanı aşağıdaki gibidir:


[image: image33.wmf][

]

{

}

(

)

[

]

{

}

(

)

[

]

{

}

(

)

[

]

{

}

(

)

ï

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ï

ý

ü

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

-

-

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

II

I

K

K

v

u

v

u

M

N

M

Z

I

N

I

Z

N

L

N

L

Z

H

N

H

Z

N

u

u

9

9

0

0

0

0

0

0

0

0

2

1

...

0

...

0

M


(18)


[image: image34.wmf][

]

[

]

9

8

7

6

5

4

3

2

1

0

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

=

’ler 10-düğümlü standart kübik üçgen elemanın şekil fonksiyonlarıdır. 
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 şekil fonksiyonlarından oluşan 
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 boyutunda bir matristir. (18) numaralı denklemin sağ tarafındaki bilinmeyenler matrisi her bir düğüm noktasındaki yer değiştirmelerden ve gerilme şiddeti çarpanlarından oluşmaktadır. 
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 terimlerinin KI şiddet çarpanının katsayısı, 
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 terimlerinin ise KII şiddet çarpanının katsayısı olduğuna dikkat ediniz.
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 fonksiyonu ise sıfırlama fonksiyonudur. Bu fonksiyon zenginleştirilmiş sonlu eleman ile onu çevreleyen elemanlar arasındaki uyumluluğu sağlamak için kullanılmaktadır. Çatlak ucunu çevreleyen zenginleştirilmiş sonlu elemanlarda 
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 bire eşit iken bu elemanları çevreleyen geçiş elemanlarında 
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 birden sıfıra doğrusal olarak değişmektedir (denklem 19). Denklem (18)’da kullanılan 
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H ,L, I ve M fonksiyonları ise Gauss integrasyon noktalarında hesaplanarak elde edilebilir. Asimptotik alan bu şekilde zenginleştirilmiş eleman formülasyonuna eklendikten sonra gerinim matrisi aşağıdaki gibi kolaylıkla hesaplanabilir:
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(20)
(18) ve (20) numaralı denklemleri ve sanal iş prensibini kullanarak, zenginleştirilmiş 10 düğüm noktalı üçgen sonlu elemanın rijitlik matrisini aşağıdaki gibi oluşturmak mümkündür:
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, 10 – düğümlü bir üçgen elemanın alanıdır. 
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 matrisi ise aşağıdaki gibi yazılabilir:
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(düzlem gerinim) (24)
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(düzlem gerilim). (25)

Bu denklemlerde de malzeme sabitleri E (Young Modülü) ve ν (Poisson sabiti) kartezyen koordinatların bir fonksiyonu olarak alınmıştır. Fonksiyonların kartezyen koordinatlara göre olan türevleri aşağıdaki denklemler kullanılarak kutupsal koordinatlar şekline yazılabilir:
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Zenginleştirilmiş sonlu eleman için rijitlik matrisini bu şekilde elde ettikten sonra, herhangi bir sonlu elemanlar kodu üzerinde yukarıda belirtilen değişiklikler yapılarak, zenginleştirilmiş sonlu elemanlar tekniğini uygulamak mümkündür. Bu çalışmada bu teknik kullanılarak; üçüncü dereceden yer değiştirme alanına sahip, zenginleştirilmiş sonlu elemanların kullanıldığı bir sonlu elemanlar programı geliştirilmiştir. Sayısal sonuçlar ve tartışma bölümünde gösterileceği ve [14]’de görülebileceği gibi, bu programı kullanarak çatlak problemlerini yüksek doğruluk derecesinde çözmek mümkün olmaktadır.

2.4 Analizde Kullanılan FDM Tipleri ve Sınır Şartları
Çelikleri işlemede kullanılan kesme takımları kesme sırasında oluşan yüksek sıcaklıklara dayanıklılıkları nedeni ile Si3N4’den yapılmakta olup; Si3N4’ün çelikle kimyasal reaksiyona girmemesi için üzerine Al2O3 kaplanmaktadır. Bu çalışmada, böyle bir kaplamayı taklit edebilmek amacı ile incelenen tabakada fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme olarak Al2O3/Si3N4 karışımları ele alınmıştır. Si3N4 ve Al2O3’ ün malzeme özellikleri Tablo 1’de verilmiştir [15]. Analizde incelenen tabakadaki malzeme özelliklerinin dağılımı için aşağıdaki formüller kullanılmıştır [6,7,9] (Şekil 1`e bakınız)
	Tablo 1. Analizde kullanılan malzemeler ve özellikleri

	
	E(Gpa)
	 ν
	α (1/K)
	k(W/(mK))
	 ρ (g/cm3)
	C (J/(gK))

	 Si3N4 (AT)

	320
	0.25
	3x10-6
	35
	3.2
	0.7

	 Al2O3 (K)
	370
	0.25
	8x10-6
	20

	 3.8
	0.9
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Bu denklemler fonksiyonel derecelendirilmiş malzemelerden yapılmış katmanlardaki malzeme özelliklerinin istenilen şekildeki dağılımını ideal olarak temsil etmekte ve 1990’lardan beri literatürde sıkça kullanılmaktadır. Bu denklemlerde AT =Alt Tabaka yani çelik kesme takımın ana malzemesi olan Si3N4’ ü ve K=Kaplama yani çelik kesme takımının ana malzemesinin çeliklerle reaksiyona girmesini önlemek için kullanılan homojen Al2O3 kaplamasını ifade etmektedir. p ise homojenlik sabitidir ve 0 ≤ p ≤ ∞ arasında değişmektedir. p=0 alındığında kaplama yani analizi yapılan tabakanın malzeme özellikleri alt tabakanın yani Si3N4’ün malzeme özellikleri ile aynı olup kalınlık boyunca değişmez. p=∞ alındığında ise kaplamanın yani tabakanın malzeme özellikleri Al2O3’ün malzeme özellikleri ile aynıdır ve kalınlık boyunca değişmez. p<1 için tabakanın malzeme özellikleri Si3N4 bakımından zengin olan ve kalınlık boyunca değişen bir dağılım ve p>1 için ise tabakanın malzeme özellikleri Al2O3 bakımından zengin olan ve yine kalınlık boyunca değişen bir dağılıma sahiptir. p=1 için ise tabakanın malzeme özellikleri tabakanın en altından en üstüne doğru lineer bir şekilde değişim göstermektedir. Homojenlik sabiti p’yi değiştirerek kalınlık boyunca çok değişik malzeme karışımları ve dağılımlarından oluşan tabakalar elde etmek mümkündür. Young modülünün değişik FDM tipleri (p`ler) için kalınlık boyunca dağılımı Şekil 4`de gösterilmiştir.
Bu dağılım diğer malzeme özellikleri için de benzerdir.
Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeden yapılmış bir ortamı modellemek için geliştirilen kodlardan elde edilen sonuçları literatürdeki mevcut olan sonuçlar ile 
karşılaştırmak amacıyla p=0 için p=0.001 değeri ve p=∞ için ise p=1000 değerleri kullanılmıştır.
Bu karşılaştırmalar sayısal sonuçlar ve tartışma bölümünde yapılacaktır.

Önceki bölümlerde türetilen denklemlerin hepsi x ve y kartezyen koordinatlarının fonksiyonu olan fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler için türetilmiş olmasına rağmen pratikte kullanılan FDM kaplamalarının özellikleri sadece kalınlık boyunca yani y koordinatının fonksiyonu olarak değişmektedir. (27) ve (28) denklemlerinde görüldüğü gibi bu çalışmada da sadece kalınlık boyunca malzemenin değişmesi özelliği kullanılmıştır.
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Sonlu elemanlar analizinde sonsuz uzunlukta bir tabakayı modellemek için modelin uzunluğunun kalınlığına oranı 20 olarak alınmış ve simetri koşullarından yararlanılarak yarısı modellenmiştir (Şekil 5`e bakınız).

Isıl ve elastikiyet analizinde kullanılan sınır koşulları gerçek problemi tam olarak temsil etmese de karşılaşılabilecek problemler hakkında bilgi vermek, problemin iç yüzünü kavramak için önem taşımaktadırlar ve literatürde mevcut olan çözümler ile karşılaştırma yapabilmek amacı ile bu şekilde seçilmiştir.
Isıl analizde aşağıdaki sınır koşulları kullanılmıştır.
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(29)
Bu denklemde Tilk tabakanın başlangıç yani ilk sıcaklığıdır. Tilk çelik kesme takımının kesme sırasında ulaştığı sıcaklık olarak da tanımlanabilir ve kesme takımı soğumaya başladığı an başlangıç (t=0) olarak alınmıştır.
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Bu denklemde tabakaya uygulanan yalıtım koşulları verilmiştir. Tabakanın merkezinde (x=0) simetriden dolayı ve çatlak yüzeyinde ise yüzeyin ısı geçirmediği farz edildiğinden yalıtım koşulu kullanılmıştır. Alt tabakaya (Si3N4) ısı akımına izin verilmemiş dolayısı ile kaplamanın yani bu çalışmada modellenen tabakanın alt yüzeyinde de yalıtım koşulu kullanılmıştır. Sonsuz uzunluktaki bir tabakayı taklit edebilmek için en sağ uç kenarına (x=w) yalıtım uygulanmış yani sadece düşey yönde ısı akımına izin verilmiştir. Tabakanın üst yüzeyine uygulanan soğutmadan dolayı ortaya çıkan konveksiyon koşulu aşağıda gösterilmektedir.
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Bu denklemde h konveksiyon sabitidir, birimi W/(m2K) dir. Tçevre ise üst yüzeyde soğutmayı yani konveksiyon koşulunu meydana getiren ortamın (burada havanın) sıcaklığıdır.
Gerilim ve çatlak analizinde ise herhangi bir mekanik kısıtlama uygulanmayan tabakaya aşağıdaki sınır koşulları kullanılmıştır.
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Bu denklemlerde ux, x yönündeki yer değiştirmeyi ve uy ise y yönündeki yer değiştirmeyi göstermektedir. Denklem (32) simetri nedeniyle; (33) ise geometrinin en az bir noktadan sabitlenerek herhangi bir yönde hareketini engellemek amacı ile kullanılmıştır. (x=0, 0≤ y ≤ L-a) yüzeyi haricindeki diğer yüzeylerde ise yüzeye uygulanan normal gerilimler ve kesme gerilimleri sıfıra eşittir. Ancak herhangi bir sonlu eleman analizinde sınır koşulu uygulanmayan bir yüzeyde bu gerilimler otomatik olarak sıfır kabul edilir. Elastikiyet ve çatlak analizinde, ısıl analizden elde edilen sıcaklık farkları yük olarak kullanılmıştır.
3. SAYISAL SONUÇLAR VE TARTIŞMA

Bu çalışmada elde edilen sonuçların hepsi boyutsuzdur. Bu nedenle kullanılan tabakanın boyutları verilmemiştir. Homojen malzemeden yapılmış tabakalar için bu problemin analitik çözümü daha önceden yapılmıştır [16]. Bu çalışma için yazılan sonlu elemanlar programlarını test etmek amacı ile homojenlik sabiti çok küçük ve büyük alınarak (p=0.001 ve p=1000) çözümler yapılmış ve [16]’da mevcut olan homojen tabaka için türetilmiş çözümler ile karşılaştırılmıştır. Isıl analizden elde edilen çatlak ucundaki boyutsuz sıcaklığın boyutsuz zamana göre değişimi Şekil 6’da verilmiştir (Denklem (27,28,29,31) ve Şekil 5’e bakınız). Bu şekilde görüldüğü gibi çatlak ucunun sıcaklığı, takımın çalışma sıcaklığından çevre sıcaklığına doğru zamanın düzgün bir fonksiyonu olarak inmektedir ve analitik çözüm [16] ile sonlu elemanlar çözümü mükemmel bir uyum içindedir. 
Homojenlik sabiti p arttıkça yani tabakadaki Al2O3 miktarı arttıkça çevre sıcaklığına soğuma daha uzun sürede gerçekleşmektedir. Bu Al2O3’ün yüksek özgül ağırlığı ve özgül ısısı ile düşük ısıl iletim sabitinden kaynaklanan bir sonuçtur. Farklı FDM tipleri için gerilim şiddet çarpanlarının zamana göre değişimi Şekil 7’de verilmiştir. Problemin simetrisinden dolayı modellenen kenar çatlağında sadece KI yani açılma tipi gerilim şiddet çarpanı mevcuttur. Şekilde 7’de görüldüğü gibi analitik çözümler [16] ile sonlu elamanlar analizinden elde edilen çözümler çok yakındır ve zenginleştirilmiş sonlu elemanlar ile yapılan çatlak analizlerinin doğruluk derecesi oldukça yüksektir. Bu şekilden çıkarılabilecek önemli bir sonuçta bütün kaplama tipleri için gerilim şiddet çarpanı soğuma süresince artmakta ve bir maksimum noktaya geldikten sonra azalmaktadır.
Ayrıca tabaka çevre sıcaklığına yaklaşınca çok küçük değerlere düşmektedir. Bu da demektir ki eğer problem sürekli rejimde çözülürse çok düşük gerilim şiddet çarpanları elde edilecek ve ısıl şokun gerilim şiddet çarpanları üzerindeki etkisi görülemeyecektir. Bu nedenle kenar çatlağının gerçek tehlikesi anlaşılamayacaktır.
Tabakadaki Al2O3 miktarı arttıkça gerilim şiddet çarpanı büyümekte ve Si3N4 miktarı arttıkça ise gerilim şiddet çarpanı azalmaktadır. Dolayısı ile kaplama olarak en ideal seçim Si3N4 miktarı fazla olan (p<1) kaplamalardır. p=1 için deformasyona tabakanın sonlu elemanlar modeli Şekil 8’de gösterilmiştir. Bu şekilde de çatlağın soğuma sırasında açılıp daha sonra kapandığı açıkça görülmektedir.
Bu problemin alt tabaka ile modellenmesi gerilim şiddet çarpanlarının zamana ve farklı FDM tiplerine göre davranışlarını etkilemeyecek fakat kaplamanın altına uygulanacak olan kısıtlamadan dolayı büyüklüklerinde azalmaya yol açacaktır [9].
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Şekil 5 .   Tabakanın 361 eleman ve 1714 düğüm noktasından oluşan sağ simetrik    yarısının sonlu elemanlar  modeli ,  
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Çatlak boyunun gerilim şiddet çarpanları üzerindeki etkisi farklı FDM tipleri için Şekil 9, 10 ve 11`de verilmiştir. Bu grafiklerden çıkarılacak en önemli sonuç bütün FDM tipleri için gerilim şiddet çarpanlarının büyüklüğünün çatlak boyu arttıkça azalmasıdır. Diğer bir deyişle küçük çatlakların ısıl şok altında daha tehlikeli olmasıdır. Farklı çatlak boyları için de gerilim şiddet çarpanları zaman ile maksimum bir büyüklüğe ulaşmakta ve sonra azalmaktadır. Gerilim şiddet çarpanlarının maksimum büyüklüğe ulaştığı zaman aralığı çatlak boyu büyüdükçe artmaktadır.
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Şekil 1. Başlangıçta Tilk sıcaklığında olan ve Tçevre sıcaklığına soğutulan 


 y=0 ve (x=0±, y≥ L-a) `da yalıtılmış sonsuz uzunlukta tabaka.





Şekil 2. 10 – düğümlü kübik üçgen eleman ve izoparametrik koordinat sistemine izdüşümü.
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Şekil 3. Kenar çatlağı ve çatlak ucunda kutupsal koordinat sistemi.





� EMBED Equation.3  ���





; Köşe düğüm noktasından sıfırlama


; Köşe düğüm noktasından sıfırlama


; Köşe düğüm noktasından sıfırlama


; Eleman kenarından sıfırlama 


; Eleman kenarından sıfırlama


; Eleman kenarından sıfırlama (19) 





�


Şekil 4. Young modülünun farklı FDM tipleri (p`ler) için tabakanın kalınığı boyunca dağılımı.














�


Şekil 11. Boyutsuz gerilim şiddet çarpanının farklı çatlak boyları için boyutsuz zamana göre değişimi, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, p=1000, � EMBED Equation.3  ���.
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Şekil 6. Çatlak ucundaki boyutsuz sıcaklığın farklı FDM tipleri için boyutsuz zamana göre değişimi � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, Biot sayısı=� EMBED Equation.3  ���.
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Şekil 7. Boyutsuz gerilim şiddet çarpanının farklı FDM tipleri için boyutsuz zamana göre değişimi,� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.





Şekil 8. Tabakanın ve kenar çatlağının sağ simetrik yarısının farklı zamanlardaki görünümü, p=1, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.
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t*=1.8
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Şekil 10. Boyutsuz gerilim şiddet çarpanının farklı çatlak boyları için boyutsuz zamana göre değişimi, � EMBED Equation.3  ��� , � EMBED Equation.3  ���, p=1, � EMBED Equation.3  ���.
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Şekil 9. Boyutsuz gerilim şiddet çarpanının farklı çatlak boyları için boyutsuz zamana göre değişimi, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,  p=0.001, � EMBED Equation.3  ���.
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