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Oz

Regresyon analizinde, katsayilar1 tahmin etmek i¢in en yaygin olarak kullanilan yontem, En kiigiik kareler
(EKK) yontemidir. Bu yonteminin kullanilabilmesi i¢in degiskenler arasinda iligski olmamasi gerekir. Agiklayict
degiskenlerin birbirleriyle iligkili oldugu durumlarda EKK tahmin yonteminin kullanilmasi yanlis model
bulgularina ve kullanimina neden olur. Bu tiir birbiriyle bagimlilik gdsteren bagimsiz degiskenlerle analiz
yapmak i¢in farkli yanli tahmin ediciler gelistirilmistir. Literatiirde, yaygin olarak kullanilan yanli tahmin
ediciler, gerek gergek veri gerekse Monte Carlo simiilasyonu yapilarak kendi aralarinda karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: EKK, Coklu dogrusal baglanti, Ortalama karesel hata, Liu-tipi tahmin edici, Jackknife
tahmin edici

A Study on the Use of Jackknife Method in Biased Estimates

Abstract

In the regression analysis, the most widely used method for estimating the coefficients of the ordinary least
squares (OLS) method. For this method to be used, there should be no relationship between variables. In cases
where explanatory variables are related to each other, the use of OLS estimation method will lead to incorrect
model findings and usage. Different-sided estimators were developed to analyze with such interdependent
independent variables. In the literature, commonly used biased estimators are compared among themselves by

performing real data and Monte Carlo simulation.

Keywords: OLS, Multicollinearity, Mean Squared Error, Liu-type estimators, Jackknife Estimators

1. Giris

Degiskenler arasindaki iliskiyi modellemek
ve incelemek i¢in kullanilan istatistiksel bir
teknik olan regresyon analizi, miihendislik,
fizik ve kimya bilimleri, iktisat, yOnetim,
yagsam ve biyoloji bilimleri ve sosyal bilimler
gibi hemen hemen tim  alanlarda
kullanilmaktadir. Regresyon analizi en
yaygin olarak istatistiksel tekniklerden biridir
(Montgomery, 2006 page 1).

Dogrusal regresyon modeli n gozlemli, p
bagimsiz degiskenli ¢oklu dogrusal regresyon
modeli,

y=XB+e¢ (1)

* Sorumlu Yazar: ncelebiyil@gmail.com

Bi¢iminde tanimlanir. y, (nx1)  boyutlu
bagimli degisken vektori, X is a (nxp)
stokastik olmayan girdi matrisi, B is (px1)
bilinmeyen regresyon katsayilar vektorii, ve e,
(nx1)’lik E(e)=0 ve Var(e)=c"2 kosullarini
saglayan rasgele hatalar vektoriidiir.

Regresyon katsayilarini tahmin etmek igin
yaygin olarak kullanilan istatistiksel yontem
en kiigiik kareler (EKK) yontemidir. EKK
yontemi yanit degiskeninin gercek degeri ile
tahmin degeri arasindaki fark olarak
tamimlanan  arttk  degerlerinin  kareler
toplaminin minumum yapilmasiyla parametre
tahminlerinin elde edildigi bir yontemdir.
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Orneklemden elde edilen bu regresyon
denklemi ile degiskenler arasinda var olan
sebep-sonug iligkisini belirlemenin yaninda
ileriye yonelik tahminler yaparak ¢ikarimlar
yapilmasint saglamaktadir. EKK teknigi,
regresyon  analizinde  sabit  varyans
(homoscedasticity) varsayiminin saglanmasi
durumunda kullanilmas1 uygun olan ve
degiskenler arasindaki fonksiyonel iligkiyi
modellemede en ¢ok kullanilan yontemlerden
biridir.

Ancak, EKK yonteminin dogru sonuglar
vermesi i¢in ¢esitli varsayimlarin saglanmasi
gerekmektedir. Bunlardan biri bagimsiz
degiskenler arasinda iligki olmamasidir. Ama
gercekte bu durum her zaman
saglanmayabilir. Bdyle durumlarda, EKK
tahmin yonteminin kullanilmasi yanlig model
bulgularina ve kullanimina neden olur (Farrar
ve Glauber, 1967). Bu tiir birbiriyle bagimlilik
gosteren bagimsiz  degiskenlerle analiz
yapmak i¢in ¢esitli yontemler gelistirilmistir.

En popiiler olanlardan biri, Hoerl ve Kennard
tarafindan Onerilmis olan ridge regresyon
(RR) yontemidir (Hoerl ve Kennard, 1970).
Bu yontem XA X matrisinin kosegen
elemanlarina pozitif kiicik k degerleri
ekleyerek kosul sayisini kiigiiltmeyi amaglar.

k) =X'X+kD™ X'y k>0

Swindel (1970) ridge tahmin edici ile dnsel
(prior) bilgiyi birlestirerek diizeltilmis ridge
regresyon tahmin ediciyi onermistir.

B(k,b) = (X'X + kD' (X'y+kb) k=0

Burada b, p boyutlu stokastik olmayan bir
vektor olup B lizerindeki on bilgiyi temsil
edecek sekilde se¢ilmelidir.

Sarkar (1996) ridge regresyon yontemi ile
kisitlanmis en kiiclik kareler yoOntemini
birlestirerek kisitli ridge regresyon yontemini
Oonermis ve Hata kareler ortalamasi (HKO)
kriterine goére yoOntemlerinin etkinliklerini
karsilagtirmistir.

B = Wh W = (I, + k(x'X)™1) ",
k>0

Crouse, Jin ve Hanumara (1995) EKK ile 6n
bilginin konveks kombinasyonu olarak yansiz
ridge tahmin ediciyi onermistir.

BKLT) = (X'X + kD) X'y +k]) k=0

Dogrusal regresyon modelinde ¢oklu dogrusal
baglanti problemi ve onun istatistiksel
sonuglar  lizerindeki  etkisi  ¢ok 1yl
bilinmektedir. Bu problemi ortadan kaldirmak
icin farkli galigmalar Onerilmistir. Baye ve
Parker (1984) ridge ve temel bilesenler
tahmin edicilerini birlestirerek r — k simf
tahmin ediciyi onermistir.

B.(k) = T.(T,'X'XT, + kI,)7'T,' X'y k>0

Nomura ve Ohkubo (1985) r — k sinif tahmin
ediciyi EKK ve ridge tahmin ediciler ile skaler
HKO anlaminda karsilagtirmistir. Sarkar
(1996) ise r — k smif tahmin ediciyi EKK,
ridge ve temel bilesenler tahmin ediciler ile
matris HKO anlaminda karsilagtirmistir.

Coklu dogrusal baglant1 problemini ortadan
kaldirmak i¢in Liu (1993), Stein (1956)
tahmin edici ile ridge tahmin ediciyi
birlestirmis ve

Ba=X'X+D(X'y+df) 0<d<1

tahmin edicisini 6nermistir. Bu tahmin edici
Akdeniz ve Kagiranlar (1995) ve Gruber
(1998) tarafindan Liu tahmin edici olarak
adlandirilmistir. Liu tahmin edicisinin, ridge
tahmin edicisine gore istiinligi d’nin bir
dogrusal fonksiyonu olmasidir.

Liu (2003) ¢oklu dogrusal baglant1 problemini
¢ozmek amaciyla Liu-tipi tahmin edici
denilen yeni bir tahmin edici dnermistir:

Bire = (X'X + kD)™Y(X'y + dp)
k>0 —oo<d<o

Arastirmacilar tarafindan Onerilmis ¢ok
sayida yanli tahmin edici vardir. Yanl tahmin
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edicilerin, yanliligin1 azaltmak amaciyla
iiretilmis olan Jackknife teknigi, Quenouille
(1956) tarafindan oOnerilmis ve Tukey’in
gelistirdigi bir tekniktir (1958). Bu yontem,
kitle parametrelerinin tahmin edilmesinde,
orneklem hatasinin minimuma
indirilmesinde, tahmin edicinin sapmasinin
hesaplanmasinda kullanilmasina ek olarak
giiclii gliven aralilart olusturulmasi amacina
yonelik gelistirilmistir.

Onyiikleme gibi  Jackknife parametrik
varsayimlar kullanmak yerine Orneklem
degiskenliginin agiklanmas1 yoluyla elde
edilen tahmin edicilerin giivenilirligini
arttirmaya  yoneliktir. Jacknife yOntemi
gozlem sayisinin az oldugu durumlarda
hesaplanmasi kolay oldugundan standart hata
tahmini i¢in kullanilabilmektedir. Ancak
Jackknife teknigi 6rnegin degiskenligini farkli
bir yolla agiklamaya ¢alisan bir yontemdir.
Hinkley genel olarak Jackknife tekniginin
birka¢ istisnai durum disinda, dengeli
modeller icin uygulanabilecegini, dengeli
olmayan modeller i¢in de agirlikli Jackknife
tekniginin uygulanmasini onermistir
(Hinkley, 1977). Yontemin esasini olusturan
fikir, deneysel veri yardimiyla, bilinmeyen
parametrenin istatistiksel tahminini bulmak
icin kullanilmasidir (Hongchang and Yuhe,
2013).

Jackknife tekniginin, yanli tahmin edicisinin
yanliligini azaltmak amaciyla pek ¢ok
aragtirmact tarafindan tercih edildigi ve
ozelliklerinin ¢alisildig1 goriilmektedir.

2. Jackknife Liu-tipi Tahmin Edici

X'X matrisinin 6zdegerlerinin kdsegen matrisi
A =diag(A4,43, ..., 4,) ve X matrisinin
ortonormal &zvektorleri olan T orthogonal
matris olmak {izere, (1) modelin

y=XTT'B+e=2Zy+¢ (@)

yazabiliriz. Z=XT, y=T'B ve Z'Z=A
olmak iizere , y’nin E.K.K

V=@ Zy=1""2"y @)

dir. Liu (2003) tarafindan 6nerilen y’nin LTE
tahmin edicisi asagidaki gibi tanimlanmustir.

Pirele,d) = (A+kD™NZ'y—dp)  (4)
=(A+kD)Y(Z'y—dA1Z'y)
=[I- (A+kD Y k+d)]y
=F(k,d)y ()

k>0ve—-o0<d<+o

Burada, F(k,d)=(A+ kD) (A —dI)
olmak tizere, LTE tahmin edicinin yanlilig1 ve
kovaryansi

Yan(Prg) = [(F(k, d) — Dy] (6)
Kov(¥1rg) = 0*F(k,d)A™'F (k,d)’ (7)

dir. i . gézlemin ¢ikartilmasiyla (z;,y;) , elde
edilen Jackknife tahmin edici,

A 1z;z/A71

1—zl A1z

Vire_;(k,d) = (A —ziz))™"

(A—zz) ' =471+

= A_lZ'y - A_lziyl- +

A_lzizl-'A_1 , Alzz] A7t
1-zA"1z 1—za—1g
A_lz'(Y'—Z"T/LTE(k,d))
_a -1 i\Yi—%
=Yre(k,d) — A7z 1-2/A-1z,
~ A"lze;
= Yrre(k,d) — —1_,/;,1 (8)

1

z{ , Z matrisinden i.satirin silinmesiyle elde
edilir. e =Yy — Z{?LTE(k’ d),

Liu-tipi artik,
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w; = z]A 1z
uzaklik faktoradir.
At =(A+kD)TU —dA™Y) = F(k,d)A™.

Sifirdan farkli w; , modeldeki denge
eksikligini ifade etmektedir.
Agirliklandirilmig sahte (pseudo) degerler

Qi = Vire(k, d)
+n(1 = w) (Prrs k)

— Pure_ (e, d))

dir. Agirliklandirilmis  Jackknife Liu-tipi
tahmin edici

. 1 "
Yire(k,d) = ;2?:1 Q; =Vire(k,d) +
AT YRz e (9)

n

z zieg= ) z;(yi — 2Pk, d)) =

n
i=1 i=1
(I-AN)Zy

Vire(k, d) = Prrp(k, d) + A7y —
ATYAATZ'y = (21 = A7 NDPre(k,d) (10)

dir.
Burada

[—-AN=1-UA+kD*A-dD) =1-
F(k,d) yazilabilir. Buradan

?]LTE(k» d) = (2l - F(k, d))?LTE (k,d) (11)
?]LTE(k» d) = (2l - F(k, d)) F(k, d))? (12)

elde edilir. §;rg(k,d)’nin  yanliigi ve

varyansi

Van (furs(kd)) = (= F(k, )%y (13)
Cov (?]LTE(k, d)) =02(2] -

F(k,d)) F(k,d)A™1F(k,d)' (2] — F (k,d))'(14)
dir.

JLTE ve LTE’nin, Hata Kareler Ortalamasi
Matrisi (HKOM)

HKOM (V}LTE (k, d))
= Kov (?]LTE (k, d))
+ Yan (?]LTE (k, d)) Yan (?/LTE (k, d)),

=0%(2I -
F(k,d)) F((k,d)A"*F(k,d)' (21 —
F(k,d)) + (I — F(k, d))2yy'(I —

F(k,d))? (15)
HKOM($yrg) =  o2F(k,d)A " F(k,d) +
(F(k,d) — DBB'(F(k,d) — 1) (16)
dir.

2.1. Diizeltilmis Jackknife Liu-tipi Tahmin
Edici (DJLT)

Yanlilig1 azaltmak ve ¢oklu baglant1 problem
ile karsilasilmasi durumunda, Yildiz (2018)
tarafindan yeni bir tahmin edici onerilmistir.
Bu tahmin edici

Your(k,d) =[1 — (k +
d)? A+ kD72*[I - (k +
A A+ kD™ y

A7)

dir. Diizeltilmis Jackknife Liu-tipi (DJLT)
tahmin edici (12) numarali denklemde EKK
tahmin edicisi yerine Liu-tipi tahmin edici
konularak elde edilmistir. Pp;.7g(k, d) nin
yanliligi, varyans ve HKOM” si

Yan (?D]LT(kr d))
=—(k
+d)(A+ kDIW (A
+ k) ly

Kov (?D]LT(k; d)) = 02¢A_1¢,

HKOM (7p;7(k, d))
— 02¢A_1¢'
+(k+dD*A+kDTW(A
+ kD) Yyy'[(A+ kKD™w (A
+ kD7)

dir.
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Burada W =1+ (k+d)(A+ kD)™ - (k +
d)2(A+ kD)2 =1+ F(k,d) — F(k,d)?
ve ® = (21 — F(k,d))F(k,d)? dir.

3. Bulgular

Bu bolimde LTE, JLTE ve DJLT tahmin
edicileri, ¢oklu baglantinin degisik dereceleri
icin Monte Carlo simiilasyon c¢alismasi ile
karsilastirilmistir.

Liu (2003) ve Kibria (2003) tarafindan
Onerilen

1

xij = (1 =y 2z + yzyp,
1

yi =1 —y2) "2z + vz

i=12,..,n j=12,..,p (18)

Aciklayict degiskenler ve yanit degiskenleri
(18) denklemi ile tretilecektir. Burada z;;
bagimsiz standart normal dagilima sahip
rasgele say1, p korelasyon, y? herhangi iki
degisken arasindaki korelasyonu gosterir. Bu
caligmada  degisik  derecelerdeki  coklu
baglantinin tahmin ediciler lizerindeki etkisini
gormek icin 3 farkli korelasyon katsayisi
olarak y =0.80,0.90,0.99 ele alinmustir.
Orneklem genisligi n = 30,50 ve 100 olmak
iizere U¢ farklt Orneklem c¢ap1 secilerek
uretilmistir. (k,d)'nin ¢ farkl
kombinasyonu (0.8, 0.5), (1, 1.5), (1.5,1)
kullanilmigtir. Bu simiilasyon calismasinda
ayrica tahmin edicilerin hata varyansindan
etkilenip etkilenmedigini gormek i¢in 3 farkli
standart sapma incelenmistir o = 0.5; 1.0; 5.
Her bir y,62 ve n icin deney 1000 kere
tekrarlanmistir. LTE, JLTE ve DJLT tahmin
edicilerinin, ¢oklu baglantinin  degisik
derecelerdeki HKOM degerleri
hesaplanmigtir. Simiilasyon sonuglar1 Tablo
I’de verilmistir. Coklu baglant1 derecesi
artttkca HKOM degerlerinde genel bir artig
oldugu goriilmektedir. Aciklayici degiskenler
ciddi bi¢imde es-dogrusal oldugunda,

DJLT'nin  performansinin  rakip tahmin
edicilerin performansindan c¢ok daha 1iyi

oldugunu goriilmektedir.

HKOM degerleri karsilastirildiginda en kiiglik
HKOM degeri DJLT tahmin edicisine ait
oldugu goriilmektedir.

Tablo 1. k ve d nin farkli degerleri i¢in LTE,
JLTE ve DJILT tahmin edicilerinin HKOM

degerleri

n| p o |LTE |JLTE |DILT

080 |05 |0.1121 |0.3392 |0.0904

30 1 0.0956 | 0.2613 | 0.0741

5 0.0914 | 0.2490 | 0.0688

k=08, 090 |05 |0.0706 | 0.2425 | 0.0485
d=0.5)

50 1 0.0726 | 0.2587 | 0.0493

5 0.0653 | 0.2289 | 0.0450

099 |05 |0.1481 |4.6439 |0.0853

100 1 0.1394 | 4.3770 | 0.0778

5 0.1490 | 4,6788 | 0.0849

080 |05 |0.0931|0.6202 |0.0116

30 1 0.0881 | 0.5999 | 0.0113

5 0.0933 | 0.6420 | 0.0116

(k=1, 090 |05 |0.0755|0.6860 | 0.0118
d=15)

50 1 0.0781 | 0.6986 | 0.0122

5 0.0749 | 0.6646 | 0.0122

099 |05 |0.2825 |35.6115 | 1.2646

100 1 0.2821 | 33.8837 | 1.2842

5 0.2908 | 35.2365 | 1.3827

080 |05 |0.2060 | 2,2258 | 0.2011

30 1 0.1971 | 2.1363 | 0.1948

5 0.1867 | 2011 | 0.1793

(k=15 090 |05 |0.0656 |0.6192 | 0.0127

d=1

: 50 1 0.0667 | 0.6059 | 0.0126

5 0.0640 | 0.6192 | 0.0127

099 |05 |0.1320 | 9.8024 | 0.0957

100 1 0.1389 | 10.5546 | 0.1087

5 0.1294 | 9.5630 | 0.1025
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4. Sonuc¢

Bu c¢alismada, LTE ve JLTE avantajh
istatistiksel  ozelliklerinden yararlanilarak
onerilen DJLT tahmin edicisinin etkinligini
aragtirllmistir. Farkli O6rneklem genislikleri,
korelasyon katsayilari, standart sapma ve (k,
d) degerleri i¢in hesaplanan, skaler HKOM
degerlerine gore tahmin edicilerin
performanslari karsilastirilmistir

Yapilan simiilasyon calismasinda 6rneklem
biiytikligii 30,50 ve 100 olmak iizere ti¢ farkl
deger, p> nin 0.80, 0.90 ve 0.99 degerleri,
o’nin 0.5, 1 ve 5 gibi degerleri i¢in tahmin
edicilerin HKOM degerleri hesaplanmuistir.
(k=0.8, d=0.5) i¢in tahmin edicilerin degerleri
karsilastirildiginda  6rneklem  biiyiikliikleri
sabit, p ve o nin degerleri arttikga tahmin
edicilerin degerleri azalmaktadir. Tahmin
edicilerin HKOM degerlerini
karsilagtirdigimizda en  biliylk degerin
JLTE’ye ait oldugu gortilmektedir. LTE ile
DIJLT degerleri karsilastirildiginda ise en
kiicik degerin DJLT’ye ait oldugu
goriilmektedir. Orneklem biiyiikliigii arttikca
tahmin edicilerin degerlerinde azaldig1, p ve o
nin degerleri arttikca en biiylik degisimin
JLTE’ye ait oldugu goriilmektedir.

(k=1, d=1.5) i¢in benzer yorumlar1 yapilabilir
fakat orneklem biiytikligii 100 ve p = 0.99

icin tahmin edicilerin degerlerine bakildiginda
DJLT tahmin edicisi hari¢ diger iki tahmin
edicinin degerlerinde ciddi bir artis oldugu
goriilmektedir. DIJLT degerlerine
baktigimizda artis miktarinin ¢ok kiigiik
oldugu i¢in DJLT tahmin edicisinin diger
tahmin ediciler ile karsilastirildiginda daha
robust oldugunu sdyleyebiliriz.

(k=1.5, d=1) degerlerine baktigimizda
orneklem biiyiikliigii artik¢a tahmin edicilerin
degerlerinde azalma oldugu goriilmektedir.

Elde edilen sonucglara gore, dogrusal
baglantinin  derecesi artmasina ragmen
bundan en az etkilenmenin DJLT tahmin

edicisinde oldugu goriilmektedir. Bu nedenle,
DILT belirli kosullar altinda LTE ve JLTE'
den daha iistiin oldugunu sdyleyebiliriz.
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