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Oz

Padovan-circulant-Hurwitz dizisi ve Padovan-circulant-Hurwitz matrisi Adigiizel vd.
tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢alismada Padovan-circulant-Hurwitz matrisinin m modiiliine
gore indirgenmesi suretiyle bu matris lirete¢ olarak segilerek devirli gruplar elde edilmistir.

Ayrica iiretilen devirli gruplarin mertebeleri ile dizinin m modiiliine gore periyotlar1 arasinda
bagintilar olusturulmustur.

Anahtar Kelimeler: Circulant Matris, Dizi, Periyot

Padovan-circulant-Hurwitz Sequences Modulo m

Abctract

The Padovan-circulant-Hurwitz sequence and the Padovan-circulant-Hurwitz matrix were
defined by Adigiizel et al.. In this work, we consider the cyclic groups which are generated
by the multiplicative orders of the Padovan-circulant-Hurwitz matrix when read modulo m.
Also, we study the Padovan-circulant-Hurwitz sequence modulo m and then we obtain the
relationship among the periods of the Padovan-circulant-Hurwitz sequence modulo m and
the orders of the cyclic groups obtained.
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1. Giris karsihk gelmektedir. Indirgemeli diziler
' cebirsel yapilara ilk olarak Wall (1960)
Indirgemeli bir dizinin « modiline gore (arafindan tagmmustir. Wall, bu calismasinda
periyodu aym zamanda bu dizinin @ -inCi  devirli gruplarda klasik Fibonacci dizilerini
mertebeden bir devirli gruptaki periyoduna incelemistir. Gruplarda indirgemeli diziler
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daha sonra
yapilan caligmalarla ¢esitli  indirgemeli
dizilerin farkli grup ailelerinde incelenmesi
seklinde genisletilmistir (Aydin ve Aydin,
1998; Campbell vd., 1990; Deveci, 2015;
Deveci, baskida; Knox, 1992; Li ve Wang
2006; Ozkan vd., 2003).

iizerine olusturulan konsept,

2. Materyal ve Metot

vd., Padovan-circulant-Hurwitz
dizilerini n>1 igin sirasiyla asagidaki gibi
tanimlamislardir:

Adigiizel

a'(l)=a'(2)=a'(3)=0 ve a'(4)=1

baslangi¢ degerleri olmak {izere

a'(n+4)=a'(n+2)-a’(n+1)+a’(n), (1)

a’(1)=a’*(2)=a*(3)=a’(4)=0 ve a’(5)=1
baslangi¢ degerleri olmak lizere
a’(n+5)=-a’(n+2)+a’(n+1)+a’(n), (2)

a’(l)=a’(2)=a’(3)=a’(4)=a’(5)=0 ve

a’(6)=1 baslangi¢ degerleri olmak iizere
a’(n+6)=-a’(n+3)+a’(n+2)+a’(n), (3)

a‘(l)=a‘*(2)=a"(3)=a‘(4)=a’(5)=0 ve

a*(6)=1 baslangi¢ degerleri olmak iizere

a'(n+6)=a*(n+3)-a’(n+2)+a’(n). (4)
(1), (2), (3) ve (4) ifadeleri yardimiyla, birinci,
ikinci, lg¢lincii ve dordiincii tiir Padovan-
circulant-Hurwitz dizileri i¢in Companion
matris formundaki {irete¢ matrisleri sirasiyla;

01 -1 1
PH<1>:1000,

01 00

00 10
0 0 -1 1 1]
10 000
PH?=/0 1 0 0 0},
00 100
00 0 1 0]
[0 0 -1 1 0 1]
1 0 0O0O0O
F)H(\,,):01oooo
00 1000
00 0100
00 00 1 0]

ve

0 01 -1 0 1]
1 00 00O
PH(4>=010000
001 00O
000 100
000 01 0]

seklinde tanimlanmus olup, PH®, PH®

PH® ve PH“ matrisleri sirastyla birinci,
ikinci, Ug¢ilincli ve dordiincii tiir Padovan-
circulant-Hurwitz matrisleri olarak
adlandirlir.

k=1234 icin a‘(a) notasyonu a

seklinde gosterilsin. & >3 i¢in ¢ iizerinden
a

timevarim yontemi uygulanarak (PH(l))

(PHY", (PH®)" ve (PH™)" matrisleri;
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1 1 1 1 1
s Qs b2 "8 8gis
1 1 1 1 1
PH o\* aa+3 aa+4 a(z+1 - a(z+2 aa+2
| Al 1 1 a1 1 !
aa+2 aa+3 aa aa+1 aa+l
1 1 1 1 1
8 A 8,18, a,
2 2 2 2 2 2
a'a+5 aa+6 a'nz+7 a{z+3 + aa+4 a‘a+4
2 2 2 2 2 2
“ aa+4 aa+5 aa+6 aa+2 + aa+3 aa+3
@\ _| 52 2 2 2 2 2
(PH Sl 83 B Bgus a1, A, |
2 2 2 2 2 2
aa+2 aa+3 a(x+4 azx + aa+1 aa+1
2 2 2 2 2 2
aa+1 aa+2 aa+3 a(zfl + aa aa
[543 3 3 3 3 3 3
aa+6 aa+7 aa+8 aa+3 + aa+5 aa+4 aa+5
3 3 3 3 3 3 3
aa+5 aa+6 aa+7 aa+2 + aa+4 aa+3 aa+4
3 3 3 3 3 3 3
PH (3\* _ Qs Qs Qe 8t A,
lad, &, &, al+a’, a, a,|
a+3 a+4 a+5 a a+2 a+l a+2
3 3 3 3 3 3 3
azz+2 aa+3 aa+4 aafl + aa+1 aa aa+1
3 3 3 3 3 3 3
_aa+1 aa+2 aa+3 aa72 + aa aafl aa
ve
[ L4 4 4 4 4 4 4
aa+6 aa+7 aa+8 aa+3 - aa+5 aa+4 aa+5
4 4 4 4 4 4 4
aa+5 aa+6 aa+7 aa+2 - azz+4 aa+3 aa+4
4 4 4 4 4 4 4
PH @\* _ Qs s Qs B85 Ay Qg
lat, a', a', a‘-a’ al, al
a+3 a+4 a+5 o  %a+2 a+1 a+2
4 4 4 4 4 4 4
aa+2 aa+3 aa+4 aafl - aa+1 aa aa+1
4 4 4 4 4 4 4
_aa+1 aa+2 aa+3 aa72 - aa aafl aa i
seklinde elde edilmistir. Burada

det(PH®)" =(PH®)" =(PH")" =(-1)"
ve det(PH(Z) )a =1 oldugu agiktir.

3. Bulgular

g; ler tam sayilar olmak tizere verilen bir

A= [aij] matrisi igin, A nin her elemaninin

moda ya gore indirgenmesi A(moda)

seklinde ifade edilir. Yani
A(modar) = (a; (mode)) dir.
<A>a = {Ai (mode)|i > 0} olmak  fiizere

obeb(c,det A)=1 ise, o zaman (A) bir

devirli gruptur. <A>a devirli grubunun
mertebesi  |(A) | ile gosterili. PH,
(k=1,2,3,4)
detPHY =detPH® =detPH¥ = -1 ve
det PH® =1 oldugundan m nin tiim pozitif

tam say1 degeri igin <PH(1)>m, <PH(2)>m,

matrisleri icin

<|:>|-|(3)>m ve <PH(4)>m devirli gruplardir.

Teorem 2.1: r bir asal say1 ve k=1,2,3,4
icin <PH(k)> _ devirli gruplar olsun. Eger U,

o),

biiytik pozitif tam say1 ise bu takdirde v>u

icin KPH wy (PH (”M esitligi

yazhr. Ozellikle [(PH®) |#[(PH®)

_ KPH “) ‘ esitligini saglayan en

— rV—LI .

ise,

her v>2 igin |(PHY)

olur.

Ispat: k=1 igin <PH(1)> - devirli grubunu
ele alalim. Farzedelim ki t pozitif bir tamsay1

olsun ve ‘<PH(1)>rm

: h(rm) ile gosterilsin.
Eger (PH ® )h(rm) =1 (modr"*) ise

h rt+1
(PH(l))( I (modr') dir. Burada I,
4x4 tipinde birim matristir. Boylece h(rt)

nin h(r“l) y1 boldiigii gorillmektedir. Ayrica

(PH® )“(“) =1 +(m 1) esitligi yamlarak

binom a¢ilimindan
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elde edilir ki, bu da h(r“l) nin h(r‘)-r

tarafindan  bollinebilir  oldugu  gosterir.
Bundan dolayr h ( r”l) =h (r‘ ) yada
h(r*)=h(r')-r dir. Ancak

h(r”l) = h(r‘t ) r esitliginin saglanmasi r
(1)

tarafindan boliinemeyen bir m;’ nin var

olmasi ile miimkiindiir. U, h (r) = h(r“)
esitligini saglayan en biiylik pozitif tamsay1
oldugundan h ( r' ) #h ( r”*l) esitsizligi yazilir
Ki bu esitsizlik, r tarafindan béliinemeyen bir

u+1)

m! nin  mevcut

i oldugunu gdsterir.
Dolayisiyla h ( r””) #h (r“*z) sonucu elde
edilir .
kullanilarak ispat tamamlanir.

U Tlzerinden tlimevarim yontemi

k =2,3,4 i¢in ispat benzer sekildedir.

{a%} Padovan-circulant-Hurwitz tipli diziler

bir M modiiline gore indirgenirse, tekrar
eden,

dizisi elde edilir ve
k

al(m)=al(modm) dir.

24

Teorem 2.2: k=12,3,4 igin

tat ()]

dizisi basit periyodik bir dizidir.

Ispat: Farz edelim Ki
T={(t,t,,...t,)|0<t;<m-1} olsun. Bu

durumda |Q|=mk dir. Q,, nin elemanlarinin

m“ tane farkli K -tiplisi mevcut oldugundan,

bu K -tiplilerden en az bir tanesi {ak(m)}

a

dizisinde iki kez ortaya ¢ikar. Bundan dolay1
bu Kk -tiplileri takip eden alt dizi tekrarlanir.

Dolaysiyla dizi periyodiktir. 1> j olmak

uzere

a*(my=al*(m),a*(m)=al?(m),...,a/" (m)=a)"
ise i=j(modk) oldugu sonucuna ulasilir.
Padovan-circulant-Hurwitz dizilerinin
tanimindan

esitligi elde edilir ki bu da {a; (m)} dizisinin

basit periyodik oldugunu gosterir.

{af(m)} dizisinin periyodu S*(m) ile

a

gosterilsin.

(5), (6), (7) ve (8) matrisleri i¢in her m pozitif

tamsayilari ve k=1234 icin

s (m)=|(PH®)

Teorem 2.3: p, ler farkli asal sayilar1 olmak

elde edilir.

lizere m :li[(pi)ri , (u=1) olsun. O zaman
i=1

sk (m):okek[sk ((pl)rl),Sk (( P, )" ),...,S" ((Pu )" )J
dir.

. ) K
Ispat: {a(pi

)q(m)} dizisinin  periyodu
Sk<( P, )r) oldugundan bu dizi sadece

l-Sk((pi)r'),

bloklarda tekrar eder. Ayn1 zamanda sk (m) ,

(/16 N)

uzunlugundaki

{az (m)} dizisinin periyodu oldugundan, her
. o e .. k i - k

I degeri i¢in {a(pi)“ (m)} dizisi S*(m)
terimde bir defa tekrar eder. Béoylece, her i
degeri igin S*(m) periyodu A4-S*(m)
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seklinde olup bu say1 {az(m)} dizisinin

periyodu vermektedir. Dolayisiyla

Li, K., Wang, J. 2006. “k-Step Fibonacci
sequence  modulo m”,  Utilitas
Mathematica, 71, 169-177.

gk (m) :okek[S" (( pl)ﬁ)’sk (( pz)rz ),,,,,Sk (( n, )ru )} Ozkan, E., Aydln, H., Dikici, R. 2003. “3-step

esitligi elde edilir.
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