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Anahtar kelimeler Bu makalede karsilikli etki tepki igindeki iki soniimlemeli sistemin beraber (kollektif- eslenmis)
Eslenmig Lie cebirleri;  hareketinin analizi Gzerine bir yéntem 6neriyoruz. Asikardir ki; eslenmis hareketi kontrol eden

Metriplektik sistemler;  diferansiyel denklemler iki sistemin denklemlerini bir arada yazmak disinda karsilikli etki tepkinin

Rayleigh sdniimlemesi;  dogurdugu fazladan terimler icerecektir. Karsilikli etkiyi belirleyen ilave terimler, Lie cebirlerinin karsilikli

Cartan—Killing metrigi  etkisi ile Giretilecektir ve bu sekilde piir gecometrik/cebirsel bir insa gerceklestirilecektir. Sonrasinda elde
ettigimiz sonuglar 3 ve 4 boyutlu 6rneklerde gosterecegiz.

On Matched Pair of Dissipation Systems

Abstract

In this work we propose a method to analyse the collective motion of two mutually interacting
dissipative systems. It is obvious that; the differential equations controlling the matched motion will
) include extra terms generated by the mutual interactions, apart from writing the equations of the two
Rayleigh Dissipation;  systems together. These additional terms will be produced in this work by the mutual actions of Lie
Cartan-Killing metric algebras, and in this way a pure geometric / algebraic construction will be realized. We shall then
illustrate our results on 3 and 4 dimensional examples.
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Matched Lie Algebras;
Metriplectic Systems;
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1. Giris Coupling" bas harflerinden olusur. Bu geometrik
yapli, metriplektik adiyla daha 6zel bir gosterime de
sahiptir (Kaufman 1984, Morrison 1984). Tersinir
olmayan, sdnimleme terimleri, Poisson cercevesi ile

Hamilton sistemler icin dinamik, bir Poisson
cercevesi ve Hamilton fonksiyonu vasitasiyla

tanimlanir. Klasik modellerde Hamilton fonksiyonu

toplam enerji olarak ifade edilir ve Poisson belirli uyumluluk sartlari saglayan bir simetrik

cercevesinin ters simetri 6zelligi nedeniyle hareket cerceve marifetiyle belirlenir ~ (Mielke 2011).

boyunca korunur. Bu 6zellik bize tersinir bir hareket Detaylarina metnin icinde deginilecek olan bu

sunar yapida Ozetle Poisson cergevesi tersinir hareketi

belirlerken, simetrik cerceve ise soniimlemeyi

Tersinir olmayan, o6zellikle de entropinin arttig belirler.

denge durumundan uzak termodinamik sistemler

icin, Hamilton formilasyonu tek basina sistemin Bu calismamizda  karsilikli - etki icindeki iki

geometrizasyonu icin yeterli degildir. Literatirde bu sénumlemeli sistemin eslenmesi problemine bazi

tip tersinir olmayan sistemlerin geometrik analizi cevaplar dretmeye calisacagiz. Asikardir ki; karsihikl

icin GENERIC formiilasyonu meveuttur (Grmela etki icindeki iki sistemin ortak hareketinde, butilini
1984a, Grmela 1984b, Grmela and Ottinger 1997,
Pavelka et al. 2018). GENERIC, "General Equation

for Non-Equilibrium Reversible-Irreversible

olusturan parcalar bireysel hareketlerini
sirdiremeyecektir.  Hareketi  kontrol eden
diferansiyel  denklemler de iki  sistemin
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denklemlerini bir arada yazmak disinda karsilikh
etkinin dogurdugu fazladan terimler icerecektir.

Karsilikli etki tepki icindeki Lie-Poisson formunda
verilen, séniimleme icermeyen, iki Hamilton sistemi
(Esen ve Satli 2016)
calismamizda gosterilmisti. Bu makalede karsilikh

icin eslenme problemi

etki icindeki (Rayleigh tipi ve Cartan-Killing metrigi
tarafindan belirlenen) iki sonimlemeli sistemin
beraber (kolektif-eslenmis) hareketini kontrol eden
dinamik denklemler elde edilecektir. Elde edilen
teorik sonuglar ise 3 ve 4 boyutlu soniimlemeli
sistem Ornekleri Uzerinde ¢alisilacaktir. Benzer
yonde cgalismalarimizi da not edelim. Karsilikli etki
icindeki iki sistemin Euler-Poincaré formilasyonu
(Esen ve Sutld 2017) adh

mertebeden eslenmis Euler-Poincaré denklemi

c¢alismada, yliksek

(Esen vd. 2021), kesikli sistemlerde analiz igin (Esen
ve SUtli 2021) kaynagini 6neriyoruz.

2. Materyal ve Metot

Temel olan beraber (kolektif-

eslenmis) hareket icin karsilikli etki, eslenmis Lie

¢tkis  noktamiz

cebirleri marifetiyle elde edilecektir. Eslenmis bir Lie
cebirleri, kesisimleri asikar iki alt cebirinin toplami
olarak elde edilebilen cebirlerdir. Ve fakat bitin
cebir Gizerindeki Lie gcergevesi bireysel cercevelerin
toplami disinda karsilikli etkiyi belirleyen ilave
terimleri ihtiva etmekte ve bu anlamda aradigimiz
geometrik yapiy! bize sunmaktadir. Bu, dual uzay
Gzerinde geometrik olarak Lie-Poisson g¢ergevesinin,
fiziksel sistem icin tersinir hareketin, eslenmesine
olanak verir. Soniimleme icin ise tekrar eslenmis Lie
cebiri yapisina basvuracagiz. Bu amag
dogrultusunda koadjoint temsil ve Cartan-Killing
simetrik cercevesi kullanacagiz. Sonug itibariyle
secilen Rayleigh soniimlemeleri ve Cartan-Killing
sistemlere

metrigi icin eslenmis metriplektik

ulasilacagiz.

3. Hamilton Dinamigi ve GENERIC (Metriplektik)
Sistemler

3.1 Poisson Katmani ve Hamilton Denklemleri

Bir (P, {e,*}) Poisson katmanini géz éniine alalim (de
Ledn and Rodrigues 2011, Marsden and Ratiu 2013).
Burada {,¢} notasyonu, P katmani tzerindeki reel
degerli tirevlenebilir fonksiyonlar igin taniml,
Jacobi ve Leibniz esitliklerini saglayan bir Poisson
cercevesidir. Rasgele segilen lg fonksiyon F, G ve H
icin Leibniz 6zdesligi:

{FG, H} = F{G, H} + {F, H}G,

olarak ve Jacobi 6zdesligi
{FAG M} + {6, {7, F}} +{#,{F.G}} =0

seklinde tanimlanir. Leibniz 6zdesliginin yardimi ile,
bir Poisson cergevesi igin, iki vektor alani A’y
asagidaki gibi tanimlariz:

AF, dFt) = {F, H} .

Burada dF ve dH de Rham dis tirevlerini temsil
etmektedir. Eger Poisson gercevesi yozlasmis ise,
diger bir ifade ile tim F fonksiyonlari i¢in {F,C} =
0 sartini saglayan sabit olmayan bir C fonksiyonu var
ise bu Casimir fonksiyonu olarak
boyle bir C

bulunamiyorsa Poisson cercevesine yozlasmamis

fonksiyon
adlandirilir.  Eger fonksiyonu
denir. P Uzerinde segilen bir Hamilton fonksiyonu
icin Hamilton denklemleri, z € P olmak Uzere,

Burada bir F
fonksiyonu icin degisim ise F = {F,H} olarak

z={z,H} seklinde tanimlanir.

belirlenir. Poisson cercevesinin ters simetri 6zelligi

Hamilton hareket  boyunca
korundugunu H =0 gerceklemektedir. Klasik

sistemlerde Hamilton fonksiyonu toplam enerji

fonksiyonunun

olarak alindigindan, bu 6zellige enerjinin korunumu
demek de mimkinddr.

P katmaninin bir noktasi z olsun ve bu nokta
cevresindeki yerel koordinatlari {z;} seklinde kabul
edelim. Bu durumda Poisson iki-vektér A;; katsayi
fonksiyonlari tarafindan ifade edilebilirler. Dogal
olarak bu ifade Poisson ¢ergevesini

oF 03¢
{T,g'f}=/\ija—zia—zj (1)

seklinde belirler. Burada indisler 1 den N’e kadar

degisecek sekildedir. Burada ve tim makale
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boyunca Einstein toplama uylasimi kullaniimaktadir.
Bu uylasim geregi denklemin sag tarafindaki alt ve
st indisler tzerindeki i ve j endislerinin tekrari, bu
indisler lizerinde 1 den N’e kadar toplam oldugunu

soyler  (Suhubi 2008). Dolasiyla, Hamilton
fonksiyonu H  tarafindan iretilen hareket
denklemleri
. N
Zi—Aija_Zj (2)
halini alir.

3.2 Lie-Poisson Yapisi

Bir Lie cebiri (&, [e,*]) alalim. Bu Lie cebirinin dual
uzayl (&%, {e,*}) bir Poisson katmanidir (Holm 2008).
Bu durumda Poisson cercevesi (6zel olarak Lie-

Poisson cergevesi olarak adlandirilir), z € &" igin,

F.90@ = + (o[ 2. 5])

olarak verilir. Burada, denklemin sag tarafindaki
cerceve [e,o] Lie cebiri Uzerindeki Lie cercevesi,
6F/6z, O&H/6z ise F ve H fonksiyonellerinin
Fréchet tlrevleridir. Sonlu boyutta bu tirevler kismi
tlirev olacaktir. Hareket denklemleri

z={z,H}, 2= tadsz (3)

5z

olarak elde edilir. ad* ile verilen Lie cebiri &'nin
duali &* Gzerindeki temsilidir ve her x, x" elemani &
icin (adyz,x")y = —(z,[x, x']) seklinde tanimlanir.
Burada ad,x’ = [x,x']. Simdi, K Lie cebirini sonlu
boyutlu kabul edelim ve bazlarini {e;} olarak
sabitleyelim. Dolayisiyla & uzayinin dual uzayi olan
K*In bazlanni {ei} seklinde alalim. Dual uzay K*'in
bir elemanini z = z;e! seklinde gosteriyoruz. Lie-
Poisson cercgevesi yerel koordinatlarda

= 4Ck, SEH

seklinde ifade edilir. Burada, Cl-'jv skaler bayuklikleri

ise Lie algebra & igin yapi sabitleridir:

[ei,e]-] = Ci’;'ek- (5)

Denklem (4) ve (5) de bir o6nceki bolimde

belirttigimiz gibi toplama uylasimi kullanmaya
devam etmekteyiz. Denklem (3) dogrultusunda ve
de denklem (4) kullanilarak Lie-Poisson hareket
denklemi (3)

SH 0 (6)

. —_— k oJt
Zj + Cijzk 5Zi =
seklinde elde edilir.

3.3 Rayleigh Tip Séniimleme

Oncelikle bir
(Rayleigh) tipi sonimleme eklemenin ydntemini

Lie-Poisson sistemine dogrusal

belirleyelim. Bunun igin Y ile gbsterecegimiz §*'dan
K’ye birlineer doniisim tanimlayalim. z € &* olmak

Uzere, bir Hamilton fonksiyoneli H = H(z)
tarafindan Uretilen Lie-Poisson denklemlerinin sag
tarafina lineer bir sonimleme terimi olarak
Fady,z eklenerek

7 $ ad;_}[z = ?ad;‘[(z)z (7)

5z

Sénimlemeli denklemlere ulasilir (Bloch et al.
1996). Genel hali denklem (7)'deki gibi olan
sonimlemeli sistemleri yerel koordinatlarda yazmak
mimkanddr:

- SH _ —ri
z + Ci’j-zk s +YLZlCilj. (8)

3.4 GENERIC (Metriplektik) Sistemler

Simdi bir 6nceki bolimde degindigimiz Lie cebiri &*
Uzerindeki Lie-Poisson gercevesine ek olarak, yine
K" Uzerindeki fonksiyoneller tzerinde calisacak bir
simetrik cerceve (e,¢) tanimlayalim.

Bir S fonksiyoneli tarafindan uretilen bu tip dinamik

sistem
z=(z,9) (9)
olarak ifade edilir. Simetrik ve Lie-Poisson

toplayarak metriplektik cerceveyi
tanimlayalim (Kaufman 1984, Morrison 1984,
Morrison 1986). F ve H, | Ulzerinde rasgele iki

cercevelerini
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fonksiyonel olmak (izere, metriplektik cergeve su
sekildedir:

[|F,H|] ={F, K} + (F, H). (10)

Bizim ilgi alanimiza giren metriplektik sistemler, iki
fonksiyon § ve H tarafindan uretilir

z={z,H}+ (z,8). (11)

Burada segilen S ve H fonksiyonlariigin

{s,H}=0, (S,H)=0 (12)

kosullarini saglamasi ise fiziksel olarak glizel
sonuglar verecektir. Bu kosullar sayesinde bu tip
geometrik yapilar 6zellikle termodinamik sistemler
icin uygun bir calisma alani sunar. Dikkat edilirse,
Hamilton fonksiyonu hareket boyunca korunur. Bu
kanununa

termodinamigin ilk (enerjinin

korunumuna) karsilik gelir. Entropi § igin ise

S;={SH}I+(58) =0 (13)

esitsizliginden termodinamigin ikinci kanununa
(entropinin sirekli artisina) varilir (Grmela 1984,

Grmela ve Ottinger 1997).
3.5 Cartan-Killing Séniimlemesi

Bu bolimde Cartan’in Lie cebirlerini siniflandirmak
icin kullandig1 iz formunu (Killing metrigi diye de
gecmektedir) Lie cebirleri Gzerindeki sonimlemeye
dogal bir metrik yazmak amaciyla kullanacagiz
(Morrison 2009).

Oncelikle sonlu boyutlu herhangi bir Lie cebiriigin bu
metrigin nasil oldugunu gostermekle baslayalim. Bu
amag dogrultusunda, K ile gosterecegimiz R cismi
Gzerinde tanimh bir Lie cebirini ele alalim. Bu Lie
cebiri icin bir baz takimi {e;}, ve denklem (5) ile
gosterdigimiz sekilde yapi sabitlerini Ci’j- secelim.

Cartan metrigini

gij = CfiCh (14)

olarak tanimlayacagiz. Burada ters simetri ozelligi
sabitler Uzerinde Cl-'j- = —C]'f iliskisini verecek bu

sayede de g;;'nin simetrik ve bilineer bir kovaryant
tensor tanimladigl kolayca gosterilebilecektir.

Elde ettigimiz Cartan metriginden yola cikarak dual
uzay Uzerindeki F ve § fonksiyonlari igin simetrik
cerceve

= 9F 95 _ ckel 9F 95
(T, 5) - 0z; gl} aZj - Cll C}k 0z; aZj

(15)
seklinde verilir. Bu hesaptan hareketle H Hamilton
fonksiyonu ve § entropi fonksiyonu tarafindan
Uretilen metriplektik hareket denklemleri

i 08

R 0H _ Lk
Zj + Cijzka_zi = CjiClka_Zl (16)

seklinde olacaktir.
4 Eslenmis S6niimlemeli Sistemler
4.1 Eslenmis Lie Cebirleri

Simdi tartismamizi tek bir Lie cebiri yerine, karsilikh
etki tepki icindeki iki Lie cebiri icin yapahm.

g ve b olarak gosterecegimiz iki Lie cebirini goz
online alalim ve karsilikli etki ettiklerini

>:h®g—-g NSNS, (17)
xh®g—-h NN, (18)

kabul edelim. Bu durumda g @b direkt toplam
uzayl Uzerinde Lie cebiri yapisi tanimlamak
mimkindir (Majid 1990, Majid 2000). Bu durumda
toplam wuzayini g ) b ile goOsterecegiz ve adina
Eslenmis cebir

eslenmis Lie cebiri diyecegiz.

Uzerindeki Lie cergevesi ise

[CEum), CEmn)]l = [§n &l +me & —n > &y,
[M1,m2] + 11 <& —1n2 <61)) (19)

Dikkat edilirse, Jacobi
uyumluluk sartlarinin

olacaktir. Ozdesligi icin

(ne 6,6 = e &L &l + [ELn = &
+M<é)eé—Mm<é) e &) (20)

(12l <8 =Mun, <&l + [ <& 1]
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< (M= 8) —ny < (= 8). (21)

saglanmasi gerektigi gorilecektir. Eger bir Lie cebiri
eslenmis olarak ifade edilebilirse, karsilikli etkiler
asagidaki sekilde de hesaplanabilir

mél=neidn<s.

N-boyutlu g Lie cebiri lizerinde a = 1, ..., N olacak
sekilde {e,} baz takimini, M-boyutlu b Lie cebiri
Uzerinde a=1,..,M olacak sekilde {f,} baz
takimini segelim. Bu iki cebir igin sirasiyla, C;’B ve
C“fb ile verilecek yapi sabitlerini asagidaki Lie
cerceveleri marifetiyle belirleyelim:

CZﬁey = [eq. es], D&y = [fy, Ty

Eslenmis Lie cebiri g ™ b direkt toplam oldugundan
N + M boyutludur. Eslenmis cebir lizerinde

e_l = (ell O)l "-:éN = (eNr O)r

= (Olfl)l ---:éN+M = (OIfM)

en+1

iliskilerini kullanarak bir baz takimi {éy, ..., exim}
tanimlayabiliriz. Eslenmis Lie cercevesi (19), g'nin
b’ye sol etkisinden ve de H’nin g’'ye sag etkisinden
gelen terimler goriilmektedir. Bu nedenle eslenmis
Lie cebirleri icin yapi sabitlerini elde ederken bu sag
ve sol etkilerden gelen terimler de goziikecektir.

Sectigimiz bazlar cinsinden sol etki & ve sag etki <'yi
sirasiyla su sekilde alalim:

f,>e, = Lﬁaeﬁ, f, <e, =R2.f,. (22)

Burada Lﬁa ve RL, skalerleri kargilikli etkileri tek
sekilde belirler. Simdi eslenmis Lie cebirinin C ile
gOsterecegimiz yapi sabitlerini belirleyelim. Bunun
icin tim ikililerin cercevelerini hesap etmemiz

gerekecek:

[€s. 8] =C},8, +CfoBa=[e; D 0,e, DO
= Cpoe, DO
[€s.8a] = C},8 + (5,80 = [es @ 0,0 Df,]

= —L} ze, ® (-Ripfa)
[6y,8.] = ()&, + (5.8 =[0Df,, 0 Df,]

=0 @ chjiafd'
(23)
Buradan ¢ikan sonuglari listeleyelim:
Y — Y a4 _ Y — Y
Cﬁa = Cﬁa, C[?a =0, Cﬁa = —La[),
~d _ _pd Y _ sd _ pd (24)
Cﬁa - _Raﬁ' Cba - 0, Cba - Dba

4.2 Dual Etkiler ve Koadjoint Temsil

Sol etki =’de bir n € h elemanini sabit alalim. Bu
durumda g lizerinde bir lineer donisiim elde ederiz.
Bu donislimiin dualini ise su sekilde belirleriz:

an:g" e g, <u<'n,€> =(u,n > §).

Diger bir yandan, bir £ € g’yi dondurarak
bsihrg, b)) =nc ¢

lineer donltsimiinii elde ederiz. Bu donldsimin
duali su sekildedir:

bpig" b, (brm) = (wben) = (un > &)

sag etki < igin hir & € gyi

dondurarak, b tUzerinde < ¢ ile gosterecegimiz bir

Benzer sekilde,
lineer dontisim elde ederiz. Bu donlisim duali:
§50 my,  (fevn) =y

olacaktir. Sag etki < icin bir n € h elemanini sabit
alalim ve a; lineer déntgimuini tanimlayalim

a:grh @) =n<i
Bunun duali:
a:h =gt (ap(1),€) = (v,ayé) =(v,n <)
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olacaktir.

Bu donusiimler sayesinde g & bh’nin (g ™ b)*

Uzerine koadjoint temsili
adigy (L) = (ad; (W) —p < n—ayv
ady W)+ v+ b} ) (25)
formunda hesap edilecektir (Esen ve Sttli 2016). Bu

sayede (tersinir) eslenmis Lie-Poisson hareket
denklemleri de asagidaki sekilde hesap edilir:

. « — X EH —
o= tads (W) + p < - F asv,
su Sv
v = tads;(v) + v+ bsc . (26)
v su
Lie-Poisson hareket denklemlerini de vyerel

koordinatlarda yazmak mimkiindir. Bu denklemler
koordinatlarda su sekildedir:

. 0 oH oH
Ug =FC! B”Ya + Lkﬁ”é@ + Rdﬁvm g

. oM

Vj = +DUVk v + Rd + L p[lg o, (27)
Oniimiizdeki iki altbélimde sénimlemelerin

eslenmis Lie cebirleri icin nasil elde edebilecegini
tartisacagiz.

4.3 Rayleigh Tipi S6niimlemelerin Eslenmesi

Eslenmis Lie-Poisson uzayi (g" X b7, {e,0}4+50p+) ile
baslayalim ve soniimleme eklememizi saglayacak bir
lineer dénlisiim

Aig" @ p* — g b (v) » (Y, e()) (28)

ele alalim. Burada Y ile gosterdigimiz g*’dan g’ye, ®
ise h*dan DB’ye bir
dontsimdir. Denklem (7)’'nin sag tarafi ile verilen

ile gosterdigimiz lineer
sénimleme terimi eslenmis Lie cebiri lizerinde

adEA(M_V))(u, V) = (adyi — 1 < PWV) — agp)V
,adgnyv + Y (W) & v + by yu) (29)

sonlimleme terimini isaret edecektir. Bu durumda
Rayleigh tipi sénimleme eklenmis eslenmis Lie-
Poisson denklemlerini

i = tadsu ¥ M avTF as3cV
Bn # v
$ dY(y)l'l + u< CD(V) + (ld)(v)v (30)
V= tadyv+ 5> 1+ by
3 v 1
Ffadgn)v FY(W) =vF b§(#)u
olarak elde ederiz. Bu denklemleri vyerel

koordinatlarda su sekilde yazmakta mimkindur:

O0H
+Caﬁlly a7 + Lkﬁﬂe Ve + Rd[)’ P (31)

+C ﬁ#nY +L ﬁ,uyCDS +Rrﬁvn<br

ap =

. o
Vi = +Dkvk + R d + L Ho —
! ovi = I oua = IPF oy (39

Dy Vm @™ F v 5Y +,u,9Lj,tY”

4.4 Cartan-Killing Séniimlemesinin Eslenmesi

Simdi Cartan metrigini eslenmis Lie cebirleri icin
tanimlayip, bu metrik yardimiyla bir simetrik
cerceve elde edelim. Bu amag¢ dogrultusundaki ilk
adimimiz eslenmis Lie cebiri Uzerindeki yapi
sabitlerini kullanmak olacak. Burada (33) ile verilen
metrikleri kullanarak simetrik cerceve kolaylikla
yazilabilir. g ™ b eslenmis Lie cebiri i¢in hesap

ettigimiz yapi sabitlerini  kullanarak Cartan

metriginin eslenmis Lie cebiri Gzerindeki ifadesini

Gav = —R&Dy — L REg + CLoLh

Jap = LB bp T Dy Dy
g_aﬁ = L]éacﬁy
g_aﬂ = RgaRbB + Coi]/ C[]i‘/e

. (33)
D deﬁ Raa bp

olarak elde ederiz. g* @ b* Uzerinde tanimh iki

fonksiyon F ve H icin simetrik cerceve su sekilde

hesap edilir:
H  OF _ OH
(F,H) = gab avs T ow B o, t
OF o oM L OF o 9n
aua gaﬂ.’ avﬂ: a#d gdk avk'
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Buradan yola cikarak, sadece bu metrik ile liretilen
sonlimlemeli hareket denklemleri

. _ - 0s _ s
Hp = Ypa m + Ipa ﬁ
_ o5 | - os (34)

Vy = 9up aug Gub a_vb

seklinde elde edilir. Lie-Poisson denklemleri ile bu
sonlimlemelerden elde ettigimiz terimleri bir arada

dayazalim:
. OH
‘Uﬁ +C B‘u.ya + LkB‘ue-a + Rdﬁ m av
as _ as
+g[3a 61/ gﬁa
axe  (35)

- — k
Vj +D Vka +R]ada +Lp[iga“

_ _ 0s
+gj3@+gjbm.

5. Uygulamalar

Bu bolimde elde ettigimiz teorik sonuglarin direkt
olarak uygulamalarn, diger bir ifade ile verilen bir
denklem takiminin metriplektik analizini
gerceklestirmeye calisacagiz. Genis bir uygulama
alanina hitap etmesine ragmen bu kisitl yerimizde

benzer problemlere sahip biri 3 bagimli degisken

X =2yz-—xy,
y =x%+2(ogy+1) — z?, (36)
z =zy-—2yx,

digeri 4 bagimli degisken iceren

X =-=2xy—yu

y =4(ogy + 1) + 2x? — 2uv

i (37)
u =yx

v = 2uy.

adi diferansiyel denklem takimlarini diisiinelim. Bu

denklemleri Ureten vektér alanlarina tek tek
bakildiginda her ikisi icinde Uretici vektor alanlarinin
farkh

denklem

sifirdan oldugu acikca

takimi

diverjanslarinin
gorilecektir. Her iki icinde
diverjansin sifir olmasini bozan terim (logy + 1)’ li

terimdir.

Denklemler bu halleri ile eslenmis sénimlemeli
sistemlere ornek teskil etmektedir. Bunun igin
oncelikle diverjansin sifir olmasini bozan (logy + 1)
terimlerinin  sistemden g¢ikarilmasi, Hamilton
analizlerinin yapilmasi ve sonra bir simetrik cergeve
marifetiyle bu terimin tekrardan eklenmesi
gerekecektir. Burada fark edilmesi gereken durum
elde edilen bu Hamilton sistemin ayni zamanda
baska iki Hamilton sistemin eslenmesi olusudur.
Oniimizdeki alt bélimlerde sirasiyla iki Lie
cebirinden baslayip bunlarin eslenmesi vasitasiyla
denklemlere nasil

yukaridaki ulasilacagini

gosterecegiz.

5.1 3 Boyutlu Eslenmis Séniimlemeli Sistem

Bu o6rnegimize 3 boyutlu bir eslenmis Lie cebirini
inceleyerek baslayacagiz ve bu Lie cebirini 2-boyutlu
ve 1-boyutlu iki Lie altcebirinin eslenmesi seklinde
sunacagiz. Notasyonumuza sadik kalmak adina ilk
Lie cebirini g = (e;,e,) , yani e; ve e, tarafindan
Uretilen uzay, olarak gosterirken diger Lie cebirini

= (f), vyani
gosterelim. Burada uzayin tek bir eleman icermesi

f tarafindan (Uretilen uzay, ile

nedeniyle indis kullaniimamistir. Ve fakat hesaplari
okuyucunun kolay takibi agisindan gerektiginde f;
olarak kullanilmasinda bir beis bulunmamaktadir. g
Uzerindeki Lie gergevesini

[e1, €] = e; (38)

seklinde tanimlayalim. b Gzerindeki Lie gergevesi ise

sifir olacaktir. Bu tanimlamalardan hareketle g

uzayinda sifirdan farkli yapi sabiti Cf, = 1 ve b igin

asikar Lie cebiri yapisi nedeniyle ng = 0 olacaktir.

Simdi bu iki Lie cebirinin birbirleri Gzerine temsilleri
(etkileri) olsun ve denklem (17) notasyonu uyarinca
su sekilde yazilsinlar:

foe =2e, ve fae, =—f (39)
Bu etkiler icin etki sabitleri

ChL =1, I3 =2, R, =-1. (40)

seklinde elde edilir.
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Bolum (3.2) deki dual etkileri yazmamiz gerekecek.
Bahsi gegen bélim de oldugu gibi & = &le; +
§2e, € g, dualelemanp = p et + u,e? € g* olarak
alinsin. Diger yandan b uzayi 1-boyutlu oldugundan
n €D ve v EH* hem vektéri hem de koordinati
gostersin. Gerekli islemler yapildiginda dual etkileri
su sekildedir:

*

U<

2u;nel, biu = 2u,&f1,
M2 cH 1523 (41)

*

>v  =-2vEfl, apv = —2vne?

Bu hesaplardan ve de yerel koordinatlarda yazmis

oldugumuz eslenmis Lie-Poisson (27)
denklemlerinden faydalanarak bu 6rnek igin
eslenmis Lie-Poisson denklemlerini
P S
Hi = a5~ E
o g o
M2 = E Vo (42)
p =y,
oy H2 oug”

seklinde hesap ederiz. Burada 6zel olarak Hamilton
fonksiyonunu H = (1/2)(u? + u3 + v?) seklinde
secelim. Bir o©nceki denklemden vyararlanarak
eslenmis Lie-Poisson denklemlerini bu 6zel secilen

Hamiltonyen icin tekrar yazalim:

fa = 20V — tylp,
fo = iy — VY,

V= Vi = 20 (43)

Denklemleri daha rahat okuyabilmek adina son kez
bir 6zel secim dahayapalim, x: = pq,y: =y, z: = v.
Bu secimle beraber denklem (43) su sekilde
goriinecektir:

X =2yz—xy
y =x%-—1z% (44)
z =zy—2yx.

Eslenmis Lie cebiri icin elde ettigimiz yapi sabitleri
(40) kullanilarak Cartan-Killing metrigi (33):

Jab 911 =% Gap =0 (45)

Jap 911 =% Yap: g2z =2

seklinde elde edilir. Bumetrikleriise denklem (34)’te
yerlerine koyarak hareket denklemlerini elde ederiz.
Bu islem neticesinde tersinir olmayan hareket
denklemi

. s . .
=45, Mz—za.v—‘l— (46)
olacaktir. Bu hareket denklemini eslenmis Lie-

Poisson denklemlerine ekleyerek sénimlemeli

eslenmis Lie-Poisson denklemlerine (35) ulasiriz:

om0, 0
Hi = alo 5~ o VL
oK as oK
=y 42 2
77 Mgt 25 -—Vvo, (47)
p oy g, 05
ou 2ou, ou

Entropi fonksiyonunu§ = ylogy olarak segerek ana
denklemimiz (36)’'ya ulasmis oluruz. § =ylogy
enformasyon teorisinde Shannon entropisi olarak
bilinmektedir (Shannon 1948).

Rayleigh sonlimlemesini elde edebilmek igin
Denklem (31) ve (32)'deki yerel koordinatlarda
yazilmis olan

Rayleigh sonlimlemesinden

yararlanilacaktir:

i = W Y? = 2u, @1,

fip = —pu Y + v,
v=—vY?+2u,Y?! (48)

Buradaki Y ve ®/’ler denklem (28)’deki dogrusal
donlisimlerin koordinatlarini ifade etmektedir.

5.2 4 Boyutlu Eslenmis Séniimlemeli Sistem

Bu ikinci 6rnegimizde ise 4-boyutlu bir eslenmis Lie
cebirini calisacagiz. Burada ise eslenecek olan Lie alt
cebirleri 2-boyutludur. ilk Lie cebirini g = (e, e,)
seklinde segerken ikinci Lie cebirini b = (f;,f,)
seklinde seciyoruz. Bu 6rnegimizde ise g Uzerindeki
Lie gergevesi

[e1, €2] = 2e4 (49)

seklinde tanimlayalim. b Gzerindeki Lie ¢cergevesi ise
sifir olacak sekilde secelim. Burada sag ve sol etkiler;
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f1 & eqi= —e,, f2 ey = _2f1 (50)
seklindedir. Bu tanimlamalardan elde ettigimiz yapi
sabitlerini

Ch, =2 13, =-1, R}, =-2 (51)
seklinde 6zetleyelim.

Bu ornegimizde de bir onceki oOrnekle benzer
siirecleri isletecegiz. Oncelikle eslenmis Lie cebiri
icin Lie-Poisson denklemlerini yazmak ile baslayalim.
Bunun igin yerel koordinatlarda genel halini vermis
oldugumuz denklemleri bu durum igin 6zel olarak
elde edilmis olan yap! sabitlerine gore yazmak
gerekir. Bu bahsi gecen islem gergeklestiginde
eslenmis Lie-Poisson hareket denklemleri (27)

oH oH

251 =_2.U1£_Hza_v1r
. OH oK
fy =2 FY 2vq F
H1 V2
. on (52)
Vi =W P
oK
= 2y, =
Vs Vigm
seklinde karsimiza cikacaktir.
Ozel segimler vyapallm. Oncelikle Hamilton

fonksiyonunu H = %(y% + ué + v +v%) olarak

secelim. Bu durumda denklem (52) acikca
gorilecektir ki

i = =2y — UpVe,

fo =2 — 2v1V;

) (53)

Vi = U2l

vy =2V

halini alacaktir. Ayrica, py =:x, W, =y, v; =
1u, v, =:v seklinde segilirse (53)

X =-2xy-—yu,

y =2x?-2uv,

. (54)

u =yx,

v =2uy

seklinde karsimiza ¢ikacaktir.

Cartan-Killing metriginden gelen denklemlere
bakalim. Denklemleri yazabilmek igin metrikleri

hesap edelim:

Jav: 911 = —2,912 = 2, ZGa» =0,
—2,921 = =2 gap: g2z =4 (55)

Gap 911 =

Metrikleri denklem (34)'deki uygun vyerlerine

koyarsak bir dnceki 6rnekte oldugu gibi sonug

L= 505,08 _
! ovy vy’ Ha ouy,’ 1
as . as
_2_, Vo = —2 — 56
opy 2 ouy ( )

¢ikacaktir. Entropi fonksiyonunu bir 6nceki 6rnekte
oldugu gibi § = ylogy olarak secersek denklem
(54) deki Ozel segimler icin séniimlemeli eslenmis
Lie-Poisson denklemleri (35), giriste bahsi gegen
denklem (37)’yi verecektir.

Rayleigh soniimlemesi i¢in dual etkileri Lie-Poisson
denklemlerine ekleyecegiz. Bolim (3.2)'deki dual

etkiler
pn=—pmte, bu=—ué'f, (57)
& oy = —2v, 831, apv = —2vinte? (58)

seklinde hesap edilir. Denklem (31) ve (32)'deki

yerel koordinatlarda vyazilmis olan Rayleigh
sonimlemesinden yararlanarak bu 6zel durum igin

hesap edelim:

i =2 Y% + pp @Y,

fi = =2u Y+ 2v, @Y,
(59)
Vo= —upYh
1'/2 = _2V1Y2.
Tesekkiir

Bu calisma TUBITAK, 117F426 numarali "Eslenmis
Lagrange ve Hamilton Sistemleri" isimli projenin bir
parcasidir. Destek icin TUBITAK’a tesekkiir ederiz.

Etik Beyani

Bu calismada, “Yiiksekdgretim Kurumlari Bilimsel
Arastirma ve Yayin Etigi Yonergesi” kapsaminda
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uyulmasi gerekli tim kurallara uyuldugunu, bahsi
gecen yonergenin “Bilimsel Arastirma ve Yayin
Etigine Aykin Eylemler” bashg altinda belirtilen
eylemlerden

higbirinin gercgeklestirilmedigini

taahht ederiz.
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