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Bu calismada; bir halkanin terslenebilir olmasi kavrami, o halka Uzerine kurulan skew Hurwitz
polinomlar halkasina genisletilerek, zayif skew Hurwitz terslenebilir (kisaca zayif SH-terslenebilir) halka
kavrami tanitilmistir. Bu halka sinifinin bazi 6zelikleri ve diger halka siniflariyla iligkileri incelenmistir.

Anahtar kelimeler
Terslenebilir halka;
Skew Hurwitz polinom

halkas; - Zayif SH-terslenebilir halkalarin bazi genislemelerinin de zayif SH-terslenebilir olup olmadigi

ZaylfSI-i]-tlekrsIeneblllr arastinimistir. Ozel olarak, karakteristigi 0 olan bir R halkasi ve R’nin bir @ monomorfizmasi igin R’nin

‘ a :’Ik zayif SH-terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul A(R,a) Jordan genislemesinin zayif SH-
a-kati halka

terslenebilir olmasi gerektigi ispatlanmistir.

Rings Over Which Skew Hurwitz Polynomial Rings Are Reversible and

Their Extensions

Keywords
Reversible ring;
Skew Hurwitz

Abstract

In this paper; the concept of the ability of a ring to be reversible is extended to the ring of skew Hurwitz
polynomials established on that ring, and the concept of the weak skew Hurwitz reversible (briefly weak
SH-reversible) ring is introduced. Some properties of this ring class and its relations with other ring

polynomial ring;
Weak SH-reversible
ring;
a-rigid ring

classes are examined. It is also investigated whether some extension of weak SH-reversible rings are
weak SH-reversible. In particular, it is proved that for a ring R with characteristic 0 and an a
monomorphism of R the Jordan extension A (R, a) of R is weak SH-reversible if and only if R is weak
SH-reversible.
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1. Giris R fonksiyonlarinin  olusturdugu kime olarak

tanimlanir.  (HR,a) kiimesinde toplama islemi

Bu calismada, aksi belirtilmedikce R birimli,

birlesmeli ve degismeli bir halka ve a; R halkasinin bilesensel ve carpma islemi her f, g € (HR, ) iin

n

G =) () fEa g - k)

k=0

birimden ve sifirdan farkh bir endomorfizmasi
olacak.

Keigher (1975, 1997); birimli ve degismeli
bir R halkas! lzerinde, diferansiyel cebirde ilging

ile tamimhdir. Burada n = k olacak sekildeki her

.. n n!
n k € Nigin (k) = kl(n—k)!

Boylece; bir Y, a;x' € R[[x;«]] skew formal

binom katsayilaridir.
uygulamalari bulunan, HR Hurwitz seriler halkasini

insa etmistir. Daha sonra Hurwitz seri kavrami

Hassanein (2007) tarafindan skew Hurwitz seriler
halkasina genisletilmistir. R Gzerindeki skew Hurwitz
serilerinin (HR, &) halkasi; N dogal sayilar kiimesi
olmak Uzere asagidakiislemlerle birlikte tim f: N —

kuvvet serisi; f(n) = a, olacak sekilde bir f €
(HR, a) skew Hurwitz serisi ile 6zdeslestirilebilir. Bu
acidan iki halkanin sahip oldugu ¢carpma islemi (her
bir terimin basinda goriilen binom katsayilari
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disinda) aynidir. Ayni zamanda (HR, @) ve R[[x; a]]
oldugu (2017)
tarafindan ifade edilmistir.

halkalarinin  izomorf Paykan

Her bir r € R ve her x,n € N igin (HR,a)'nin

1; x=n
0; x#n

r; x=0

h) ={g ] G wo ve Ha={

ile tanimh elemanlar vardir. Kolayca gorilebilir ki
hy; (HR,a)'nmin  birim elemanidir ve r - h,
dontsimi yardimiyla R halkasi (HR, @)’nin igine
gomiilebilir. Bundan dolayr R; (HR,a)’nin bir alt

halkasi olur.

supp(f) ={ie N:0 = f(i) e R}

kiimesine f’nin destegi denir ve bu kiimenin en
buyik elemani (varsa) A(f) ile gosterilir. A(f) < oo
ozelligini saglayan tim f € (HR, a)‘larin kiimesi
(hR, @) ile gosterilir ve skew Hurwitz polinomlar
halkasi olarak adlandirilir. (hR,a) skew Hurwitz
polinomlar halkasinin (HR, &) skew Hurwitz seriler
halkasinin bir alt halkasi oldugu agiktir.

Baska bir ifadeyle aciklamak gerekirse;
birimli ve degismeli bir R halkasi Uzerine kurulan
(hR, @) skew Hurwitz polinomlar halkasi; bilesensel
toplama ve f=ag+a;x+ -+ anyx™, g =by +
bix + -+ by,x™ € (hR, ) igin

(Itf) aiat(by—t), (0<t<m+n)
0

k
Cr =
t=

olmak izere fg = X'_,cxx® ile tamml garpma
islemi ile birlikte birimi 1 sabit polinomu olan birimli
bir halkadir.

Sifirdan farkli
bulundurmayan (yani; a € R icina? = 0ikena = 0

nilpotent eleman
ozelligini saglayan) bir R halkasi indirgenmis olarak
Cohn (1999) tarafindan degismeli
halkalarin bir genellemesi olan terslenebilir halkalar
tanitilmistir: a,b € R icin ab=0 iken ba=0
oluyorsa R halkasi terslenebilir olarak adlandirilir.

adlandirilir.

Bir R halkasi ve R’nin bir @ endomorfizmasi
icin R’den katsayili polinomlar kimesi Uzerinde
bilinen toplama ve her re€ R i¢in xr = a(r)x

biciminde tanimlanan ¢arpma islemi ile olusturulan
ve R[x; a] ile gosterilen halkaya skew polinomlar
halkasi denir. Herhangi bir R[x; a] skew polinomlar
halkasinda 1x = x1 = a(1)x olup (1) = 1 6zelligi
saglanir. Krempa (1996); a € R icin aa(a) = 0 iken
a = 0 oluyorsa R halkasinin bir « endomorfizmasini
kati olarak adlandirmistir. Bir kati @ endomorfizmasi
var olan halkaya a-kati halka denir (Hong et al.
2000).

indirgenmis halkalarin bir genellemesi
olarak Rege ve Chhawchharia (1997) tarafindan
Armendariz halka kavrami tanitilmistir. f(x)g(x) =
0 olacak sekildeki R[x]'deki f(x) =ay+ a;x+
ot apx™  ve  g(x) =bg+ bix+ -+ byx™
polinomlari igin, her bir i, j i¢in, a;b; = 0 oluyorsa R
halkasi Armendariz olarak adlandirilir.

Ahmadi vd. (2014) tarafindan, her f =
(a;),g = (b;) € (HR,a) skew Hurwitz serisi igin
“fg = 0 olmasi icin gerek ve yeter kosul her i, j igin
a;bj = 0 olmasidir” 6zelligini saglayan R halkasi
skew Hurwitz serieswise Armendariz (kisaca SHA-
halka) olarak adlandirilarak, polinom halkasinin
Armendarizlik 6zelligi skew Hurwitz seriler halkasina
genisletilmistir.

Diger yandan Kim ve Lee (2003) tarafindan

terslenebilir halkalar Gzerine kurulan polinom

halkalarinin  terslenebilir olmasi  gerekmedigi
gosterilmistir. Bu oOzellige sahip, yani; polinom
halkasi terslenebilir olan halkalar, gii¢lii terslenebilir
olarak adlandinimistir (Yang and Liu 2008). Jin vd.
(2017) tarafindan terslenebilir bir halkanin skew
ifade

edilerek, skew polinom halkasi terslenebilir olan

polinom halkasinin terslenebilir olmadig
halkalara giiclii a-skew terslenebilir adi verilmistir.
Bu bilgiler 15181 altinda Kaynarca ve Yildinm

(2020) terslenebilir bir halka Gzerindeki
Hurwitz seriler halkasinin terslenebilir olmadigini

skew

gostererek, skew Hurwitz seriler halkasi terslenebilir
olan halkalara skew Hurwitz terslenebilir (kisaca SH-
terslenebilir) adini  vererek, bazi 06zelliklerini
incelemislerdir. Bu calismada ise skew Hurwitz
polinom halkasi terslenebilir olan halka sinifi

tanitilmis ve bazi 6zellikleri ile diger halka siniflariyla
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iliskisi incelenmigtir. Ayrica skew Hurwitz polinom

halkasi  terslenebilir ~ olan  halkalarin  bazi
genislemelerinin de bu 6zellige sahip olup olmadigi

arastiriimistir.

2. Zayif SH-terslenebilir Halkalar

Bu bolimde zayif SH-terslenebilir halka kavramini

tanitacagiz ve bazi Ozelliklerini inceleyecegiz.
Asagidaki ornek, neden boyle bir halka sinifinin

tanimlandigini gbstermektedir.

2.1 Ornek Z,; tamsayilarin mod2’ye gére kalan
siniflarinin kiimesi olmak lUzere R =7, @ Z, ve
a((a, b)) = (b,a) ile tammh «a; R’nin bir
endomorfizmasi  olsun. f =(1,0),9 =(0,1) +
(0,D)x € (hR, @) icin fg=0 dir. Fakat gf =
(0,1)x(1,0) =(0,D)x # 0 (hR, @)
terslenebilir degildir.

oldugundan

Boylece asagidaki tanimi verebiliriz.

2.2 Tannm R degismeli bir halka ve a; R’nin bir
(hR, @)
polinomlar halkasi terslenebilir ise, yani f(x) =
ag+ax + -+ ax™, g(x) =by+ bix+ -+

b,x™ € (hR, @) igin fx)gx)=0 iken
gx)f(x) =0 oluyorsa R’ye zayif skew Hurwitz

endomorfizmasi olsun. skew Hurwitz

terslenebilir (kisaca, zayif SH-terslenebilir) denir.

SH-terslenebilir  halkalarin

terslenebilir

zayif SH-
zayif SH-
terslenebilir bir R halkasinin a(S) € S 6zelligine

oldugu acgiktir. Ayrica
sahip her § alt halkasi da zayif SH-terslenebilir olur.
Zayif SH-terslenebilir halkalarin dik carpimlarinin da
zayif SH-terslenebilir oldugu kolay hesaplamalarla
goralir.

Terslenebilir halkalarin bir baska
genellemesi olan a-terslenebilir halkalar Baser vd.
(2009) tarafindan su sekilde tanitilmistir: R bir halka
ve a; R’nin bir endomorfizmasi olmak Uzere a,b €
R icin ab = 0 iken ba(a) = 0 (ya da a(b)a = 0)
oluyorsa a endomorfizmasi sag (ya da sol)
terslenebilir olarak adlandirilir. R’nin bir sol (ya da

sag) terslenebilir ¢ endomorfizmasi varsa R’ye sol

(ya da sag) a-terslenebilir denir. Hem sol hem de sag
a-terslenebilir olan bir halkaya kisaca a-terslenebilir
denir.

Herstein (1975)e gore char(R) = 0 olmasi icin
gerek ve yeter kosul pozitif bir n tamsayisive x € R
icin nx = 0 olmasi x = 0 olmasini gerektirir. Bu
ifade asagida ifade edilen sonuglarin ispatinda
kullanilacaktir.

2.3 Onerme R zayif SH-terslenebilir bir halka olsun.
Bu durumda asagidaki 6zellikler saglanir.

(1) R terslenebilir ve a-terslenebilirdir.

(2) a bir monomorfizmadir.

(3) Herhangi a, b € R ve negatif olmayan m ve
n tamsayilarn icin aa™(b) =0 ab =
0= ba=0¢< ba™(a) =0dr.

(4) char(R) = 0 ise, herhangi e? = e € R igin
ale) = e dir.

ispat: (1) ab =0 olsun. (hR,a)'da f(x) =a ve
g(x) = b sabit skew Hurwitz polinomlar igin

f)g(x) =0
oldugundan g(x)f(x) =0 ve buradan ba =0

olup R zayif SH-terslenebilir
bulunur. Boylece R terslenebilirdir. Diger yandan
ab = 0 olsun. (hR,a)’'da f(x) =a ve g(x) = bx
skew Hurwitz polinomlariigin f(x)g(x) = 0 olup R
zayif SH-terslenebilir oldugundan g(x)f(x) = 0 ve
buradan ba(a) = 0 olup R sag a-terslenebilirdir.
Benzer olarak ab =0 iken R terslenebilir
oldugundan ba = 0 olup (hR,a)’daki f(x) = b ve
gx) =ax skew
f(x)g(x)=0 olup R zayif SH-terslenebilir
oldugundan g(x)f(x) = 0 ve buradan aa(b) =0
olur. R’nin terslenebilir olmasindan ise a(b)a = 0,

Hurwitz  polinomlari icin

yani R; a-terslenebilir elde edilir.

(2) Kabul edelim ki a(a) = 0 olsun. Bu durumda
(hR,@)'daki f(x) = x ve g(x) = a skew Hurwitz
polinomlar igin f(x)g(x) =0 olup R zayif SH-
terslenebilir oldugundan g(x)f (x) = 0 ve buradan
a = 0 bulunur. Boylece a bir monomorfizmadir.
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(3) aa™(b) = 0 olsun. Bu durumda (hR, @) daki
f(x) = ax™ ve g(x) = b skew Hurwitz polinomlari
icin f(x)g(x) =0 olup R zayif SH-terslenebilir
oldugundan g(x)f(x) = 0 ve buradan ba = 0 olur.
R terslenebilir oldugundan ab = 0 elde edilir.
(hR,a)'daki f(x)=a ve g(x)=bx" igin
f(x)g(x) =0 olup R zayif SH-terslenebilir
oldugundan g(x)f(x) = 0 ve buradan ba™(a) =0
elde edilir.

(4) e? = e € R idempotentini alalim. f(x)g(x) = 0
olacak sekildeki f = (1—e)+a(e—1)x, g =e+
ex € (hR,) igin, R zayif SH-terslenebilir
oldugundan g(x)f(x) = 0ve buradan char(R) = 0
oldugundan ea(e) = e olur. (hR,a)’daki f'(x) =
et+ae)x ve g(x)=(—1)+(e—1x skew
Hurwitz polinomlariigin f'(x)g'(x) = 0 dir. R zayif
SH-terslenebilir oldugundan g'(x)f'(x) =0 ve
char(R) = 0 oldugundan ea(e) = a(e) bulunur.
Sonug olarak a(e) = e elde edilir.

Onerme 2.3'ten zayif SH-terslenebilir halkalarin
terslenebilir ve a-terslenebilir oldugu agiktir. Bu
ifadenin karsitinin, halkanin bir SHA-halka olmasi
durumunda, dogru oldugu asagidaki 6nermede
goraldr.

2.4 Onerme R bir SHA-halka olsun. Bu durumda
R’nin terslenebilir ve a-terslenebilir olmasi igin
gerek ve yeter kosul R’nin zayif SH-terslenebilir
olmasidir.

ispat: (&) Onerme 2.3 (1)’den aciktir.

(=) fO) =X aix’, g(x) X bjx’ € (hR, @)
icin f(x)g(x) = 0 olsun. R; SHA-halka oldugundan
her bir i,j icin a;b; =0 olur. R terslenebilir
oldugundan bja; = 0 ve buradan R a-terslenebilir
oldugundan bja(ai) = 0 bulunur. Bu siire¢ devam
ettirilerek her t icin bjat(ai) = 0 elde edilir. Sonug
olarak g(x)f(x) = 0 olup R zayif SH-terslenebilir
elde edilir.

2.4 Lemma (Hashemi and Moussavi 2005) R a-kati
bir halka ve a,b € R olsun. Bu durumda asagidaki
ifadeler saglanir.

(1) Her birn € Nicin aa™(a) = O ise, a=0 dir.

(2) ab = Oise, aa(b) = 0 dir.

Kaynarca ve Yildinrm (2020), a-kati
halkalarin SH-terslenebilir oldugunu ifade etmis ve
karsitinin ~ dogru  olmadigini bir  ornekle

gostermislerdir. Buna dayanarak asagidaki teoremi
verebiliriz.

2.5 Teorem R halkasi bir Z-modil olarak burulmasiz
ve a; R’nin bir endomorfizmasi olsun. Bu durumda
R’nin a-kati olmasi igin gerek ve yeter kosul R’nin
zayIf SH-terslenebilir ve indirgenmis olmasidir.

ispat: (&) R zayif SH-terslenebilir ve indirgenmis
olsun. a € Ricin aa(a) = 0 oldugunu kabul edelim.
Bu durumda (hR,a)’daki f(x) =ax, gx) =a
skew Hurwitz polinomlariigin f(x)g(x) = 0 olur. R
zayif SH-terslenebilir oldugundan g(x)f(x) =0
olup buradan a? = 0 ve R indirgenmis oldugundan
a = 0 bulunur.

(=) Kabul edelim ki R a-kati olsun. R’nin
indirgenmis oldugu agiktir. f(x)g(x) = 0 olacak
sekilde f(x) =XRoa;x', gx) =X} bjx’ €
(hR, @) )
katsayilar olan asagidaki esitlikler vardir.

alalm. Bu durumda x terimlerin

aghy = 0 )
aob, +aja(by) =0 2)
agh, + 2a,a(by) + a,a®(by) =0 3)
agbs + 3a,a(b,) + 3a,a?(b,) + aza®(by) =0 @)

(3) ayb, + (7;) a,a(by,_) + -+ (Z) a,a™(by) =0 (n)

a-kati halkalarin indirgenmis ve terslenebilir oldugu
gbz onlinde bulundurularak, (1) esitliginden bya, =
0 bulunur. (2) esitligi soldan by, sagdan a(a;) ile
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carpilarak boa,a(bya;) = 0 ve kabulden bya; = 0
olur. R terslenebilir oldugundan a;by, =0 olup
Lemma 2.4 geregince a,a(by) = 0 dir. Bu ifade (2)
esitliginde yerine yazilarak ayb; = 0 elde edilir. (3)
esitligi soldan b, sagdan a?(a,) ile carpilirsa,
boaya?(bya,) = 0 olup kabulden bga, = 0 ve R
terslenebilir 2.4den
a,a?(by) =0 bulunur. Bu ifade (3)'te yerine
yazilirsa

oldugundan ve Lemma

aobz + Zala(bl) =0 (5)

esitligi elde edilir. (5) esitligi soldan b, sagdan a(a,)
ile carpilirsa 2bya,;a(b;a,) =0 bulunur. R; Z-
modil olarak burulmasiz ve a-kati oldugundan
bia; = 0olur. Lemma 2.4’ten a;a(b;) = 0 olup (3)
esitliginden agb, = 0 elde edilir. Bu sekilde devam
edilerek her bir i, j icin a;b; = 0 bulunur. Lemma 2.4
geregince bja(a;) = 0 olup buradan g(x)f(x) = 0,
yani R zayif SH-terslenebilir elde edilir.

Teorem 2.5 geregince her a-kati halka zayif
SH-terslenebilirdir. Fakat bu ifadenin tersi Kaynarca
ve Yildirrm (2020) Ornek 2.7’den dogru degildir.

3.Zayif SH-Terslenebilir Halkalarin Genislemeleri

Bu bolimde zayif SH-terslenebilir halkalarin
bazi genislemelerinin zayif SH-terslenebilir olup
olmadigi incelenecektir.

R bir halka ve u,r € R olsun. ur = 0 iken
r = 0 oluyorsa u'ya sag diizenli eleman denir. Sol
diizenli eleman benzer sekilde tanimlanir. Hem sol
diizenli hem de sag diizenli (yani sifir bolen olmayan)
bir elemana kisaca diizenli denir. A; R’nin dizenli
elemanlarinin ¢arpimsal kapali bir altkimesi olsun.
A™'R = {u"'a:u € A,a € R} kiimesi bir halkadir.
a; R’nin bir otomorfizmasi ve kabul edelim ki her
u € Aicin a(u) = u olsun. Bu durumda a(u™ta) =
a:A"'R - AR

ula(a) ile tamimli  bir

otomorfizmasi vardir.

3.1 Onerme R bir halka ve e?>=e€R bir
idempotent olmak lGizere asagidaki ifadeler birbirine
denktir:

(1) R zayif SH-terslenebilirdir.
(2) eR ve (1 — e)R zayif SH-terslenebilirdir.
(3) A™'R zayif SH-terslenebilirdir.

ispat: (1) © (2) Zayif SH-terslenebilir halkalarin
sinifi alt halkalar ve sonlu dik toplamlar altinda
kapali oldugundan ispat agiktir.

(3) = (1) R; A™'R’nin bir alt halkasi oldugundan
ispat acgiktir.
(1) = (3) Kabul edelim ki R zayif SH-terslenebilir
olsun. (hA™1R,@)’da f(x)g(x) = 0 olacak sekilde
f(x) = Lo a)xt ve g(x) = Eio(v™ by)x’
skew Hurwitz polinomlarini alalim. f(x)g(x) =0
oldugundan (hR, @)’ daki f'(x)=
Roaix', g'(x) = Xj_objx/ Hurwitz

polinomlari igin f'(x)g’(x) = 0 elde edilir. R zayif

skew

SH-terslenebilir oldugundan g'(x)f’'(x) = 0 olup
bu esitligin her iki tarafi (vu)~! ile carpilarak
g(x)f(x) =0 bulunur. Bdylece A™1R zayif SH-
terslenebilir olur.

Bir R halkasi lizerindeki Laurent polinomlar
halkasl; a; € R ve k <n olacak sekilde k ve n
(negatif olabilen) tamsayilar olmak {izere tim

m,a;x' formal toplamlarindan  olusur ve
R[x; x~1] ile gdsterilir. R’nin bir & endomorfizmasi
icin &(Z{;kaixi):Z?:ka(ai)xi ile tanimh bir

@: R[x; x~1] - R[x; x 1] endomorfizmasi vardir.

3.2 Sonu¢ Bir R halkas igin R[x] zayif SH-
terslenebilirdir ancak ve ancak R[x; x~1] zayif SH-
terslenebilirdir.

ispat: A= {1,x,x2,...} kimesi R[x]in carpimsal
kapal bir altkiimesi olup A™1R[x] = R[x;x7!]
oldugundan Onerme 3.1’in direkt bir sonucudur.

R bir halka ve a; R’nin bir endomorfizmasi
olmak Uzere a(I) < I 6zelligini saglayan R’nin bir [
ideali a-ideal olarak adlandirilir. I; R’nin bir a-ideali
iken, R’nin bir a endomorfizmasi; R/I bolim
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halkasinin bir @ endomorfizmasina, hera +1 € R/I
icin, @ala+1) =a(a)+1 tanimiyla genisletilir.
Ayrica R’nin her sag (sol) I
(hR, @)’'da bir sag (sol)

idealine karsilk

(hl, @) = {f = Zaixi € (hR,a):qa; € I}

i=0

ideali vardir (Hassanein, 2007).

3.3 Onerme R halkasi bir Z-modiil olarak
burulmasiz, a; R'nin bir otomorfizmasive I; R'nin bir
a-ideali olsun. R/I zayif SH-terslenebilir halka ve I

ideali a-kati ise, R halkasi zayif SH-terslenebilirdir.

ispat: (hR,a)’'da fg =0 olacak sekildeki f =
g =2j=0 bjx!
polinomlarini alalim. Bu durumda (h(R / I), a)’daki
f(x) =E(a; + Dx* ve g(x) = Li-o(bj + Dx’
skew Hurwitz polinomlari igin f(x)g(x) = 0 olur.
R/I zayif SH-terslenebilir oldugundan g(x)f(x) =
0 ve buradan g(x)f(x) € (hl, @) elde edilir. I ; a-
kati oldugundan (Hassanein, 2007) geregince (hl, @)
indirgenmis halkadir (hl, @)’ da
(GOf(x))* =0 g)f(x) =0

bulunur. Sonug olarak R zayif SH-terslenebilirdir.

Toaixt  ve skew  Hurwitz

Boylece
oldugundan

3.4 Onerme R ve S karakteristigi 0 olan iki halka
olmak tizere a; R’nin bir endomorfizmasi ve 0: R —
S bir halka izomorfizmasi olsun. R’nin zayif SH-
terslenebilir olmasi icin gerek ve yeter kosul S’nin
zayIf SH-terslenebilir olmasidir.

ispat: (hR,a)'daki p(x) =X, a;x' ve q(x) =
Z}l:o b]-xj skew Hurwitz polinomlarina karsilik, a bir
izomorfizma oldugundan her i, j icin a(a;) = a’; ve
a(bj) = b’; olmak tizere (hS,cac ") deki p'(x) =
loa'ix!

polinomlari yazilabilir. Bu durumda

ve q'(x) =X ob'jx/ skew Hurwitz

(hR,)’'da

P(x)q(x)—0<=><z ) be} =0

k

=2 (>

=0

alal(bk_l) xk =0

o Orten oldugundan

m+n k
= Z z (Il()a(alal(bk_l)) xk=0
k=0 \1=0
m+n k
PR Z Z (]lc) o(a)(oato™)a(be_y) |x* =0
k=0 \1=0

Herhangi bir pozitif t tamsayisi i¢in(cac 1)t =
oato~1 oldugu gdézdéniine alinarak

m+n

@ZZ

olup (hS,ocac 1) de

a (oac Db ) |x* =0

< p'(0q'(x) =0

oldugundan ispat agiktir.

Bir R halkasi ve bir M; R-R-bimodili verildiginde
R’nin M ile (trivial) asikar genislemesi; bilesensel
toplama ve

(7'1, ml)(rz, mz) = (T'lrz, rm, + mlrz)

ile tanimli ¢arpma islemiyle R@AM halkasidir. Bu
halka; bilinen matris toplami ve carpimi islemleriyle

birlikte, r € R ve m € M olmak Uzere (6 r:)

formundaki matrislerin halkasina izomorftur. R’nin
T(R,R)
genislemesinin @((a, b)) = (a(a), a(b)) ile tanimli

bir a endomorfizmasi igin, asikar

bir @ endomorfizmasi vardir.

3.5 Onerme R; karakteristigi 0 olan bir halka ve «a;
R’nin bir endomorfizmasi olsun. R halkasi a-kati ise,
T(R, R) zayif SH-terslenebilirdir.

ispat: (hT(R,R), &) daki p(x) = X" ,(a;, b)x" ve
qlx) = Z}’:O(cj,dj)xj polinomlari igin p(x)q(x) =
0 olsun. (hR,a)’daki po(x) = X", a;xt, py(x) =
Lobixt, qo(x) = 2o cjx/ ve q1(x) = 2o djx/!
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p(x) =
(Po(x), p1(x)) ve q(x) = (qo(x), q1(x)) bigiminde
yazilabilir. p(x)q(x) = 0 oldugundan (hR, a)’da

skew Hurwitz polinomlari icin

Po(X)qo(x) =0 (1)
Po(X)q1 (%) + p1(x)qo(x) = 0 2)
esitlikleri elde edilir. R a-kati iken (HR,a)

indirgenmis ve boylece (hR,a) indirgenmis olur
(Hassanein, 2012). Bu durumda (1) esitliginden
qo(X)po(x) = 0 elde edilir. (2) esitligi soldan gy (x)
ile carpilirsa p;(x)qo(x) =0 olur. Bu ifade (2)
esitliginde yerine vyazilarak py(x)q.(x) =0 elde
(hR, @)
oldugundan qo(x)p1(x) =0 ve gi(x)py(x) =0
olup buradan q(x)p(x) = 0, yani T(R, R) zayif SH-
terslenebilir bulunur.

edilir. indirgenmis iken terslenebilir

R bir halka ve a; R’nin bir monomorfizmasi olmak

1

Uzere R[x,x™"; a] skew Laurent polinom halkasinin

AR, a) = {x‘irxi:r ER,i > O}

alt kiimesini géz oniine alalim. r € R igin j > 0 iken
x/r=al(r)x) olmasi rx~/ =x/a’(r) olmasini
gerektirdiginden her bir j = 0 igin

x"lirxt = x~ Dl (r)xtti
elde edilir.7,s € Rvei,j = 0igin

x~lirxt + x T sxd = x~ D (@l (r) + al(s)xit
(x~irat)(xUsad) = x~ (4D (aj(r)ai(s)) xtti

ile tanimlanan islemlerle birlikte R’nin bir Gst halkasi
olan A(R, @)’ya R'nin aile Jordan genislemesi denir.
Herhangi (R,a) cifti igin, x’in kuvvetlerinin
kiimesine gore R[x; a] skew polinom halkasinin sol
AR, a)

genislemesinin her zaman var oldugu Jordan (1982)

lokalizasyonu kullanilarak, Jordan

tarafindan ifade edilmistir. a; ayni zamanda
a(x‘irxi) = x"ta(r)x" ile tanimlanan A(R, @)’nin

bir otomorfizmasi olur.

3.6 Teorem R karakteristigi 0 olan bir halka ve «;
R’nin bir monomorfizmasi olsun. R’nin zayif SH-
terslenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul A(R, @)

Jordan genislemesinin  zayif SH-terslenebilir

olmasidir.

ispat: Zayif SH-terslenebilir halkalar alt halkalar
altinda kapali oldugundan sadece gerek kosulu
gostermek yeterlidir. Karisiklik olmamasi adina
A(R, @)’daki x degiskeni yerine t kullanalim. Yani
ARR,a) = {t‘irti:r ERi> 0] biciminde olsun.
Kabul edelim ki R zayif SH-terslenebilir olsun.
a';,b'; € Rvev()),u(j) = Oigina; = t7"Wa’;t¥®,

b; = t74Wp’;t*0) olmak tizere (RA(R, @), a)'daki

p(x) =Xloaix' ve q(x) =X7_obx!
Hurwitz polinomlariigin p(x)q(x) = 0 olsun. Her bir

skew

j =0 icin x~irxt = x~ Dl (r)xit) Gzelliginden

ve a’'nin A(R, @)’'nin bir otomorfizmasi olmasindan
n n .

yararlanarak uyguns = Ove a;, b"; € R igin

a; = t_sa”its ve bj = t_sb”jts

yazabiliriz. Boylece asagidaki esitlikler diizenlenerek

0 =p(x)q(x)

m . n .
(55
i=0 j=0
m+n k
_ k ! k
= a;a‘(by_;) | x
D (Zl () et a)
m+n k
= z <z (k) t_sa”ltsal(t_sb”k_lts)> xk
k=0 1=0 M
m+n k
= z <z (k) t_sa”ltst_sal(b”k_l) ts> xk
k=0 1=0 M
m+n k
=tS <Z (Z (Il{) a”lal(b”k—l)> xk) ts
k=0 =0

elde edilir. Buradan
m+n k
Z (Z () a”zal(b”k_l)) x =0
k=0 1=0

bulunur. Béylece (hR,a)’daki p'(x) = X" a";x!
ve q'(x) = X7 b”jxj skew Hurwitz polinomlari

biciminde

icin p"(x)q’'(x) = 0 olur. R zayif SH-terslenebilir
oldugundan  q'(x)p'(x) =0 olup  buradan
tSp' ()t =p(x) ve t~5q¢'(x)t° = q(x) oldugu
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kullanilarak g(x)p(x) = 0 elde edilir. Sonug olarak
A(R, a) zayif SH-terslenebilir olur.

4. Tartisma ve Sonug¢

Halka teori alaninda yeni tanimlanan bir halka sinifi,
daha o©nceden bilinen halka siniflariyla iliskili
oldugunda anlam ve énem kazanmaktadir. Yeni bir
halka sinifinin tanimlandigl her makale géz 6niine
alindiginda, ilk olarak neden boyle bir halka sinifina
ihtiya¢ duyuldugu ifade edilerek tanimi yapilir ve
diger halka siniflariyla baglantisi ortaya koyulur.
Bundan baska, o halka tizerine kurulan polinom
halkasi, matris halkas;, bolim halkasi, asikar
genislemesi, Jordan genislemesi, Dorroh
genislemesi, Ore genislemesi gibi bir takim
genislemelerinde de bu 0Ozelligin saglanip
saglanmadig incelenir. Bu agidan bakildiginda, bu
¢alisma yukarida agiklanan hedefleri kapsamaktadir.
2. Bolimde belirtildigi gibi zayif SH-terslenebilir
halka sinifi; terslenebilir, a-terslenebilir, a-kati halka
siniflariyla iliskili olan vyeni bir halka sinifi
olusturmaktadir. Halkanin zayif SH-terslenebilir
olma 6zelliginin tasinabildigi bazi genislemeleri de 3.
bolimde incelenmistir.
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