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Lorentz - Minkowski diizlemi (L? diizlemi) bir Pseudo-Oklidyen diizlemdir. Bu diizlemdeki ig ¢arpim
Oklid diizlemindeki i¢ carpimdan farkl oldugundan i¢ ¢apimla ilgili konular ¢alismak oldukga ilgingtir.
Ortogonallik bu konulardan birisidir. Ortogonalliklerle ilgili bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Normlu uzaylarda
tanimlanan birden fazla ortogonallik vardir. Bunlardan bazilari Roberts ortogonalligi, Birkhoff
ortogonalligi ve Isosceles ortogonalligidir. Bu ortogonalliklerin temel 6zellikleri arasinda sadelestirme,
homojenlik, simetri ve toplamsallik O6zellikleri bulunmaktadir. Bu ¢alismada Lorentz-Minkowski
diizleminde Roberts ortogonalligine ait (R-Ortogonallik) bu temel 6zellikler incelenmistir.

Anahtar kelimeler
Lorentz- Minkowski
diizlemi; Lorentz norm;
Ortogonal vektor; R-
Ortogonallik.

On R- Orthogonality in Lorentz-Minkowski Plane

Abstract

Lorent-Minkowski plane is a Pseudo-Euclidean plane. Studying on the inner product topics is interesting
because inner product in this plane is differentt than inner product of Euclidean plane. Orthogonality is
one of these topics. There are variety of studies on orthogonality and also there are many orthogonality
defined in normed space such as Roberts orthogonality, Birkhoff orthogonality and Isosceles
orthogonality. Simplification, homogeneity, symmetry and additivity are basic properties of these
orthogonalities. In this paper, these properties belong to Roberts orthogonality in Lorentz-Minkowski
plane are investigated.
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1. Girig
Normlu uzaylarda ortogonalliklerle ilgili bircok
calisma vyapilmistir. Bunlardan bazilari; James

(1945), Diminnie (1983), Alonso ve Benitez (1988),
Alonso et al. (2012) tarafindan yapilan galismalardir.

Normlu wuzaylarda bilinen bazi ortogonallikler;
Roberts ortogonalligi, Birkhoff ortogonalligi ve
Isosceles ortogonalligidir.

Alonso et al. (2012) c¢alismalarinda, normlu
uzaylardaki Birkhoff ve Isosceles ortogonalliklerinin
ortak 6zelliklerini incelemislerdir.

Lorentz-Minkowski geometrisinde i¢ carpim Oklid
geometrisinden farklidir. i¢ carpima bagl olarak
Lorentz-Minkowski dlzlemi ¢ bolgeye ayrilir:

Space-like (uzaysi), time-like (zamansi) ve light-like
(1s1ks1,null).

Lorentz-Minkowski diizlemindeki i¢ ¢arpim Oklid
dizlemindeki i¢ carpimdan farkh oldugundan ig
carpimla ilgili konularin ¢alisiilmasi oldukga ilgingtir.

Bu c¢alismada Lorentz-Minkowski dizleminde
Roberts ortogonalligine ait (R-Ortogonallik) temel
ozellikler incelenmistir.
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2. Lorentz-Minkowski Diizleminde Temel

Kavramlar

Tanim 2.1 Lorentz-Minkowski diizleminde (L?), x =
(x1,x,) € L%, y = (y1,y,) € L? iki vektdr olmak
Uzere i¢ carpim,

(x,y) »A{x,y) = —x1y1 + X2)>

biciminde tanimlanir. Bu i¢ ¢carpim bi-lineer, simetrik
ve non-dejeneredir.

Tanim 2.2 x = (x4, x,) € L? olsun . Eger,

(i) (x,x) < 0 ise x time-like vektor,
(i) (x,x) >0 veya x = 0 ise x space-like
vektor,

(iii) (x,x) = 0 ve x # 0 ise x light-like (null)

vektor,
olarak ifade edilir.

Lightlike
/

Spacelike

\ .
Lightlike

Sekil 1: L? dizlemi.
Tanim 2.3 Vx,y € L% icin, (x,y) =0 ise x ve y
vektorleri Lorentz anlaminda diktir (ortogonaldir)
denir.

anlamda diklik

Lorentz (ortogonallik) L; ile

gosterilecektir.

Tanim 2.4 x = (x,x;) € L% igin x vektdriinin

Lorentz normu,

[{x, )|

llxll, =

ile tanimlanir.

Teorem 2.1 x = (x;,x,) # 0€L?> olsun. Bu
durumda,
(i) llxll, >0
(ii) l|x]l, = 0 © x bir null vektdrdir.
(iii) x bir time-like vektor =
llxll,* = —(x, x) dir.
(iv) x bir space-like vektor =

llxll,® = (x, x) dir (Tozak 2010).

Diizleminde Roberts
Ortogonalliginin (R-Ortogonallik) Temel Ozellikleri

3. Lorentz-Minkowski

Onerme 3.1 L? diizleminde R-ortogonalligi @ € R,
X.m ve Yy vektorler olmak lizere,

lxp + @yl = Xy — @yimllL

dir.

ispat: x;, L, y.u oldugundan {x;p, yim) =0.
lloxsp + w}’LM”LZ = [xim + @y Xm + @yl
= (oL Xom) + 20X, Yim) + @2V im Vi)
= [Cep, Xom) + @2V, Vi) (1)
ve
2
lxin — @yimll,” = Kxpm — @yim, xom — @yLm)l
= (oL Xom) — 204X, Yim) + @2V im Vi)l

= [Coep, X)) + @2 Vp, Vi) (2)

olur. (1) ve (2) den,

lxpy + @yimlly = llxpy — @ymllL

bulunur.
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Ornek 3.1 L? diizleminde x.,, = (1,2), Yim =
(2,1) vektérlerinin Lorentz anlamda dik oldugunu ve
R-ortogonalliginin saglandigini gosteriniz.
(xLm, Yim) = —2 + 2 = 0 oldugundan bu iki vektér
Lorentz anlamda diktir.
ot + @y llL® = e %) + @2 Vim Yiu)|
=|-1+4+@%(—-4+1)|
= |3 - 3w?|

2
= |lxipm — wyimllL

olup R-ortogonalligi saglanir.

Asagida L? diizleminde Lorentz normu kullanilarak,

R-ortogonalliginin 6zellikleri incelenmistir.

(i) Sadelestirme:

Bxim L, Byim, (B €R).

Xim L Yim =

1820 + @Byl
= BxLm + @BYLM, Bxim + BLYLM)]
= B2 1w, Xoar) + 2001, Yim)
+ @ (Yim, Yim)|
= B2 11xm, Xoa) + @*(Yim, Yim)|
= B2 1w, Xoar) — 20 01, Yim)
+ @ (Y1, Yim)|
= 18w, Xom) — 28%@ (1, Yim)
+ 2@ (Ym, yim)|
= [Bxm — @BYLm, BxLm — @PYLm)|

= ||Bxim — ZITﬁ}’LM”LZ

dir. Buradan, Bx;y L. Byim olup, sadelestirme

ozelligi vardir.

(ii) Homojenlik:

Bxim L, uyim (B, € R).

Xim L Yim =

2
IBxLm + wuyimllL

= [Bxpm + @y, BXm + BUYLM)]
= 1B*CxLum, Xim) + 2@Bulx L, Yim)
+ @1 (Y Yim)|
= 1B*Cerms Xim) + @2 Yim, Yim)|
= 1%L, Xim) — 2@BulxLp, Yim)
+ @1 (Y Yim)|
KBxLm — BryLm, Bxim — @HyLm)|

2
IBxLm — wuyLmllL

ve fxpy 1 pyim dir. Bu nedenle homojenlik

ozelligi saglanir.

(iii) Simetri :

Xim Lo Yim = Yim Lo XM -

o + @yl

= [{(xum + @YLm Xem + TYm)l

= [{xwm, xim) + 20X, Vi)
+ @y, Yim)l

= (oL Xpm) + @2Yim Vi)

1
= |w?| ;(xLM;xLM) +Ym> Yim)
L-kxeRol
—=x olsun.

2
lxpp + @yimllL
1
2

yiae Vi) + 65X, Xpan)|

lyLm + ‘SxLM"LZ (3)

1

12
2

lxpp — @yl

= xm — @y Xom — @Y

= [, Xpm) — 20X 0, Yim)

+ wz(yLMryLM)l

= xm, Xo) + @2V Vi)

1
= |w?| FOCLM: xem) + Yo, Yim)
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Kyms Yim) + 6% X))

2

lyLm — ‘SxLM”LZ (4)

1
2
Xim 11 Vi den dolayi,

xpy + wyimlly, = llxiy — @ymllL

dir.
Ayrica (3) ve (4) den,

1 1
z lyim + wxomll, = z lyim — wximlls

lyrm + wximll, = llyim — wximlly

olur. O halde y; L1, x;p dir. Boylece simetri

ozelligi vardir.

(iv) Toplamsallik:

a) Sag Toplamsallik Xim Ll Vimy  ve

Xpm L Zm = xpm Ly Yom + Zpy) dir.
Xim 1L Yim =

lxrp + @yimlly = X — @yimllL

ve
Xim 1L Ziy =

lxpm + @zpmll, = llxpy — @zmllL

dir.

Buradan,

2
lxim + @im + zoa)llL

= [ + @im + zen), xom + @iy + zey)

= [Cepar Xpm) + 2@ xp, Vm + Zm))
+@Xyim + Zims Yim + Zim)|

= Kxoa, Xon) + @ Vim + Zoms Yim + Zow)|

[ Xpm) — 20 xpm, Y + Zom))
+@Xym + Zos Yim + Zim)|

2
lxin — @ om + zoa) L

dir. O halde Xim 1L Yim Ve Xim 1L Ziy =
xim 1L (yLM + ZLM) OIUp, Saé toplamsalllk
saglanmis olur.

b) Sol Toplamsallik Vim L Xpy Ve

Zim Ly xpm = Vm + Zem) Lo Xom
dir.
Yim L Xpm =

lym + @xpmll, = lyim — @xpmllL

ve
Zim L Xy =
lzpp + @xmll =z — wxomllL

dir.

Buradan,

2
| im + zim) + @xpylly

= Qm + zm) + @xpy, oy + zy) + @xpy)|

= ym + Zow, Yo + Zom) + 20y + Zpm, Xpm)
+ @2, X))

= Wym + Zims Yim + Zom) + @2, X))

= Kyim + Zom, Yim + Zim) — 20(Ym + Zoms Xpm)
+ @2, x|

2
= Qo + zim) — wxppllL”

Yim L Xpyve zpy Ly xpm =
(Yim + Zim) L1 xm olup, sol toplamsallik
saglanmis olur.

4, Sonug

Bu c¢alismada Lorentz-Minkowski dizleminde
Roberts ortogonalliginin (R-Ortogonallik)
sadelestirme, homojenlik, simetri ve toplamsallik
ozelliklerinin saglandigi gosterilmistir.
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