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norm degerleri yardimiyla gosterilmistir.

Bu galismada ilk olarak 3-boyutlu matrislerde ¢arpma islemi, 2-boyutlu matrislerdeki ¢garpma islemine
benzer sekilde tanimlanmistir. Daha sonra, 3-boyutlu matrislerdeki norm esitsizlikleri elde edilmis ve bu
esitsizlikler ispatlanmistir. Ayrica tanimlanan egsitsizliklerin kullanighhgi similasyonlar yardimiyla elde
edilmis veriler ve gergek veriler kullanilarak olusturulmus 3-boyutlu matrisler icin ayri ayri hesaplanan

Norm Inequalities and Applications in 3-Dimesional Matrices
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real data applications.

In this paper, we first define 3-dimensional matrix product as it is defined for 2-dimensional matrices.
Moreover, we present norm inequalities for 3-dimensional matrices and prove them. Furthermore, the
usefulness of these inequalities is presented for 3-dimensional matrices obtain from simulations and

1. Giris

Matris normlari matematikten, mihendislige,
istatistikten, fizige kullanilmasi oldukca yaygin olan
araglardan biridir. Matris normlari, bir dikdortgensel
matrisin, 6rnegin m x n boyutlu bir matris igin,
icindeki m.n tane sayiyi kullanilan norma 6zgi tek
bir sayl haline getirerek verilerin yorumlanmasini
kolaylastiran  bir Matris

esitsizlikleri ise bu normlara 6zgii sayilar arasindaki

fonksiyondur. norm
iliskileri bize vermektedir. Gegmisten gliniimize
kadar bu normlar gesitli alanlarda kullaniimistir.
Literatlrdeki bazi orneklerden kisaca bahsetmek
gerekirse ornegin, Zielke (1988) ¢alismasinda matris
normlari ve matrisleri kosul sayilari arasinda iliskileri
gostermistir. Li (1998) ise Frobenius normunu,
Hermitian matrislerinin 6zdeger problemleri igin
bagil Oteleme  teoremlerinde
2005

¢alismasinda glraltd varyanslarina iki farkh sinir

kullanmigtir.

Wilkinson’in yiinda  yayinlanan  bir
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bulmak icin 2-normunu kullandigini ifade etmistir.
De Maio ve Carotenuto 2013 vyilindaki ortak
¢alismalarinda,
norm veya spektral normlarindan birini iceren iki
maliyet fonksiyonunu ele aldiklari gérilmektedir. Bu
maliyet fonksiyonlarinin optimalitelerini bu iki
matris normunu kullanarak ispatlamislardir. Ote
yandan 2015'te Whitaker ve
¢alismasinda ise matris normlari seyrek kodlama

Hermitian matrisinin Frobenius

Anderson'nun
yontemiyle anormal o&zelliklerin  6gretilmesinde
kullanilmistir. Glinimizde ise matris normlarinin
kullanimi yeni yeni 2-boyuttan 3-boyuta tasinarak

kullaniimaya baslanmistir. izgi (2015)'nin
¢alismasinda 3-boyutlu matris normlarinin tanim ve
ispatlarinin  yani sira, matematiksel finanstaki
uygulanigi  stokastik  diferansiyel  denklemler

yardimiyla kapsamli bir sekilde gdstermistir. Ayrica,
Duran ve izgi'nin 2015 yilinda yazmis olduklari
makalede de goriilecegi lUzere 3-boyutlu matris
normlarinin kullanislihgl gercek veriler kullanilarak
yapilan analiz ve similasyonlar 15181 altinda da
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gosterilmistir. Her ne kadar 3-boyutlu matris
normlariyla ilgili ¢alismalar, Duran ve izgi (2014,
2015) ve izgi (2015)’nin calismalarinda karsimiza
¢iksa da, 3-boyutlu matris normlarinin esitsizligiyle
ilgili literatlirde bildigimiz kadariyla herhangi bir
calisma vyapilmis bulunmamaktadir. Bu eksikligi

mimkin oldugu kadariyla tamamlamak igin
makalemizde bu problem ele alinmistir. Ele almis
oldugumuz problemin bu ydnlyle de oldukca
onemli oldugu kanaatini tasimaktayiz. Bu nedenle ilk
olarak esitsizliklerin ispatlarinda kullanilacagi igin, 3-
boyutlu matrislerde carpma

islemi, 2-boyutlu

matrislerdeki carpma islemine benzer sekilde
tanimlanacaktir. Daha sonra 3-boyutlu matrislerdeki
norm esitsizlikleri ispatlanacaktir.

Calismanin devam eden kisimlari su sekilde
siralanmaktadir. Boliim 1.1'de tanimlar, Bolim 2'de
3-boyutlu matrislerde carpma islemi ve 3-boyutlu
matrislerdeki norm esitsizlikleri, Bolim 3'te de
uygulamalar ve sonuglar kismi yer almaktadir. Ekler
kisminda ise baz

norm esitsizliklerin ispatlari

mevcuttur.
1.1. 3-Boyutlu Matris Normlari

ilk olarak, 3-boyutlu matrisler i¢cin Duran ve izgi’nin
(2015) calismalarinda verilmis olan tanim ve
Onsavlardan kisaca bahsedilecektir.

Tanim: 3-Boyutlu matris normu, ||*[l;mxnxs
kompleks degerli matrislerden reel sayilara olan ve

asagidaki 6zellikleri saglayan bir fonksiyondur:

e ||A||=0ve ||A]|= 0 ancak ve ancak A = 0;

e ||adll=]a].]|A]l, a bir skaler olmak Gzere

e |lA+ Bl[<|lAll+]|B]l; Ave B mxnxs
boyutlu matrisler olmak Uzere.

Tanim: A 3-boyutlu kompleks degerli bir matris
olmak Gzere yani AeC™™S icin A’'nin 1-normu ve
oco-normu asagidaki gibi tanimlanmaktadir:

12 1|a

situn blogu toplami.

|A]l1= maxZ )l= En biyik mutlak
sjs

”A”oo=1max Yh=1 | o biyidk mutlak
<ism

satir blogu toplaml.

Onsav. AeC™"™*S glsun.

normdur.

|A]l: ve ||A|ls birer

Tanim. AeC"™"™*$ 'nin p-normu asagidaki gibidir:
Alp=(Sher By S22 o) ) , 1<p<oo
Onsav. AeC™ ™S olsun. ||Al[p bir normdur.

Tanim. AeC™™*S olsun. A'nin Frobenius normu
asagidaki gibidir:

4]l = \/Zi LY (o)

Tanim. AeC™™*S ye (Ak)* da k. kesitteki matrisin
eslenik transpozesini belirtsin. Ak ., bitin k
degerleriigin (Ak)*Ak ‘nin en biiyiik 6zdegeri olmak
Uzere, A’'nin 2-normu asagidaki gibi tanimlanmistir:

||A||2— max ( max ||A(’<)x|| ) L

[l 2
Ayrica, AK .= (max|(Ak) Ak — ?\kl| = 0) olmak
uzere, ||A||3 = ml?x(kmax) seklinde de

tanimlanabilir.

Onsav. AeC™™*S g|sun. ||A||. bir normdur.

2. 3-Boyutlu Matrislerde Carpma islemi ve Norm
Esitsizlikleri

3-boyutlu matris normlarinin ispatlanmasinda
kullanilmak Uzere 6ncelikle 3-boyutlu matrislerde

carpma islemini asagidaki gibi tanimlayacagiz.

Tanim. AeC™ ™5 ye BeC™P*S 3-boyutlu
matrislerinin ¢arpimi seklinde tanimlanan C = AB
matrisi, girdileri cl-kj =i aﬁ‘tbfj olan 3-boyutlu

CeC™ PXS bir matristir.
2.1. 3-Boyutlu Matris Norm Esitsizlikleri

AeC™ XS olmak lzere, 3-boyutlu matris norm
esitsizlikleri asagidaki gibidir:

o =l <Al < svmlldlle (1)
o =l4ll < llAll, < svnllAl, (2)
o =llAle <l4lly < svmlldle ()
o Al < llAllo <ns?llAll, (4)
o =4l < 4lly < svallAl, (5)
o =Ml <Nl < Jrmsllall, @)

r, = min(m,s), r, = min(n,s), 13 <s
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Genel olarak ispatlar, 2-boyutlu matris norm

esitsizliklerinin ispatlarinda kullanilan yaklasima
benzer olarak yapilacaktir. Bazi kaynaklarda nasil ki
2-boyutlu matris norm esitsizliklerinin ispatlari, 2-
boyutlu  matrislerin  vektorlere indirgenmesi
yardimiyla yapiliyorsa, buradaki ispatlar da benzer
yaklasimla  3-boyutlu  matrislerin  2-boyutlu
matrislere indirgenmesiyle yapilacaktir. Herhangi
bir 3-boyutlu MeCK*™*P matrisinin, 2-boyutlu bir
matris olarak MeC¥*P gibi davrandigi diistindilebilir.
Bu amagla ilk olarak 3-boyutlu matrisler, carpma
islemi altinda 2-boyutlu matrislere indirgenip daha
onceden 2-boyutlu matris normlari icin bilinen
matris norm esitsizlikleri de kullanilarak kanitlar
yapilmistir (Golub ve Val Loan 1996). Ayrica, burada
sadece (1), (2) ve (6) numarali esitsizliklerin ispatlari
verilecektir. Ortaya koydugumuz diger esitsizliklerin
benzer sekildeki kanitlari ise Ekler

sunulmustur.

kisminda

Asagidaki ispatlarin timiinde AeC™¥"*S, xeC™¥1*s,
yeCs*1, AxeC™ 1% yve AxyeC™*?! olmak

ispatlar yapilmistir.

uzere,

ispat.(1) veC™ bir vektdér ve MeC™™ 2-boyutlu bir
matris olmak Uzere,

TIIMIIOO_IIMIIZ vm|[M|le

IVl < llvll2 < Vallvlle

oldugu bilinmektedir. Bu esitsizlikler ispat icerisinde
gerekli dizenlemeler yapilarak kullanilacaktir.

SupIleylloo
y=zo IYlleo
=sup|———
veo L lxlleo

_ Axy oo . mx1
TS <y;£ xlleo 11leo ) Axyel

1A%l

v %Mo

1Al =

Vsllylle ve llx]lz £ Vnllx|lekullanilarak;

Ayl oo
= sup <SUP IIXI|2||y||2>
x+0 \y+ vn s

Axy|| o
=Sup<\/§. u w>

p
x#£0 y#0 lxll2 v ll2

e
= sup | Vs - 2o 22

Iyllz <

wn

o Il
ote yandan ||¥|l < |lyll, oldugundan;

p||Axy||oo
Iyl
< sup <\/_ y=0 % >

Y0 lxll;

= sup (Vi - Ll

V0 lxll

ve ||Ax|lo < +/s||Ax]|, oldugundan;

< sup (\/— \/—Ilellz)

s Il

\/_||A||2 olur.

=syn- sup
Y0 || ||

Bunun sonucunda, [|Alle < svn|lA|l, esitsizligi

elde eldilir.

Diger taraftan [|A]|, igin bir Gst sinir bulmak igin,
yzo_IIYll2
lIxIl; /

Ax
= sup supw ; AxyeC™mx1
ren e Il lvl

lAxll,

p
x=0 x|z x#0

Al

Iylleo < lIyllz ve llxllee < Vsllx|l; esitsizliklerini
kullanarak;

lAxy|l,
< sup Suanuoo
x#0 \ y=0 [l¥lleo

X
= sup \/— sup Axy ||,
720 20 X0 ¥ llco

suplAxl
Yo 17l
= sup| Vs - Z—
pwe oo

Iyll; < Vsllylle oldugu igin;
lAxyll2
;‘;{)’W sup”'ﬁiﬂz
x#0 [l ll oo x#0 1%l o
~ sup <s _ ||AX||2>
x#0 Il oo
ayrica ||Ax||, < Vm||Ax|l, oldugundan;
A A
< sup ( \/—ll X”oo) _ s\/ﬁ-sup |4l oo
Sup llo SUP o

= svm||A||s olur.
Boylece, ||All, < svml||Alle esitsizligine ulasilir.
Sonug olarak elde etmis oldugumuz bu iki esitsizligi
bir|e§tirirsek,$ﬁ||A||w < |1All, < svm||Alls elde

edilir. m

ispat (2) veC™ bir vektdr ve MeC™™ 2-boyutlu bir
matris olmak Gzere,
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—IIMI|1 IMll; < VnllMl,
Ivllz < llvlly < Vllyll

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlikler de dikkate

alinarak;

o laxd laxyll;
lAll, = sup = SUP | SUP L
x#0 1 x#0 \ y#0 1 IVIl1

llxllz < Vslixlly ve llyllz <
< sup ( J5 - sup 1A >

e S0 1211z 11z

lv||;0ldugundan;

ve [|[yll; £ vVnllyll, oldugunu biliyoruz;
suph4lls
SED llax]|
< sup \/_\/_ ¥=0 77 | = sup (S _1)
x#0 llxll2 x£0 [l 1l 2

1 .
son oIarak\/—mllelll < ||Ax]|, kullanildiginda;

|| Ax |l | Ax|]

< sup <S\/m- 2 sym-su 2

x#0 llx1l2 x=0 [Ixll2
= svm||4]|, olur.

Boylece, ||A]l; < svml|A|l, elde edilir. Ote yandan
bir Gist sinir bulmak amaciyla,

llAxy|l
lAll, = 2

|| x|, <Sup<sup
20 xllz — xeo \yeo Il [yl
lIxlly < Vnllxllz ve llylly < Vsllyll; oldugundan;
Ax
Ssup<m.su m>

p
y=o llxll1 1y lly

x#0
Ax
supl Tt
=sup| Vsn-
X#0 llx |11
lyllz < llyll; esitsizligiyle;
supllz.
< sup sm - 222 vlz_ | _ sup (m . ||Ax||2)
Sub Il Sub Il
ve ||Ax|l, < Vsl|Ax||; esitsizligi kullanilarak;
lAxIl | Ax||
< sup <\/_\/ L) =svn-su !
X#0 x|l x=0 lx|ly
= svnl|lAll; qur.
islemler sonucunda elde edilen esitsizlikleri

IIAI|1 41l < svnllAll,

birle§tirirsek
olur. m

ispat (6). veC" bir vektdr ve MeC™*" 2-boyutlu bir
matris 1y, =Rank(M) olmak Uizere,

Ml < IMllp < rullMl,

vl = llvlle < Vrivll,r <n

lAll, =

xlly laxyll,
Su < su I rTEr—
p || 2l = San \ e Il Iyl

r; = min(m, s), r3 < s olmak uzere,

lxllr < Vrllxllz ve llylle < sllyll, oldugu
bilinmektedir. Boylece;

lAxy ||,
< sup (Sulg [EEIEaTs

x+0

Vi s
SupIIAxyIIz
yzo IVlF
= sup (1/7"17"3 ' W)
x#0 F

¥l = llyll, oldugundan dolays;
1Axyll2
\/ﬁ_sy"i% yli2
3 ixllg
||Ax||2)
= Su Y1V " —/m
p (Vs Il

x+0

I
%]
c

o

ve son olarak ||Ax||, < ||Ax]|F esitsizligi

kullanilarak;
lAx|lF lAx|lF
<su (,/rr . = /1173 " Su
SUb Vs E R T
= /n13l|A||folur.

Sonug olarak, ||A]l, < /mrsllAllF esitsizligi elde
edilir. Diger yandan,

laxll _

w20 IIxlly

l|Axy||
Al = ——L_

sup
x#0 <y¢0 x|l Iyl

llxllz < llx|[r ve llyllz = llyllr oldugundan;

<Sup<sup l4xylle >
= 0 5o Tl Ty

x#0
1Axy |l g
_ y=o 2| .
= sup | 22 Hlylly < rsllyl oldugy
x#0 2
icin;
laxylip
su
Yo WlF lAx|lF
=sup| /13 - F——— | =sup (13 ——
20 EP 20 [E4]PS

ve [|Ax||r < V12]|Ax||5, 7, = min(m, s) olmak
Uzere

[l Ax]]
< sug (1/7'3\/7"2 . ”x”22> = /r313||All; olur.
x#

Yukarida elde edilen esitsizlikler birlestirildiginde,

1 .
m”AHZ < lAllr £ {r37m2llAll; ispat

tamamlanmis olur.m
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Tum ispatlarda 3. boyutun (s’nin) etkisinin bir
sonucu olarak da, 2-boyutlu matris normlari igin
verilen esitsizliklerdeki araliklardan daha genis bir
araligin elde edildigi gérilmektedir.

Boylelikle; 3-boyutlu matris normlarinin hepsinin
birbirlerine denk olduklarini géstermis olduk.

Kisaca, elde ettigimiz esitsizliklerin katsayilari Ny,
olsun. Oyle ki, A boyutlari mxnxs olan 3-boyutlu bir
lAlla < Nap - 1|4l
esitsizligindeki, N,,(m,n,s) degerleri asagidaki

matris olmak Uzere

cizelge yardimiyla kolayca elde edilir.

Cizelge 1. Norm esitsizlikleri katsayilari gizelgesi

a\b 1 2 F )
1 1 svm svm ms?
2 svn 1 \/1% svm
F svn Jnrs 1 svm
0o ns? svn svn 1

3. Uygulamalar ve Sonuglar

3.1 Uygulamalar

Bu boélimde yukarida ispatlamis oldugumuz norm
esitsizliklerinin, similasyon sonucu elde edilen ve
gercek veriler icin hesaplanmis norm degerleri igin
saglandiginin gosterilmesi hedeflenmektedir.
Asagida olusturdugumuz Cizelge 2., izgi (2015)'nin
ve Duran ve izgi (2015)’'nin ¢alismalardaki stokastik
yapmis
elde edilmis 3-boyutlu

diferasiyel denklemlerle olduklar

similasyonlar sonucu

matrisler icin hesaplanan norm degerlerini
icermektedir. Oyle ki, Cizelge 2.’nin 1. siitunundaki
%[-2,2]

degerlere gore glincellenmis faiz

degerler her adimda rassal olarak
arahgindaki
oranlarina karsin similasyonlar sonucu elde edilen
3-boyutlu  matrisler icin  olusturulmus norm
degerlerini gdstermektedir (izgi, 2015). Cizelgenin 2.
situnundaki degerler ise gercek faiz oranlar
kullanilarak yapilan analizler sonucu elde edilmis 3-
boyutlu matrisler icin hesaplamis norm degerlerini

gdstermektedir (Duran ve izgi, 2015).

Cizelge 2. Similasyonlar sonucu olusturulan 3-boyutlu
matrisler igin elde edilen norm degerleri

Normlar Milstein SRK

1-norm 3.9863 3.6732E+07
2-norm 2.8489 2.8541E+06
Inf-norm 6.4641 1.1129E+10
Fro-norm 4.0322 4.3077E+07

ilk olarak, izgi (2015)'nin calismasinda kullanilan
MeC1000x101x2807 ik matris icin Cizelge 1.dekine
benzer norm esitsizlikleri  katsayr ¢izelgesini
olusturalim. Bolim 1.1’de 3-boyutlu bir matrisi
MeC™ ™XS glarak tanimlamistik; o halde m=1000,
n=101 ve s=280 olur. Sonuc¢ olarak, bu degerler

kullanilarak Cizelge 3. degerleri kolayca elde edilir.

Cizelge 3. MeC000¥101x280%;  matris icin  norm
esitsizlikleri katsayilar gizelgesi

a\b 1 2 F ©

1 1 8854.38 8854.38 64009000

2 2542.62 1 159.85 8854.38

F 2542.62 280 1 8854.38

© 28280 2542.62 2542.62 1
Benzer ¢izelge Duran ve izgi (2015)nin

calismasindaki 3-boyutlu matrisler icin de elde
edilebilir. Sonu¢ olarak, her bir yontem ile elde
edilmis norm degerleri igin ayri ayri olusturulmus
norm esitsizlikleri katsayi cizelgeleri yardimiyla,
Bolim 2.1.’de verilen esitsizlikler Cizelge 4.’teki gibi
Ozetlenebilir.

Cizelge 4. Milstein ve SRK metotlari sonucu elde edilmis
norm degerleri igin olusturulan esitsizlikler

# Milstein SRK

2.30E-03<2.849<5.72E+04 1.39E+06<2.85+E06<2.83E+13

4.50E-04<2.849<1.12E+04 1.44E+04<2.85E+06<2.94E+11

2.30E-03<4.032 <5.72E+04 1.39E+06<4.31E+07<2.83E+13

1.424E-05<6.464<3.16E+07 1.55E-07<1.11E+10<2.35E+15

g h~ W N -

4.50E-04<4.032<1.12E+04 1.44E+04<4.31E+07<2.94E+11

6 1.69E-02<4.032<7.98E+02 1.13E+04<4.31E+07<4.56E+08

# Esitsizliklerin numarasi

Norm esitsizlikleri matris boyutlarina bagl olarak
ifade edildigi icin, bu (mxnxs) boyut degerlerinin
blylk oldugu durumlarda esitsizlikler her ne kadar
genis bir aralik ifade etse de, degerlerin kigllmesi
durumunda daha optimal araliklar elde edilecegi
esitsizlik ifadelerinden de goriilmektedir. Bunlarin
yani sira, uygulamalar kisminda bahsedilen iki
¢alismada da stokastik diferansiyel denklemlerin
(SDD) sayisal ¢ozliimlerinde kullanilan Milstein ve
SRK yontemleriyle elde edilmis norm degerleri
gorilmektedir. Bu metotlarin yakinsama hizlar
bilindigi tzere sirasiyla 1.0 ve 2.0 dir (Bkz. P.E.
Kloeden, E. Platen, H. Schurz, 2215). SDD’lerin
kullanildigl analizlerde her ne kadar yakinsama hizi
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ylksek olan yontemler genel olarak tercih edilmek
Cizelge 4.teki dikkatlice
incelendiginde, norm esitsizliklerinin SDD ile yapilan

istense de, degerler
sayisal analizlerde kullanilan metotlardan bagimsiz
olarak korundugu da gozlemlenen bir diger dnemli
sonug olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

3.2. Sonuglar

Boylece yukarida ifade etmis oldugumuz 3-boyutlu
matrislerdeki norm esitsizlikleri ispatlanarak tipki 2-
boyutlu matrislerdeki gibi normlarin denklikleri de
gosterilmistir. Ortaya koydugumuz bu 3-boyutlu
matris norm esitsizlikleri  kullanilarak, matris
normlari arasindaki bagintilar cok daha kolay bir
sekilde ifade edilmis olacaktir. Bunun yani sira,
hesaplanmasi kolay olan normlardan (mesela ||. || co,
|| l; normlarigibi) yola gikarak diger normlar igin alt
ve Ust sinirlar belirlenebilir. Boylece normlar arasi
gecisler kolay bir hal alacak ve norm degerlerinin
dikkate

esitsizlikler

alinarak vyapilacagi analizlerde, bu

yardimiyla sonuca ulasma siresi
kisaltilarak daha hizli bir sekilde degerlendirme

yapma imkani saglanmis olacaktir.

Oyle ki, veri se¢imlerinin normlara bagh oldugu
durumlarda hesaplanmasi diger normlara gore daha
kolay olan [|.|l veya ||.|ly normlarindan biri
kullanilarak (yaklasik olarak) diger norm degerlerine
gecis yapilabilir. Boylece ||. ||z ya da ||.|l, normlari
Bu noktada dikkat
edilmesi gereken bir diger husus ise; bu iki normun
hesaplanmasi 2-boyutlu matrislerde bile oldukga

uzun zaman alirken, 3-boyutlu matrislerde ¢ok daha

icin araliklar belirlenebilir.

uzun siirecegidir. Bu sebeple yukarida elde ettigimiz
norm esitsizlikleri kullanilarak, uygun segimlerin
yapilmasi ile belirtilen bu normlar icin yaklasik bir
deger bulmak daha kolay hale gelecektir.

Diger taraftan matris tabanh algoritmalarin

analizleri, matris normlarinin  kullaniimasini
gerektirdigi icin bu tarz analizlerde de elde edilen

norm esitsizliklerinden faydalanilabilinir.

Sonuc olarak, bircok farkli kullanim alani olan matris
normlari igin matris norm esitsizlikleri 3-boyutlu
matrisler icin de gosterilerek farkli ve yeni bir boyut
kazanmis oldu. Boylece tek bir norm hesaplanarak
diger normlarin yaklasik degerleri hakkinda fikir
sahibi olunacaktir. Bunlarin bir sonucu olarak da,

vapillan bazi similasyon veya algoritmalarin
analizlerinin daha hizli bir sekilde tamamlanmasinda
edilen sinir

bu esitsizlikler yardimiyla elde

degerlerinin  6nemli  bir rol oynayacagina

inanmaktayiz.
Ekler

iSpat.(3) AGmenxS, XGCnX1xs,y€(Csx1, AXE(mele
ve AxyeC™*1olsun.
MeC™*™ 2-boyutlu bir matris ve veC™ vektdr olmak
uzere,
1

Vn
Vektorlerde 2-normu, Frobenius normuna esit
oldugundan, [[v[le < [[Vllr < Vallvlle

SupIIAxyIIoo
y#o 1¥lleo
=sup|———
x#0 1|l oo

[AxY oo
sup <Su13 I=IFIVIE
x#0 \y#0 —5— 15

Ml < IMIlr < VmiIM||e

oldugu soylenebilir.

14100
Allo = supT—->
lAlle SUD e

IA

Ax
= sup (virs - sup 1Al
y=0 IXlIF 1VllF

llxIlF

A
suplAxYlieo
Yo 1710

IN
wn
[
o
2
5]

llx1l2

SupIleylloo
— sup <\/’1§ . y#0 “y”F )

x|l

IA
%)
o
o

(m\/g. W)

llx1l 7

sy - sup e — o Al

0 Ixle

Al < svVnllAllr esitsizligi elde edilir.

Ayrica,
lAxyllF
_ lAxllF _ yzo IVIF
x#0 F x#0 xllr

l1Axy |l
< sup | SUP e —
x#0 \y#0 5 17l

Y20 520 Ixlleo 1lleo
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IIAxyIIF
0 [1¥lloo
= sup \/— y¢
20 l1%lloo
l1Axyll F
(kY
S Sup S u
x#£0 [12 ]l oo
Ax Ax
= sup (S_n ||F) < sup (s\/ﬁ-” ||oo)
20 Ixleo / = 20 l1xlloo
Ax
=sym-sup-——~ lAxlleo _ = svm [|4]| -
o %o

Bu sebeple, ||Allr < svm||A|le elde edilir.

Sonug olarak elde etmis oldugumuz bu iki esitsizligi
. .. 1
birlestirirsek, m”A”oo < |lAllr £ svml|A||c elde

edilir. m

ispat.(4) Ae(cmxnxs' xe(C"“xs,ye(Csxl, AXE(melxs
ve AxyeC™*1olsun.

veC" vektér ve MeC™"*2-boyutlu bir matris olmak
Uzere,

1
— Ml < Ml < nliMll,

|I17|I1 Ivlle < nllvlly

oldugu bilinmektedir ve bu esitsizlikler gerekli

diizenlemelerin  yapilmasinin  ardindan  kanit

asagidaki gibi sunulmustur.

lAxylly

Ax o vy
suplals _ g (2
veo Xl veo\ lIxlh

| Axy|l1
Sup <Sup Tlloo Tllso

x+0 S S

 sup lAxy|l1
y#0 IXlleo [17lleo

l1Axyll1

SubT
_ . Yy*0 s
piot S R P

All,

IA

= sup
x#+0

A
Supn xyly
320 Iyl

IA

Su
4 P

Ax Ax
52 N II1) < sup (Szm_ll ”oo)
l12¢lco 0 [l oo

Ax
:Szm_supn o _
x£0 |E9(P%

Yani, |All; < ms?||Alle esitsizligi elde edillir.

2m 1Al

Diger taraftan,

4%y lloo
1A lAxlloo yz0 17lloo
© 7000 o yeo\ Il

IA

sup
x+0

[|Axy || o
UP o, ||x||1
y=0 ——1l¥ll1

Ax
n - sup M4l
y0 Xl 1ylla

v 17l1
[1x Iy

A
SupII xYlloo
yz0 1Yl

IA
%)
[=
T

llxll1

(
(
(

_||Ax||w)

llx1l1

Ax
< sup (ns2 Nax]l, ”1)

x#0 ” ”1
”‘lx”
2 " Sup— =

ve0 %l

ns?||Ally

kisaca, ||All < ns?||A|l; esitsizligine ulasilir. m

ispat.(5) AeCmxnxs, xecnxlxs’ye(csxl’ AxeCmx1xs
ve AxyeC™*1olsun.

MeC™" 2-boyutlu bir matris ve veC" bir vektdr
olmak Uzere

IMlly < [IMllr < VnliMIly

r
lvllz < llvlly <

Vallvllz ve llyllr = llyll;

oldugu bilinmektedir. Bu esitsizlikler 15181 altinda
asagidaki ispat yapilmistir.

l1Axylly

Ax|| =0 I¥llL

lAll, = su p * = sup | ——
Il a0\ Nl

l1Axy |l
< sup <sup Tl ol
Js YIF

— sup (5 - sup 1A= >

y=0 IXlIF 1VIlF

lIxllF

A
suplA@ls
Yo il

llxllF

=sup| s - Z—-

5. ||Ax||1)

v20 ( lxllF
(

sup S\/'a_llAXIIF)

llx1l 7

IA

= svVm- sup

20 || ||

Boylece, ||A|l; < svml|A||r elde eldilir.

= svyml||Allp.
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Ust sinir bulmak icin ise,
lAxyllg
sup———
llAx| Yo lF
lAllr = sup =sup| =————

veo IXlF 30\ Il

lAxy|lF
< sup <SUPM
X#0 \y#0 "7 s

— sup (m - sup M)

AT

Sub Il
lAxyll
llF
0
< sup| Vns - ZZ=——

ll¢1l1

suplasie
0
= sup | vns -2 2

sup (\/%M) < sup (s\/ﬁ-M)

o xl /= 5o Ixllz

= syn - sup 2 — g Al

SUP il

olur ve son olarak ||A||r < svn||Al|; esitsizligi elde
. ) 1

edilir.  Boylece ﬁllAlll < |Allr < svnllAll,

esitsizliginin de ispati tamamlanmis olur. m
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