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Ozet

Kalman Filtresi yonteminde sistem dinamigi, parametreleri ve istatistiksel Ozelliklerinin tam olarak
bilindigi varsayimi yapilir. Fakat birgok gergek uygulamada sistem modeli bilinmeyen rasgele veya sabit

sapmalar icerir ve bu nedenle Kalman Filtresinde iraksamalar meydana gelebilir. Bu bilinmeyen sabit
veya rasgele sapmalarin modele dahil edilmesi ile elde edilen Artirilmis Durum Kalman Filtresi

Anahtar kelimeler hesaplama yikiniin artmasi ve ortaya ¢ikan birtakim sayisal problemlerden dolayl tercih
Artinlmig durum edilmemektedir. Friedland (1969), optimum tahmin edicinin ilk olarak sapmanin sifir oldugu durumda
Kalman Filtresi; filtreyi isletip daha sonra sapma icin elde edilen filtredeki sonuca gére, filtrede diizeltme yapilarak elde

iki Asamali Kalman edilebilecegini dnermistir. iki Asamali Kalman Filtresi olarak adlandirilan bu yéntem uzun yillardir

Filtresi; arastirmacilarin ilgisini ¢eken bir konu olmus ve degisik bigimlerde iki Asamali Kalman Filtreleri
Rasgele sapma onerilmistir. Bu g¢alismada, durum-uzay modelinde rastgele bir sapma oldugu durumda filtreyi her

adimda uyarlayan yeni bir yaklasim olarak Uyarli iki Asamali Kalman Filtresi &nerilmis ve yapilan bir
simiilasyon calismasi ile elde edilen sonuglar Artirilmis Durum ve iki Asamali Kalman Filtreleri ile elde
edilen sonuglarla karsilastirilmistir. Uyarli iki Asamali Kalman Filtresi ile elde edilen hata kareler
ortalamasi, Artinlmis Durum ve Iki Asamali Kalman Filtreleri ile elde edilen hata kareler
ortalamalarindan daha dustik gtkmistir.

Adaptive Two Stage Kalman Filter

Abstract

In Kalman Filter method, they assume that dynamics, parameters and statistical properties of the
system are exactly known. But, for many real applications system model has unknown random or
constant bias and because of that reason, there can be divergences in Kalman Filter. Because of the

Key words

Augmented State computational complexity of Augmented State Kalman Filter which is obtained after adding these

Kalman Filter: unknown constant or random biases into the model and because of some numerical problems which
;

Two Stage Kalman
Filter;
Random Bias

appear, Augmented State Kalman Filter is not prefered. Friedland (1969) proposed that optimum
estimator can be obtained by running the filter when bias is equal to O firstly, then correcting the filter
according to the result which is obtained for bias in the filter. The method called the Two Stage Kalman
Filter has been a subject which has attracted attention of researchers for many years and Two Stage
Kalman Filters have been proposed in different forms. In this study, we propose a new Two Stage
Adaptive Fading Kalman Filter which will adapt the filter at every step when there is a random bias in
state-space model and results that are obtained by simulation study are discussed.
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1. Giris veya rasgele sapmalarin durum denklemine

Geleneksel Kalman Filtresi ybnteminde sistem eklenmesiyle Artirilmis Durum Kalman Filtresi elde

dinamiginin, parametrelerinin  ve istatistiksel edilir. Fakat hesaplamalarin artmasi ve sayisal bir

ozelliklerin tam olarak bilindigi varsayilir. Fakat takim ~ problemlerden dolayr  Artinlmis - Durum

bircok gercek uygulamada sistem  modeli Kalman Filtresi yerine sapma ve durum tahmininin
bilinmeyen rasgele veya sabit sapmalardan paralel iki algoritmaya gére elde edildigi iki Asamali

etkilenir ve bu nedenle Kalman Filtresinde Kalman  Filtresi ~ olarak bilinen yGntem  son

iraksamalar meydana gelir. Bu bilinmeyen sabit zamanlarda daha ok tercih edilmektedir. lki
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asamali Kalman Filtresini sabit sapma igeren
durum-uzay modelleri igin ilk kez Friedland (1969)
Onermistir. Daha sonra arastirmacilar tarafindan
bilinmeyen sabit sapmali durum-uzay modelleri icin
Friedland’ in modeline alternatif olarak iki Asamali
Kalman Filtreleri énerilmistir. Son zamanlarda iki
sabit

durumunda degil rasgele sapma olmasi durumunda

Asamali Kalman Filtresi sadece sapma
da cesitli arastirmacilar tarafindan Onerilmistir.
Fakat yapilan bu tiretimlerde rasgele sapmanin
istatistiksel 6zelliklerinin bilindigi varsayimi vardir ki
gercekte bu bilgiler ya kismen mevcuttur ya da hig
yoktur. Bu c¢alismada, bu probleme ¢6zim
dnerebilmek amaci ile bir Uyarl iki Asamali Kalman
Filtresi onerilmis ve similasyon calismasi ile elde
edilen sonuglar karsilastirilmistir.

Calismanin ikinci boliminde rasgele sapma
iceren lineer durum-uzay modeli tanitilmis ve
Artirilmis Durum Kalman Filtresi ile iki Asamali
Kalman Filtresi verilmistir. Uclincii béliimde Uyarl
Kalman Filtresinin tiretimi anlatilmis ve sireg
glrtltisinin  olceklendiriimesi  ile  Kalman
Filtresinin elde edilisi verilmistir. Bu bolimin ikinci
kisminda bahsedilen bu yéntem iki Asamali Kalman
Filtresinin uyarlanmasinda kullanilarak yeni bir
Uyarli ki Asamali Kalman Filtresi 6nerilmistir.
Dordiincii bolimde 6nerilen Uyarli iki Asamali
Kalman Filtresi ile Artirilmis Durum Kalman Filtresi
ve iki Asamali Kalman Filtresinin performanslarini
karsilastirmak amaci ile bir similasyon calismasi
yaptmistir. Son boélimde de calismayla ilgili bir

takim sonuglara yer verilmistir.

2. Problem Formiiliizasyonu

Lineer stokastik durum-uzay modeli,

X b
. . \Y; N
matrislerdir. "Wk ,Wk ve k birbirinden
bagimsiz sifir ortalamali, iliskisiz rasgele girilti

vektorleri ve

W WX 0 0
Eqjwl |[w W v ]r=| 0 W 0g, 2)
v, 0 0V

W*>0 WP >0 V>0 ye % Kronecker delta

fonksiyonudur. Baslangi¢ durumlari % ve b, icin,

E(%,) = Xo E (% — X0)(X, —X0)'= P* >0

E(bo):EO, E(bO_BO)(bo_BO)lzpob >0 ve
= K \'_ pxb

E (% —X0)(by —bo)"= P, ile normal dagilima

sahip rasgele vektorler oldugu varsayimi yapilsin.

2.1. Artirlmis durum kalman filtresi

Yukarida verilen kosullar altinda; rasgele sapmanin

durum vektérine eklenmesi icin durum-uzay

modelinde yer alan matrisler,

e A F 5 B
oo™ BZMHC o]

biciminde tanimlanir ve bu durumda durum uzay

modeli
X, = AX, + BU, + Wk (3b)
Yy = EXk + Vi (3¢)

olarak elde edilir.

— — —T * 0
W:E(Wij):|:O Wb}ﬁkj

X, = AX, +Bu, + Fb +w;

kil k k koK (1a) olmak Uzere, Artirilmis Durum Kalman Filtresi
b = by +WE (1b) asagidaki sekilde verilir (Keller and Darouach,
Y, =Cx, +Gb +v, (1c)  1997).
biciminde verilsin (Keller and Darouach, 1997). Xk+1‘k+1:Xk+1\k+Kk+1|:yk+l_EXk+1\k:| (4a)

X, € R" .. Yy, €R™ . _ _

Burada "k <rjurum vektord, 7k gozlem kak = Axk‘k +Bu, (4b)
vektord, u R bilinen kontrol girdisi, Q(
k:\hrl;)mliyznG rasgele sapma vektorudur. Pk+1\k zz\Pk‘kK AW (4c)

11T boyutlar  uygun  sekilde  verilmis

2
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Kk+l k+l\k C (C k+ﬂk C +V)71 (4d)
Pk+:uk+1 = ( I - Kk+1C) Pk+].‘k (4e)
Fk)\k #x {[ Mk ][ Wk Xk:|I|yk’yk71’""y1} (4f)

Kk k\k

ve baslangic¢ degerleri,
X _ Xo P POX POXb
L 0o ~ | pbx bb
bo [ o
dir.

2.2. iki asamali kalman filtresi

Burada Keller ve Darouach tarafindan verilen iki
Asamali Kalman Filtresi ele alinacaktir.

Dizenlenmis vyansiz durum-tahmini (n-boyutlu
filtre);

& k+lk+1 = Ii k+lk + R )k(+17;k+1 (5a)

_ . _\-1

Biﬂ\kﬂ = (Bkil\k+l+CV71C) (Sb)
Xtk = AXige + BU, + rkbk\k _,Bmwbk\k (5¢)
E’qu = Alsk\kA’ +W* + r R«\krk ﬂk+ﬂk R(illkﬂl;ﬂ\k (5d)
ﬁ |)<(+l = B:+l\k+l€l\/ - (Se)
7k+1 Yia — Cikﬂ\k (5f)
Optimal Yan Tahmini (p-boyutlu filtre);

bk+1\k = bk\k (6a)
Poy = P W° (6b)

e
bk+1\k+1 = bk\k + K (7k+1 - Hk+1\kbk\k) (6¢)
-1 -1

Pk+1\k+l ( Pk+1\k+1 +H k+1\kV H k+1\k+l) (6d)
Kl?+1 Pk+l\k+lH k+l\kv - (66)

eslik eden denklemler,

ro=ABy +F (7a)

,Bk+1\k =T Pk\k Pkb+-1\k4 (7b)

H K+t = G+ Cﬁku\k (7c)
:Bk+uk+1 = ﬂkﬂ\k - @k”Hka (7d)
Hk+1\k+1 =G+ Cﬂk+l\k+l (76)

olmak tizere optimal iki Asamali Kalman tahmini,

X =¥ k+ik+1 + B,

k-+1k+1 k+1\k+lbk+uk+1 (83)

X
X —
k+lk+1 Bkwkﬂ + ﬂk+1\k+l k+ﬂk+lﬂk+1\k+l (8b)

biciminde elde edilir.

3. Uyarli iki Asamali Kalman Filtresi
3.1 Uyarli kalman filtresi

Filtreleme problemi formile edilirken sistem
glriltli streglerinin  kovaryans matrislerinin ve
modelde yer alan matrislerin tam olarak bilindigi
varsayimi  yapilir. Bu matrisler tam olarak
bilindiginde Kalman Filtresi optimal sonucu verir
(Ozbek, 1998).

matrisler tam olarak bilinmez ya da yanlis bilinir. Bu

Ancak birgok uygulamada bu

filtrenin performansini olumsuz yonde etkileyebilir
ve filtre tahminlerinde iraksama meydana gelebilir

(Kim vd., 2007). Bu problemin (Ustesinden
gelebilmek icin arastirmacilar tarafindan ¢ok sayida
cahisma yapilmis ve c¢esitli  uyarli Ailtreler

onerilmistir. Ancak her durumu gbz 6niine alan ve
filtre tahminlerindeki iraksama problemini ortadan
kaldiran bir yontem halen mevcut degildir.

Kalman Filtresi tahminlerinde meydana
gelebilecek iraksama problemini ilk olarak ele alan
ve bunun Onemini belirten arastirmacilar Fagin
(1964) ve Fitzgerald (1971)dir. Mehra (1972),
modelde yer alan kovaryans matrislerinin
bilinmemesi durumunu incelemis ve bu kovaryans
matrislerinin tahmin edilmesiyle uyarlanan bir
Kalman Filtresi dnermistir.
Schwarz (1999), Mehra

(1972)'nin o6nerdigi yonteme benzer bir bigimde,

Mohamed ve

gozlemlerin parametrelere gére kosullu dagilimini

kullanarak,  guriltid  sdreglerinin kovaryans
matrislerinin filtre igerisinde tahmin edilmesine
dayali bir Uyarli Kalman Filtresi 6nermislerdir.

(1992), filtre

kovaryanslarinin yanlis olmasi durumunda filtrenin

Gustafsson glrilta
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davranisini incelemis ve glrilti kovaryanslarinin

ayni katsayr ile agirhklandirildiginda Kalman
Filtresinde meydana gelen tek degisikligin hata
kovaryans matrisinde oldugunu gostermistir.

Saab (1999), istatistiksel modelleme hatasi
oldugunda kesikli-zaman Kalman Filtresinin hataya
olan duyarlihgini yaptigr c¢alisma ile ortaya
koymustur.

Kalman Filtresinde tahminler ge¢mis verilere
dayanarak yapildigindan; eger gecmis veriler hatali
model kullanimindan dolayr anlamini yitirmislerse
bu verilerin glincel durum tahminine olan etkilerini
azaltmak gerekir. Fagin (1964), bu amacla yeni
gozlemlerin eski gozlemlere gore daha c¢ok bilgi
icerebilecegini goz onilinde bulundurarak
gozlemlerin Ustel olarak agirliklandirilabilecegini
onermistir. Xia vd. (1994) bu metodu durum-uzay
modeline uyarlayarak modelin hatali olusturulmasi
durumunda filtrelemede bazi glclendirmelerin

yaptimasini  saglayacak unutma  faktorinin
hesaplanmasi icin cesitli algoritmalar onermistir.
Ozbek ve Aliev (1998), yaptiklari calismada Xia ve
(1994)

faktériinin modelde nasil yer almasi gerektigini

digerleri tarafindan o6nerilen unutma
goOstermislerdir.

Kim vd. (2006), sisteme bilinmeyen rasgele bir
girdinin oldugu durumu incelemisler ve Kalman
Filtresinin bu duruma uyum saglayacak bicimde
skaler bir unutma faktoru ile uyarlanmasini elde
etmislerdir.

Kalman Filtresi

Jwo ve (2008),

tahminlerinde gl¢lendirme yapmak igin hata

Weng

kovaryans matrisinin ve gozlem girilti slrecinin
kovaryans matrisinin gelen veri ile uyum icerisinde
olacak bigcimde Olgeklendirilmesi  gerektigini
belirtmislerdir ve 6lgek faktorlerinin secimi icin bir
yontem vermislerdir.

Ding vd. (2007), girilti kovaryans matrisinin
bir 6lcek parametresi kullanilarak filtre icerisinde
olceklendirilmesiyle bir uyarh filtre 6nermislerdir.
Ayrica Ding vd. (2007) yaptiklari galismada 6lgek
parametresinin filtre esitliklerinde nasil yer almasi
gerektigini belirtmis ve 6lcek parametresinin segimi
icin bir yontem 6nermislerdir.

3.1.1. Siire¢ giiriiltiisiiniin dl¢eklendirilmesi ile

kalman filtresinin uyarlanmasi

Durum-uzay modeli,
X = AX + Bu +w, (9a)
Y = HeX 4V, (9b)

X, € R?

seklinde olsun. sistem durum vektord,

Y, €R" u, eR’?

sistem gozlem vektord, sistem

kontrol vektorii olmak (izere model varsayimlari,
E(x)=% E(W)=0 E(v,)=0

Cov(X,) = E[(X, — Xo)(X, — X0) =P,

kakzj
0,k # j

Rk’k:j

E(Wkwlj)z{ 0.k # |

Cov(v,v;) = {

E(WV,)=0 E(x,w,)=0 E(xV,)=0

bicimindedir. Buna gore Kalman Filtresi,

Xik-1 = AXk-1k—1 + Bu,

Xkk = Xkk-1 + K, [Y, —H Xkk-1]

Ky = k\k—lHl;(HkPk\k—lHl; +R) (10)
Paks = AP A +Q,,

P =(| - Kka)Pk\k—l

esitlikleri ile wverilir (Chui and Chen, 1991).
innovasyon serisi,

dk =Y~ H )A(k\k-l (11)

ile tanimlanmak Uzere filtre optimal ise dy sifir

ortalamali beyaz gliriltl vektori olur ve

E(d,d, )=HPR,H+R, (12)
dir. innovasyon kovaryansi elimizde oldugunda

gbdzlem hatasi kovaryansi R bu formiilden tahmin

edilebilir. innovasyon kovaryansi innovasyon
gozlemlerinden;
, 14 .
E(dkdk):_zdk—idk—i (13)
m iz

ifadesi ile hesaplanir (Ding vd., 2007).

Optimal  filtre  durumunda,  6ngoriilen
innovasyon kovaryansi ile innovasyon
gozlemlerinden hesaplanan kovaryansin  ayni

olmasi gerekir. Yani,

AKU FEBID 11 (2011) 011301
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1m1
rOILTE

i=0

d,_ =H BK\HH +R, (14)

Pk\k—l

ve/ veya Re
Bk\k—l
sire¢ glriltl 6ngorusiiniin tahmini olmak (zere,

Bk\k—ll

basitlestirmek

olmahdir. Bu ikisi arasindaki fark

nin yanlis tanimlanmasindan kaynaklanabilir.

i bu esitlikten ¢ozmek pratik degildir. Bunu
icin, bir Olceklendirme faktoru
asagida tanimlanmistir (Ding vd., 2007).

trace{H Bk\k—lH}
trace { H E’k\k—1H }
trace {lEdk.d;. — Rk}
- idii

) tracei{_(l)—l E’k\k—lH} .

trace{H (AE’HA' +@H) H }
) trace{H (AE’HA' +Qk_1) H }

a =

Bu faktor, hesaplanan innovasyon kovaryansi
ile ongorilen kovaryansin oranidir ki buna gore
sezgisel adaptasyon kurali,

0, =QVa (16)
biciminde tanimlanir. ifadede yer alan karekékli
ifade diizglinlestirme etkisi olarak denkleme ilave
edilmistir (Ding ve digerleri, 2007).

3.2 Uyarli iki Asamali Kalman Filtresi

iki Asamali Kalaman Filtresinde hem durum hem de
sapma tahminleri bulundugundan burada iki tane
(5a)-(7e) esitlikleri ile
verilen iki Asamali Kalman Filtresinde innovasyon

innovasyon serisi vardir.
serisi;

7k+1 Y — C;k’fl\k (17)

olmak Gzere,

E(}M;kﬂ) CPuC '+ GE(b, Jb,,)G'+ R (18)

olarak elde edilir. Benzer bicimde sapma igin

innovasyon serisi;

Yokt = Ve~ Hk+ukbk+uk
olmak uzere,
E(7,.,7,..|=CPL,C +GP" G +R,

—Cl E(h<+ﬂkhl<+ﬂk )ﬂ@kc

olarak elde edilir.

(19)

Optimal filtre ig¢in, hesaplanan innovasyon

kovaryanslari ile tahmin edilen innovasyon

kovaryanslarinin esit olmasi gereginden hem
durum hem de sapma tahminleri icin gerekli

esitlikler yazilirsa,

m-1 _
iZml iV CBWC +GE(bk+1b )G +R,
m =0 k+1-i
1E-~ ~ 5" X
— 2 Vbkari ¥y, =C quc +GP G +R,
m =0 K1
- Cﬂk+uk E (bk+1\kb;+uk ),Bk'wkC
olup, hem durum hem de sapmalar icin

olceklendirme parametresinin hesaplanmasi

gerekir. Buna gore,

1 ml - } .
trace {m Z‘]/k+14' o _GE(qule G- R}

(20)
trace{CE’k 1kC}

o=

18-~ - N
trace {Ez Voksa-i Vbai - Pmuc - Rk + Cﬂk—ﬂk E (bku\kbw )ﬂmc }
i=0

b

% = trace{GPk:kG }

(21)
olarak elde edilir ve iki Asamali Kalman Filtresinde,
(5d) esitligi yerine

|5:+1\k = AlS:\kAI o, W*

. (22)
+rkpk\krk ﬂk+1\kpk+1\kﬂk+1\k
esitligi ve (6b) esitligi yerine
b b
k k= Pk‘k +\/a2W (23)

esitliklerinin alinmasi ile Uyarli iki Asamali Kalman
Filtresi elde edilmis olur.

AKU FEBID 11 (2011) 011301
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4. Simiilasyon Calismasi

Modelimiz,

— X

Xpor = Xy 1%, + b, +w,

Xo o1 = = 1% +.6%,  +.1%;, +.3D, Wy
_ X

X3 = A%y +.6X5, + .2b, +w,

(24)
by, =.2b, + W,

| X +.3b,
o= [x&k +.1bk}LVk

X

1’X

olsun. Burada hem %3 durum degiskenleri

hem de Yir Yo gozlem degiskenleri b gibi bir

sapmadan etkilenmektedir. Simlasyon
¢alismasinda amag, sapmadan etkilenen durum
degiskenlerinin ve sapmanin tahminidir. Ayni
baslangic degerleri verilerek baslatilan filtrelere
gore elde edilen hata kareler ortalamasi sonuglari

asagidaki gibi elde edilmistir.

Hata Kareler Ortalamasi

Artirilmig . -
Iki Asamali Uyarh Iki
Durum
Kalman Asamali Kalman
Kalman . . . .
. i Filtresi Filtresi
Filtresi
X 4.1714 16.0817 3.5766
X 3.6724 15.5732 2.5738
X3 4.7600 16.2665 3.4355
b 20.4162 52.7785 20.3148
5. Sonug¢
Bu calismada, rasgele sapma iceren durum-uzay
modellerinde, Onsel bilgilerin az olmasindan
kaynaklanan iraksamayi giderebilmek icin, iki

Asamali Kalman Filtresinde durum ve sapma
glirtlti kovaryans matrislerinin dlceklendirilmesi ile
elde edilen bir Uyarl iki Asamali Kalman Filtresi
Onerilmistir.  Filtrenin  performansini  gérmek
amaciyla bir simulasyon calismasi yapilmis ve hata
kareler ortalamasi anlaminda Artirilmis Durum
Kalman Filtresi, iki Asamali Kalman Filtresi ve
dnerilen Uyarli iki Asamali Kalman Filtresi tahmin

sonuglari karsilastiriimistir. Similasyon sonuglarina

gore onerilen filtrenin hata kareler ortalamasi diger
bahsedilen filtrelere gore daha disik cikmistir.
Buna gore, onerilen Uyarli iki Asamali Kalman
Filtresinin kullanilmasi ile gercek degerlere daha
yakin tahminler elde edilebilir.
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