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Abstract

In this study, Jackknifed estimators are obtained for the parameters ¢ and B of the

Uniform(p,6) distribution based on progressively type-II right censored sample. Expected

values and variances of jackknifed and non-jackknifed estimators are derived and compared.
A numerical example is given for using of estimators.
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sansiirlii 6rnekleme dayali jackknife tahmin edicileri elde edilmistir. Jackknife ve jackknife
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karsilastirtlmistir. Tahmin edicilerin kullanimi i¢in niimerik bir 6rnek verilmistir.
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ILERLEYEN TUR TiP-II SAGDAN SANSURLU ORNEKLEME DAYALI DUZGUN

DAGILIMIN PARAMETRELERININ JACKKNIFE TAHMIN EDIiCiSi

1. GIRIS

X rasgele degiskeni, (ﬂ ,6’) araliginda diizglin dagilima sahip ise, sirasiyla, olasilik yogunluk
ve dagilim fonksiyonu

flx)=0-p8)", p<x<0 (1)
Flx)=(x-pX6-8)", p<x<0 )

bicimindedir. Beklenen deger ve varyansi, sirasiyla,

E(X)=(p+o)R"

Var(X)=(0- B)12™
seklindedir. Diizgiin dagilim i¢in Diizgﬁn(ﬂ,@) gosterimi kullanilacaktir.

Diizgiin dagilim, pek cok fiziksel, biyolojik ve sosyal olaymn matematiksel modellerinin
ingasinda kullanilir (Sheppard, 1907; Allan, 1966; Johnson ve Kotz, 1970). Gupta ve Sobel
(1958) Diizgiin dagilim teorisi altinda yasam testlerine iliskin sonuclar elde etmislerdir.
Ayrica Pearson (1938), Durbin (1961) ve Stephens (1966) olasilik integral doniistimiini
dolayistyla diizglin dagilimi kullanarak istatistiksel testler gelistirmislerdir (Fisher, 1932).
Diizgiin dagilim igin istatistiksel teorinin kolay gelistirilebilmesi ve istatistikte ¢ok onemli
yeri olan olasilik integral dontisiimiintin bu dagilimla baglantili olmasi bakimindan Diizgiin
dagilimin parametreleri hakkinda istatistiksel sonu¢ ¢ikarimi yapilmasi istatistik teorisi
ac¢isindan onemlidir.

Makalenin ikinci ve Uigiincii bolimiinde ¢aligmada kullanilacak olan sira istatistikleri ve ilerleyen tiir tip-II
sagdan sansiirlii sira istatistikleri hakkinda farkli yazarlar tarafindan elde edilmis sonuglar verilmistir. Dérdiincii
boliimde, diizgiin dagilimin parametreleri i¢in tahmin ediciler 6nerilmis ve bu tahmin edicilere dayali jackknife
tahmin edicileri tiiretilmistir. Daha sonra bahsedilen tahmin edicilerin beklenen degerleri ve varyanslari elde
edilmistir. Besinci boliimde, dordiincii bolimde elde edilen beklenen deger ve varyanslar karsilastirilmis ve
sonuglardan bahsedilmistir. Altinci boliimde ise tahmin edicilerin kullanimi i¢in niimerik bir uygulama
verilmistir.
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2. SIRA iSTATISTIKLERI

X, X,,....,X,, F(x) dagihm fonksiyonuna sahip ornekleminin, X,, <X, <---<X
olacak bi¢imde kiiciikten biiylige dizilmesiyle elde edilen her bir X, rasgele degiskenine i.
sira istatistigi denir.

dF(x
X, ler f(x)= olacak bicimde siirekli rasgele degiskenler ise » =1,2,...,n i¢in r. sira

istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu

1 d F(X)r—l n-r
s vl LU
1 -1 n—r
"By ey F WU F@T @ ©

bi¢imindedir. Burada
B(r,n—r+1)=(n!)" (r =1)!(n—7r)!

beta fonksiyonudur (David, 1970).
3. iLERLEYEN TUR TiP-II SAGDAN SANSURLU ORNEKLEM

flerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirlenmis model (Progressive type-II right censoring model) su
sekilde tanimlanmaktadir:

n sayida 6zdes bilesenin bir sistemde yasam testine tabi tutuldugu diisliniilsiin. Sistemde
meydana gelen /. bozulma ile R, sayida bilesenin sistemden ¢ekildigini daha sonra geriye

kalan n— R, —1 bilesenden, 2. bozulma ile R, sayida bilesenin sistemden cekildigini ve
boylece m. bozulma ile R, sayida bilesenin sistemden ¢ekilmesiyle m bilesenin bozulma
zamani gozlenir. Bu sekilde elde edilen m hacimli 6rnekleme ilerleyen tiir tip-11 sagdan
sanstirlii 6rneklem denir. Burada n =m+ 221 R, bigimindedir ve R =(R,,R,,...,R, ) sansiir

semasi olarak adlandirilir (Balakrishnan ve Aggarwala, 2000).

gekilivor gekiliyor gekiliyor gekiliyor gekiliyor
Rl Rz RE Rmfl Rm
} R
R R R R
K lran K mn K men * * * Kon tmn A nmon
Baglama Bitig

Sekil 1. ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii Srneklem plam
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XR < xR << xR

Lm:n 2:m:n mm:n >

olasilik yogunluk fonksiyonu f ve dagilim fonksiyonu F olan
dagilimdan alman ilerleyen tir tip-Il sagdan sansiirli Orneklem olmak {izere
xR XN ... XX nin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

Lim:n > m:m:n

R R ® (x Xy perrs X )
fXIZmZH ’XZZWZ” ” '7Xm:m:n l > 2 ’ ’ m

m

:ch(xi)[l—F(xi)]R" ,—0< X, <X, << X, <O 4)

i=l
seklindedir. Burada
c:n(n—Rl —1)><--~><(n—Rl -R,——-R,, —m+1)

bi¢imindedir. (4)’de R = (O, .. ,0) almirsa bilinen sira istatistiklerinin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonu, R = (0, e N — m) almirsa  tip-II sagdan sansiirlii sira istatistiklerinin ortak
olasilik yogunluk fonksiyonu elde edilir (Balakrishnan ve Aggarwala, 2000).

Ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rnekleme, yasam zamani analizlerinde veri elde etmede
onemli bir yontemdir. Calisan parca diger bir test i¢in sistemden ¢ekilip, deneyin maliyeti ve
deney siiresi azaltilabilir (Balakrishnan ve Aggarwala, 2000). Diizgiin dagilimdan alinmis
ilerleyen tiir tip-1I sagdan sansiirlii 6rneklem ile ilgili Aggarwala ve Balakrishnan’a (1998) ve
Balakrishnan ve Aggarwala’ya (2000) bakilabilir.

f (x) ve F (x), mutlak siirekli X rasgele degiskeninin olasilik yogunluk ve dagilim
fonksiyonu, a,, j=12,....m ve

e (aays.na,)= (1) {ﬁ I )}1 )

j=l k=r—i+l  j=1 k=]

olmak iizere, » > 1 igin, X~  rasgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

(x,)= ci ¢oa(R AL R +D)f (6 1= F(x, ))* , —0<x, <0 (6)

i=0

I

R
r:mm

seklindedir. Burada
¢'=n(n—R —1)x---x(n—R —R,——R,_, —r+1), (7)

R =n—r—R ——R

r—1

Ve
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R'= (R: + 1)+ Z;;lr_[(Rj +1)

bigimindedir (Balakrishnan ve ark., 2002). 1<r<s<m igin, X~ ~ve X}

simn

rasgele
degiskeninin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

r=1 s—r-1

fo ) ,XR ) ('xr ’xs ) = c’z Zci,r—l (Rl + 1’ .. "Rr—l + 1)ck,s—r—l (Rr+l 5 "Rs—l )
o i=0 k=0 (8)

xSl = F O ) Al fi= O f, o<, <, <0

seklinde olup burada

Ry =S"""(R,+1), R =n—r—R—--—R

j=r—i\ J r=1

Ve

R} = (R: +l)+ Z;Lk (Rj +1)

bi¢imindedir (Balakrishnan ve ark., 2002). Ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem
hakkinda daha ayrintil1 bilgi i¢in Balakrishnan ve Aggarwala’ya (2000) bakilabilir.

4. JACKKNIFE TAHMIN EDICiSi

Jackknife yanli tahmin edicilerin yanlarim1 azaltmak i¢in kullanilan genel bir tekniktir
(Quenouille, 1956). Bu teknik su sekilde tanimlanmaktadir: Tiim gézlemler {izerinde yapilan
parametre tahmini sonucu elde edilen klasik tahmin ediciler 0 ve ,B olsun. Jackknife
yonteminde m gozlemden olusan 6rneklemden yerine koymama kosuluyla (iadesiz olarak)
m—1 hacimlik 6rnek cekilmesi yapilmakta yani, m hacimlik 6rneklemde sirasiyla her bir

gozlem degeri cikartilarak geriye kalan m —1 hacimlik Jackknife ornegi olusturulmaktadir
(Fox ve ark., 1980; Casella ve Berger, 1990; Geng, 1999). i. (i =12,...,m) gozlem degeri

atilarak elde edilen klasik tahmin ediciler é(i) ve :8(1-) ile gosterilsin. O zaman

A

0., mé—(m—l)é(i),i =12,....m

A

B =mB—(m—-1)B,.,i=12,....m

olmak tizere bilinmeyen parametrelerin Jackknife tahmin edicileri, sirasiyla, asagidaki gibidir
(Miller, 1974).
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Jackknife tahmin edicileri ve 6zellikleri hakkinda genis bilgi icin Miller’e (1974) bakilabilir.

X2 <XR << XR . Diizgiin(f,0) dagilimdan alinmus ilerleyen tiir tip-Il sagdan
sansiirlii 6rneklem olsun ve f=X}  T=XR ~H=xR ve N=XR _  istatistiklerini

g6z Oniine alinsin. Parametrelerin B ve @  jackknife tahmin edicilerinin beklenen deger ve

varyanst elde etmek igin ,B, T.0 ve N rasgele degiskenlerinin olasilik yogunluk

fonksiyonlarina, beklenen degerlerine, varyanslarina ve kovaryanslarima ihtiyag
duyulmaktadir.

(1), (2) ve (3) kullanilarak ,5’ ‘nin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

fﬁ(x)zngiﬂ(l—;:ﬁJ_,ﬁ<x<0 )

(9) kullanilarak ,B tahmin edicisinin beklenen degeri

n+l1

E(p)= [, () = 212 (10)
B

ikinci momenti,

0> +2np0 +n’ > +np’
(n+1)n+2) (11)

E(ﬁz): j‘xzfﬁ(x)dx _2

seklinde bulunur. Var{8), (10) ve (11)’den elde edilebilir.

(1), (2) ve (6) kullanilarak 7 istatistiginin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde
edilir.

1 ,lc,1R+1j x-f3
fT(x)—e_ﬂc; X 11 o ﬂ} B<x<0 (12)

(12) kullanilarak 7 istatistiginin beklenen degeri

1 1 "
E(T)- ixfT -3 oulls {egff} (13)
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ikinci momenti ise

N N 011R+1J202+2R”ﬂ9+( R'Y B>+ R!p’
E(T )_J,;x fils _c;‘ l (R"+1)R+2) } (14)

seklinde bulunur. Var(T), (13) ve (14)’den elde edilebilir.
(1), (2) ve (6) kullanilarak 6 nin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

e, RALR, +1)[ x-p i
f;(x = cz T l1 e—ﬂ} ,f<x<0 (15)

ﬂ i=0 i

(15)’ den 6 tahmin edicisinin beklenen degeri

£(6)- [

=C

rmlclml R +1 ml+1)J0+Riﬂﬁ} (16)

o R’ | RI+1

1

h'—-%

¢ tahmin edicisinin ikinci momenti

rm_l ci,m—l (Rl +1"' m —1 [202 +2R”ﬂ6+( ”) ﬁ +R"ﬂ (17)
" R | (R +1)R!+2)

olarak bulunur. Var( ) (16) ve (17)’den elde edilebilir.

(1), (2) ve (6) kullanilarak N ’nin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir.

File c'mic”“ +1R Rm_2+1){1_

i= i

;:2} i_,,B<x<<9 (18)

(18)’den N istatistiginin beklenen degeri asagidaki gibidir.

E(N)= J‘fo c,’" 2c,m ! R, +l)ﬂ9+R”ﬂ} (19)

> < R,. | R"+1

N tahmin edicisinin ikinci momenti ise

E(N2)= szf,v(x)dx
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m=2 2 " ﬂ ”
Clzczml R +1 ml Jze +2Rﬂ0+( )ﬁ +Rﬂ } (20)

< Rl. | (R"+1)R"+2)

seklindedir. Var(N ), (19) ve (20)’den elde edilebilir.

Lemma 1. X\ <X} <--<XX  Diizgiin (ﬂ 9) dagilimdan alinmg ilerleyen tiir tip-11
sagdan sansiirlii sira istatistikleri olsun. X% ile XX in carpimsal momenti (product

moment)

E(Xsz nXsRm n ) c'r_l Yi_lci,r—l (Rl + 1’ e Rr—l + 1)ck,s—r—l (Rr+1 EARA] Rs—l )
i=0 k=0

=

(R; +3R; +2)0 - B)" " 6° Ry
= 14 14 ’ " ! " " ( 'B) ‘
R!(1+R!XR, +R! +2)R) + R +1)(R, +R}))
X{(R;k +3R] +2)9* +[( R, ) +2R! + 2R, +3(R]) JH
+|RI(R Y +2(R7) Ry + R R+ (RE =+ (RD) 62
seklindedir. Burada
Ry ="M (R, +1)
R =n—r—R—-—R,.
ve
R =(R +1)+ > (R +1)
bigimindedir.
Ispat. (8)’den asagidaki esitlik yazilabilir.
E(X:{mn X::zm:n ) = c,r_l S_Zr_l i,r— l(R + 1 Rr—l + l)ck,s—r—l (Rr+1 90 Rs—l )
i=0 k=0
6 x, Rie-1 _ Ri-1
xJ.J.xrxs ! l—x’_’B ! -5 p dx, dx,
Y, 0-p 0-p 0-p 0-p
r=1 s—r—1
= C, Z Ci,r—l (Rl + 1’ Tt Rr—l + l)ck,s—r—l (Rr+1 EARA Rs—l )
i=0 k=0
1 T
XW;[;[X’,XS(H x, )50 —x, Y dx, dx, (21)

(21)’ deki integral alinip gerekli sadelestirmeler yapilirsa
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r=1s—r-1

E( rRmnXlRmn)_ 'z zci,r—l(Rl +1""’er1 +l)ck,sfr—l(RrJrl""’Rsfl)

i=0 k=0

(R, +3R! +2)6 - B)“** 9 (
X
R/(1+ R/ )R, +R] + 2)(R + R +1)(R, +R})
x {(Rik +3R! +2)0° +|( [ R, Y +2R! + 2R, +3(R Y ]9,8
|RI(R, Y + 2RV R, + RLRD+ (R +(RY) |67
elde edilir.o

Orneklemden bir 6rnek atildigi m —1 durumda ,5’([) = ,3 , bir durumda ise B(,-) =T olacaktir.
Yani ,&i = m,é - (m - l),é(i) ,m—1 durumda ,é, bir durumda ise ,B*i = m,@ — (m - I)T degerini

alacaktir. Buradan £ parametresinin jackknife tahmin edicisi agagidaki gibi elde edilir.

*

B =t Ptk B |

- Lem-1p-(m-1r} (22)

m

(10), (13) ve (22)’den £ tahmin edicisinin beklenen degeri

(23)

E(ﬂ) 2m-10+nB m- 10,l ¢, (R, +1[9+R"ﬂ}

m n+l = ! lRi+l

seklinde elde edilir. £~ tahmin edicisinin varyansi

pm@ﬂ=m{ipm4m_w_m}

m

L {(2m - 1) Var( A) ( ) Var(T)— 2(2”” - 1)(’" - I)Cov(ﬁ,T)}

m
dir. Burada Var(ﬁ), (10) ve (11)’den, Var(T), (13) ve (14)’den Cov(ﬁ,T), Lemma 1°den elde
edilir.

Orneklemden bir érnek atildigt m —1 durumda é([) =@, bir durumda ise é(i) = N olacaktir.
Yani 6, =m6 - (m — l)é(i), m—1 durumda @, bir durumda ise 6., =m0 — (m—1)N degerini

alacaktir. Buradan @ parametresinin jackknife tahmin edicisi asagidaki gibi elde edilir.

10
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= % {2m-10-(m-1)v} (24)

(16), (19) ve (24)’den @" tahmin edicisinin beklenen degeri

. 1 e, (R R, +1)[0+R]p
(e ) € L R,. | RI+1 }
- lc,m e, (R +1,. Rm_2+1)[9+R;'ﬂ} 25)
i=0 R,‘ l Ri"‘f‘l

0" tahmin edicisinin varyansi
Var(&’* ) = Var{l [(2m - l)é —(m - I)N]}
m

_ # {(2m B 1)2 Var(ﬂ) ( ) Var(N)— 2(2m - 1)(m - I)Cov(é, N)}

seklindedir. Burada Var( ) (16) ve (17)’den, Var( ), (19) ve (20)’den Cov(é, N ), Lemma
1’den elde edilir.

5. TAHMIN EDiCILERIN KARSILASTIRILMASI VE SONUCLAR

Tablo 1’de bes farkli sanslir semas: verilmistir. Karsilastirma yapabilmek ig¢in
Z, R, =n—-m=10 olacak bicinde m ve R secilmistir. Delphi 5 programlama dili ve

Excel 97 paket programi vasitasiyla Boliim 4’deki formiiller kullanilarak, Diizgiin(O,lO)
dagilimi i¢in, Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4 olusturulmustur.

Tablo 1. Orneklem hacmi m ve sansiir semas1 R

Durum m R, i=12,...,m

1 15 021001200010003

20 01102010101000102000

25 0100001010100010200002010

30 102001020001000100100000000001

35 00000102000100010010011000100100000

(% GV N}

11
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Tablo 2. S parametresi i¢in Onerilen ,3 ve S tahmin edicilerinin beklenen degerleri
ve varyanslari

purm PB)  E5?) varlp) £ Er) v0) Ep) E@p) colrp) valp)

1 0.3846 0.2849 0.1370 0.7692 0.8547 0.2630 0.0256 0.2292  0.1315  0.2665
0.3225 0.2016 0.0976 0.6452 0.6048 0.1886 0.0161 0.2060 0.0944  0.1918
0.2778 0.1502 0.0730 0.5556 0.4505 0.1418 0.0111 0.1448 0.0709  0.1443
0.2439 0.1161 0.0567 0.4941 0.3574 0.1133 0.0021 0.1565 0.0552  0.1151
0.2174 0.0925 0.0452 0.4348 0.2775 0.0885 0.0062 0.1266  0.0442  0.0899

L AN W

Tablo 3. 6 parametresi i¢in 6nerilen 0 ve 0" tahmin edicilerinin beklenen degerleri
ve varyanslari

puram E0) E0) varld) EW) E(N?) var(N) El*) E(NO) corv.d) varlo?)

1 7.570 58.281 0984 6962 49.574 1.107 8.137 52.599 0.885 1.447
9.231 85.653 0.447 8461 72345 0.749 9.962 77.585 0.375 0.988
9.157 84.285 0.437 8314 69.718 0.599 9.966 75118 0.299 1.102
9.301 86.723 0.216 8951 80.437 0.309 9.639 82.600 0.206 0.339
9.615 92.585 0.130 9.231 85447 0.241  9.989 88.230 0.120 0.270

L A W

,B , 0, ,B* ve 6, tahmin edicilerin yanlar1, Tablo 2 ve Tablo 3’ den yararlanarak Tablo 4’de
verilmistir.

Tablo 4. ,@ , 0, ,B* ve 6. tahmin

edicilerinin yanlar1

Durum 0-£(0) 6-E’) p-£(p) B-E5")

T 2430 1863 03846  -0.0236
0769 0.038  -0.3225  -0.016]
0843 0034 02778  -0.0111
0699 0361  -0.2439  -0.0021
0385 0011  -02174  -0.0062

L AN W

Diizglin dagilimin parametreleri i¢in Jackknife tahmin edicilerinin kapali formda elde
edilmesi, beklenen deger ve varyanslarinin kesin olarak bulunmasina imkan vermektedir ve
diger tahmin edicilerin varyansi ve beklenen degeri ile karsilastirilmasi bakimindan ¢ok
onemlidir.

Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4’ den ,3 ve 0, jackknife tahmin edicilerinin yanlarinin sirasiyla

ﬁ ve 6 tahmin edicilerinkinden daha kiigiik oldugu, varyanslarinin ise yine sirastyla ,3 ve 0
tahmin edicilerinkinden daha biiylik oldugu sonucuna varilabilir. Burada suna dikkat
edilmelidir ki 4. durumda 6, jackknife tahmin edicisinin yaninin 2. ve 3. durumlarindakinden

fazla olmasinin nedeni sansiir semasinin son elemanimnin sifirdan farkli olmasidir. Sonug
olarak, Diizgiin dagilimin tahmin edicileri i¢in Jackknife uygulanirsa yan azalir ancak varyans
biiylir denilebilir.

12
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6. UYYGULAMA

Balakrishnan ve Sandhu (1995) ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem iiretmek ic¢in
asagidaki algoritmay1 onermislerdir:

w,W,,...,w bagimsiz ve Diizgiin(O,l) dagilimindan alinmis m birimlik 6rneklem olsun.

-1
[H— ZRJ.]
V.=w: """ "i=12,....m

1 1

rasgele degiskenleri tanimlansin. Daha sonra

UX =1-V.V -V

im:n m—i+l >

i=12,....m

rasgele degiskenlerini tanimlansm. Boylece U~} <UX —<..-<UR Diizgiin(O,l)

Lm:n 2:m:n m:m:n
dagilimindan alimmus R = (R, R,,...,R, ) sansiir semali ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii
orneklem olur.
Son olarak X% =F""' (U . ), i=12,...,m rasgele degiskenini tamimlansmn. Burada F~'(-),
say1 iretilmek istenilen siirekli dagilimin, dagilim fonksiyonunun tersidir. O zaman
Xy <XR << XX siirekli F dagilimindan alinmig R sansiir semal ilerleyen tiir

tip-1I sagdan sansiirlii 6rneklem olur (Balakrishnan ve Sandhu, 1995).

Tahmin edicilerin kullanimin1 gostermek i¢in Diizgiin(l,3) dagilimindan R = (0,1,0,1,0,1,0,1)
sansiir semal1 ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rneklem Balakrishnan ve Sandhu’nun
(1995) algoritmasi kullanilarak iiretildi. Uretilen sayilar Tablo 5°de gdsterilmistir.

Tablo 5. S =1 ve 6 =3 parametreli Diizglin dagilimdan tiretilmis ilerleyen tiir tip-1I
sagdan sansiirlii 6rneklem

i 1 2 3 4 5 6 7 8
R, 0 1 0 1 0 1 0 1
R

xR 11719 15494 1.6589 2.0276 2.2666 2.3995 2.5857 2.6050

(22) ve (24) kullanilarak Tablo 5’deki ilerleyen tiir tip-II sagdan sansiirlii 6rnekleme dayali
é,é*,,é ve ,B tahmin edicilerinin aldig1 degerler

0 = 2.6050

oy

B=1.1719
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Ilerleyen Tiir Tip-Ii Sagdan Sansiirlii Orn. Day. Diiz. Dag. Parametrelerinin Jackknife Tahmin Edicisi %

Ve

6. = %{(m ~1)0—(m —1)N}

- é{15 x 2.6050 — 7 x 2.5857}

=2.6219

. = %{(Zm )~ (m-1)7}

=%{15x1.171940—7x1.5494}

=0.8417

seklinde bulunur.
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