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Turrkiye Nufus Biylimesi ve Tahminleri: Matematiksel Biiyiime
Modelleri ve istatistiksel Analiz ile Kuramsal ve Uygulamali Bir Yaklasim

Cemil iskender'

Oz

Bu galismanin amaci, Verhulst ve Gompertz tarafindan ilk tanimlamalari yapilan ve niifus analizlerinde genis uygulama imkanlari
bulan matematiksel biiylime fonksiyonlariyla, 1925-2015 dénemi igin yeterli veri arz eden Tirkiye niifusunun blyime egilimini
ve ozelliklerini analiz gelecekte ulasacagi maksimum seviyeyi tespit etmektir. ilaveten bu dénem zarfinda saglanan mutlak ve
nispi blylme oranlarini yine bu egriler Gizerinden hesaplamaktir. Gelistirdigimiz matematiksel analiz ve istatistiksel uygulamayla
Turkiye niifus verilerinin soyut diizeyde temsiliyeti hedeflenmis, yapilan ileri istatistiksel galismayla keyfiyet test edilmistir. Daha
sonra soz konusu fonksiyonlarla gelecege donuik tahmin galismalari yapilmistir. Bu sekilde Turkiye niifusu hakkinda matematiksel
biytime modelleri, istatistiksel analiz ve gelecege doniik tahminler ile kuramsal bir gergeve tanimlanmistir. Turkiye’nin 1925-
2015 dénemi toplam niifus sayimi istatistikleri galismamizda kullanilmigtir. Lojistik fonksiyon ve Gompertz fonksiyonunda alt
ve (st asimptot arasinda niifusun gelisimi 6nce siiratle artan sonra azalarak artan bir seyir halinde olacagi varsayimi ile hareket
edilir. Ntfusun gelisimi Ust sinir olan tagima kapasitesi ile sinirlidir. Buyime fonksiyonlarinda niifus bagimsiz degiskene gore
sonsuz blylimez. Fonksiyonlarinin birinci turevleri yillik mutlak biiyiime rakamlarinin hesabinda ve ortalama yillik biyiimenin
hesaplanmasinda, ikinci tiirevler ise degisimlerdeki degisimin ve fonksiyon donim noktalarinin hesabinda kullaniimistir.
Calismamizda SAS bilgisayar yazilimi kullanilmistir. Gompertz fonksiyonu lzerinden yapilan ilave galismalara ve Amerikali bilim
adamlarinin niifus ¢alismasina da ayrintili olarak deginilmistir

Anahtar Kelimeler
Turkiye Nufusu e Matematiksel Biytime Fonksiyonlari  Lojistik Fonksiyon ¢ Gompertz Fonksiyonu e Niifus tahminleri

Turkish Population Growth and Estimates

Abstract

This study aims to analyze the population growth trend and properties of Turkey between 1925 and 2015 and estimate the
maximum level to be reached in the future by using mathematical growth functions of Verhulst and Gompertz. The study
used SAS software. Additionally, the study calculates and charts absolute and relative growth rates of population through
the curves. The representation of Turkish population data at an abstract level was targeted with mathematical analysis and
statistical application. After the successful results were taken from the mathematical representation and statistical proof stages,
predictions for the future were made. Thus, a theoretical framework with mathematical growth models, statistical analyses,
and predictions related to the future of Turkish population is defined. The necessity of using logistic and Gompertz growth
functions for population analysis is explained in detail. These functions analyze growth with the assumption that population
rapidly increases first, then the rate of increase slows down, reaching a maximum level at upper asymptote (carrying capacity).
There is a limit to growth in these functions based on the geography and resources of the country. The first derivatives of
the growth functions are used for calculating annual absolute growth and average annual growth rates of population. The
second derivatives have been used for calculating change amount of absolute growth figures and reflection points of functions.
Additionally, some thoughts on Gompertz function and American experience on population are explained in detail.
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Extended Summar
This study aims to analyze the population growth trend and properties of Turkey for

the period 1925-2015 and estimate the maximum level to be reached in the future by
using commonly accepted mathematical growth functions of which the first definitions
were developed by Verhulst (Belgium) and Gompertz (England) in the nineteenth century.
Additionally, the study calculates and charts the absolute and relative growth rates of
population studied during this period through the curves. Turkish population statistics of
Turkish Statistical Institute were analyzed by using logistic growth functions, two-stage
logistic growth function and Gompertz growth functions, and on the basis of this purpose,
non-linear function solutions were used in statistical applications. Representation of the
Turkish population data at an abstract level was targeted with mathematical analysis and
statistical application, and all population data were processed with advanced statistical
tests. After the successful results were taken from the mathematical representation
and statistical proof stages, predictions were made with the aforementioned functions
and the results obtained are discussed. Thus, a theoretical framework is defined with
mathematical growth models, statistical analyses, and predictions related to the future of
Turkish population with data of the 1925-2015 period.

Pierre Francois Verhulst (1804—1849, Belgium) anticipated that population cannot
continue to grow all the time according to the exponential function of the Malthusian
model; on the contrary, after a rapid increase in speed, growth will decrease to nearly
zero, which adds a restrictive variable to the function. This variable is carrying
capacity—the limiting factor of growth.

In 1825, the mathematician and actuarial and insurance specialist Benjamin
Gompertz (1779-1865) wrote his famous article about human mortality tables,
putting forward a non-linear growth function for this purpose. Although Gompertz
developed this function for calculating human mortality tables, today’s intended
framework has already been surpassed and the relevant function has been used in
many areas of sciences as a growth function. The concept of “carrying capacity”
is already included in Gompertz function, as in the logistic function, as a limiting
variable.

We can calculate growth by simply dividing figures with each other in discrete
units of time (by years) or by means of continuity of a mathematical function. Simple
and compound growth formulas are used for short periods of time. For studying long-
term data, functional analysis with growth functions is required. According to our
knowledge about the data at hand, we can choose what best suits them. This also
applies to the human population statistics. It is preferable to apply statistical methods
to the data at hand by adopting growth functions and calculating absolute and relative
growth rates of population for the long term.

76



iskender/TiirkiyeNtifusBiiytimesiveTahminleri:MatematikselBiiylimeModelleriveistatistikselAnalizileKuramsalveUygulamaliBirYaklagim

An increase in the number of available mass of population is based on the existence
of resources at hand, which is a restrictive variable. In this case, it is useful to apply
logistic growth function to data over a long period of time with the assumption that
nothing will permanently increase or decrease and there will be increasing, slowing,
and decreasing period of time for the variable at hand. When applied with non-linear
statistical techniques, growth functions and curves with the flexibility to provide
predictions of multiple parameters on the same function at a time draw a close model
to actual data. Initially, there is exponential growth in the logistic function. Following
the exponential growth period, an inflection point is reached. This is the beginning
of second phase growth, which slows down and reaches an upper limit. Logistic
models have upper and lower asymptotes. The turning point is right in the center of
the curve, which is symmetric here. Symmetry is an element restricting the structure
of the curve. But the growth curve developed by Gompertz overcomes the symmetry
restriction and provides us with a better functional analysis. In the analysis with
the logistic function, the independent variable is time and the dependent variable
is population. It is useful to work with this function when the variable starts from
a point close to the horizontal axis with a slow acceleration, reaches the inflection
point rapidly, and then slows down toward the upper asymptote. This is the restrictive
point where carrying capacity—the region where the population reaches the limits
in place—comes in. Moving the carrying capacity to an upper level is only possible
with the introduction of new resources and geography. Because human population is
closely related to the economy, it will be more meaningful to add the national income
to carrying capacity. Apart from geography, natural resources, energy, etc., national
income is also an effective variable for carrying capacity; this is the point where
economics comes in to the function.

There are more than one unknown parameters in the logistic function to be
estimated, and ordinary least squares methods of estimation are not sufficient for
statistical tests. There is one equation but more than one parameter to be estimated.
Specially developed least squares methods based on minimization of the error sum of
squares are required for solving and determining parameters of non-linear functions.
Fortunately, techniques developed by theoretical statisticians in the last fifty years
have made the job easier in terms of solving non-linear functions. All these methods
are used in our statistical analysis.

The Turkish census statistics from 1927 to 2015 were used in our study. Preliminary
statistical studies have been made to prepare a series for 5-year periods and to provide
estimated data for missing years. In these studies, estimations have been made for
1925, 1930, and 1995, which have no census results, with the help of simple curve
fitting and regression analysis. Together with census statistics of Turkish Statistical
Institute and estimations for missing years, 19 observations have been obtained
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for basic statistical analysis and non-linear curve fitting. Additionally, qualitative
analysis has been done over this period, and this analysis has been included in the
quantitative analyses as a variable. The development of the Turkish population over
the aforementioned period has been divided into three sub-phases: stagnation period
(1925-1950), development and growth period (1950-1985), and growth and maturity
period (1990-2015). The qualitative aspects of these periods are given in detail in
the main article. These three phases were indexed as 1, 2, and 3 and used in two-
phase logistic function (James H. Ricketts/Geoffrey A. Head function) and Gompertz
function as dummy variables. Thus, it includes a qualitative variable in addition to the
time variable. More successful results can be obtained with this approach.

Two groups of functions used in the statistical analysis are logistic function and
Gompertz function.

In addition to basic logistic function, two-phase logistic function—successfully
developed by authors James H. Ricketts and Geoffrey A. Head—has been extensively
used in our study. Furthermore, adding inverse hyperbolic sine variable to this
function gave more fruitful results. The two-phase logistic function has given far
better results than the original logistic function. We added the allometric variable
(v) of Richards’ logistic function to obtain accurate, meaningful statistical tests. The
first and second derivatives of the logistic function have been used for calculations of
annual absolute growth figures, average annual growth rates, and changing amount
of the first derivative in absolute growth figures. Inflection points were calculated
from second-degree derivatives. Re-parametrization of variables to be determined is
calculated for curves in order to find more linear equations. Otherwise, meaningless
statistical results were obtained from calculations of the curves.

Gompertz functions, which give more flexible results than the logistic functions
used in the study, have confirmed same upper asymptote levels (115 million people)
for the Turkish population, along with the two-phase logistic function. Hyperbolic
variable is also included in the Gompertz function for better results.

Logistic and Gompertz growth functions do not have a linear structure. A non-
linear function has a non-linear relation between parameters. Therefore, least squares
estimation methods used in the estimation of parameters of ordinary linear equations
cannot be used here. Non-linear least squares methods developed for non-liner
functions are used for the estimation of parameters of the non-linear functions. We
have also followed this method in our work. On the contrary, it is impossible to
make these calculations manually or with entry-level computer software. In this case,
Microsoft Excel can be used only to prepare the data. There are no standard non-
linear regression models in Excel; therefore, we used Excel as a data-preparation
tool. The software “SAS University Edition NLIN Procedure” was used in this study
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for statistical analysis of non-linear functions. In this software, convergence criteria/
iterative phase, minimization of error sum of squares, compliance diagnosis charts,
F-tests, standard errors, 95% confidence limits and bootstrap confidence limits, Box
bias criteria and Hougaard skewness criteria, global non-linearity measures, etc. were
used for statistical tests of the functions. In order to find the required linearity of tested
growth functions, parametrization and calibration of the parameters of functions to be
estimated have been necessary in many functions, and this has been done in the SAS
software. Detailed explanations are given in the main article for the aforementioned
criteria followed and applied in the SAS NLIN procedure.

Logistic functions have passed all the advanced statistical tests in the SAS NLIN
procedure. The lower asymptote and upper asymptote (carrying capacity) figures of
logistic function have been found as 9.5 and 94 million people, respectively. Turkey has
along way to go if we consider that Turkey’s population as 0f 2015 is 78.1 million people.
The intrinsic growth rate of the logistic function has been found to be 4.93%. This is not
an annual average growth rate of population that we analyze. Intrinsic growth rate is a
general growth rate for the function, and it is valid throughout the period under study.
A higher intrinsic growth rate means a sharper increase of the curve during the reach
to the upper asymptote. We mentioned that the logistic function is symmetric around
the reflection point. In order for the curve to follow this symmetry, carrying capacity is
lower than expected, as will be confirmed by Gompertz functions having asymmetrical
structures. The carrying capacity is 115 million people in Gomperz functions, which is
more realistic than the logistic function’s 94 million people.

The error sum of squares as a percentage of the total sum of squares of logistic
function is 0.0121%, which is negligible. Data representation of the function is
high and acceptable. But the Ricketts/Head logistic function has produced far better
results than a simple logistic function from an error sum of squares point of view. The
reflection point of the curve is 51.7 million people at the year 1986.38. Top level in
relative growth was in 1965, with 2.55% growth rate. This figure has reached below
1% circa 2015.

A two-phase asymmetric logistic function developed by James H. Ricketts and
the Geoffrey A. Head for medical purposes, was used in our population analysis with
some modifications. The Richards parameter was added to the function and, with the
other arrangements made, contributed to the success of the function in representing
the Turkish population. Intrinsic growth rate of the function is 12.82%; the lower
asymptote and upper asymptotes are 7 and 115 million people, respectively. This is a
sharper curve upwards than that of the logistic function. Hundred and fifteen million
people is a more realistic figure and can also be confirmed by Gompertz function.
The error sum of squares has been found as 0.006318% of the total sum of squares.
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We have achieved successful statistical results with the Gompertz functions as
well. The intrinsic rate of growth is 2.71% and the upper asymptote is 113.8 million
people for the first Gompertz function. The inflection point was the highest in 1984,
with a population of 50.4 million people. The highest relative rate of growth was
calculated as 2.7% in 1960.

We have dealt with two properties of the functions. The first is the ability to represent
the data to which they apply. The second is whether they are powerful enough for
predictions. The method that we used to prove the ability of functions at representing the
Turkish population was to get the test results of non-linear equations—part of an advanced
stage of statistics—with the relevant computer software. I believe that we have achieved
this goal in the study. Verhulst’s logistics function, a two-stage Ricketts/Head function
that is a continuation of logistic function and Gompertz function and their mathematical
properties, was successful and gave the expected results for our Turkish population
analysis. Nineteen observations over 90 years between 1925 and 2015 comprise enough
data for our population analysis. After the mathematical representation and statistical
proof, successful results were obtained for the future population discussed. It is expected
that Turkey’s population will level off at 115-120 million people.

Additionally, some thoughts on Gompertz function and interesting experiences by
American scientists on population are detailed in our study. Detailed statistical outputs
of the growth functions can be found in the appendices.
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Tiirkiye Niifus Bilyiimesi ve Tahminleri: Matematiksel Biiyiime Modelleri ve
Istatistiksel Analiz ile Kuramsal ve Uygulamal Bir Yaklasim

Bu ¢alismanin amaci, on dokuzuncu yiizyilda Verhulst ve Gompertz tarafindan ilk
tanimlamalar1 yapilan ve daha sonra niifus analizlerinde genis uygulama imkanlari
bulan ve bircok yonden gelistirilerek bugiine kadar kullanilan genel kabul gérmiis
matematiksel bliylime fonksiyonlariyla, 1925-2015 donemi i¢in yeterli veri arz eden
Tiirkiye niifusunun biiyiime egilimini ve 6zelliklerini analiz edip bugiin hangi nokta-
da oldugunu ve gelecekte ulasacagi maksimum seviyeyi tespit etmektir. Ilaveten bu
donem zarfinda saglanan mutlak ve nispi biiyiime oranlarini yine bu egriler iizerinden
hesaplayip grafiklemektir. S6z konusu fonksiyonlar, hesaplama teknolojilerinin ve
istatistiksel yontemlerin bugiin ulastig1 seviyede ciddi imkanlar saglamaktadir. Dog-
rusal olmayan bir nitelik arz eden bu fonksiyonlarin elle istatistiklere uygulanmasi
hemen hemen imkansizdir. Yirminci yiizyilda matematik ve istatistik yazarlarinin,
hem fonksiyonlar1 hem istatistik uygulamadaki sorunlarin ¢ozlimlerini gelistirmeleri
sonucu iktisat, biyometri, ¢evrebilim, ormancilik, zooloji, niifus vs. gibi ¢esitli bilim
dallarinda bu fonksiyonlarla basarili uygulama ¢alismalar1 yapilmistir.

Pierre Frangois Verhulst (1804-1849, Belgika) Malthus’un? 6ngérdiigii gibi niifusun
iistel fonksiyona gore Y(t) = Yoe™ siirekli biiylimeye devam edemeyecegini, hizl artis-
tan sonra hizinin yavaslayacagini ve giderek biiyiime hizinin sifira yaklasacagini dii-
stinerek {iistel biiyiime fonksiyonuna kisitlayici bir degisken ilave etmistir. Bu degisken
tagima kapasitesi olarak tanimlanmustir. Tasima kapasitesi biiylimeyi siirlayan faktor-
diir. Fonksiyon, Tsoularis ve Wallace’nin (2002) tanimiyla Y(t) = K¥o(Yo + (K = Yo)e ™)™*
seklindedir®. Bu sekilde niifus fonksiyonunda baslangig niifus miktari (v, igsel bliyiime
oram () ve {ist asimptot (tasima kapasitesi K) bir arada yer alarak insan niifusu igin
niifus biliyimesiyle kaynaklar, yasam cografyasi (biiyiikliigli ve yagsama elverigliligi),
iklim kosullari, sahip olunan arazi ve tarimsal gii¢, sahip olunan enerji ve su kaynaklari
ve ulusal liretim giicii ve milli gelir arasindaki iliskilerin tespiti modellenmistir. Bu
saydigimiz degiskenlerin tamami Verhulst tarafindan amaglanmamis olmakla birlikte
bugiin yasam1 ve niifus artisin1 miimkiin kilan 6gelerin bunlar oldugunu bilmekteyiz.
Verhulst bu calismayi logistic* olarak tanimlayarak bugiine kadar gelen bir modelleme-
yi baslatmistir. Hesaplanmasi zordur ve ancak ileri bilgisayar yazilimlartyla miimkiin
olmaktadir. Hesaplanan fonksiyon, sigmoidal (s-bi¢imli) ve dogrusal olmayan bir ya-
piya sahiptir. Dogrusal olmayan fonksiyon, tlirevi alindig1 zaman tiirev denklemindeki
parametreler ile ana fonksiyon arasinda iliski tagtyan matematiksel modeldir. Bu durum
hesaplamalarda 6zel yontemlerin uygulanmasini zorunlu kilar. R-Project, SAS, SPSS
ve MAXIMA gibi ileri istatistik yazilimlar1 bugiin bize bu imkanlar1 saglamaktadir.

2 Unlii Ingiliz iktisatg1 Thomas Malthus (1766-1834). Ilk niifus teorisini yazan bilim adamidir. Niifusun {istel fonksiyona gore
gida iretiminin aritmetik olarak artacagini ileri siirerek ¢eliskiye dikkat cekmistir.

3 Y:niifus, K: tasima kapasitesi, Yo baslangi¢ niifusu, t: zaman, 7: igsel biiylime orani.

4 Logistic kelimesinin bir izahi: kit kaynaklarla ilgili anlaminda olarak Fransizca logis (yasam alani) kelimesinden alindigi
seklindedir (http://www-history.mes.st-and.ac.uk/Biographies/Verhulst.html).
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Keza Ingiltere’de iinlii matematikgi, aktiier ve sigorta uzman Benjamin Gompertz
(1779-1865) dogrusal olmayan bir fonksiyonu 1825 yilinda yazdig tinlii makalesinde®
ortaya koyarak sigortacilik ve aktiierya hesaplarinin (human mortality) yapilmasinda
kullanmigtir. Fonksiyon Fekeduleng ve arkadaslarinda (1999) tanimlanan biiyiime uy-
gulamasiyla, Y, =K e~ seklindedir®. Diger bir deyimle e iistii -e’dir. Benjamin
Gompertz bu formiilii sigorta ve hayat istatistiklerinde, aktiierya tablolarinda kullan-
mak tizere gelistirmisken bugiin amagladigi cerceve ¢coktan asilmis, gelistirdigi fonksi-
yon sigorta ve hayat istatistikleri disinda da bircok sahada uygulama imkéani bulmustur.
Asagida kullandigimiz fonksiyonlarin tanimlart hakkinda bilgi vermekteyiz. Bu neden-
le tarihi bilgilere daha fazla girmenin bu yazinin amaci diginda kaldigini belirtmeliyim’.
Ilgilenenler ekte verilen kaynaklara -6zellikle su kaynaga bakabilirler®.

Ulkemizde bes yilda bir yapilan niifus sayim sonuglarini kullanarak niifusun biiyii-
me hiz1 hakkinda hesaplamalar yapilmakta, bu hesaplamalar ile yorumlar olusturul-
maktadir. Yillik rakamlar1 birbirine oranlayarak artig/azalis hizlar1 hesaplanmakta ve
elde edilen sonuglar gesitli amagclar i¢in kullanilmaktadir. Oysa niifusun matematiksel
trend yapist1 bilylime fonksiyonlariyla tespit edildigi zaman ara yillar dahil tiim keyfiyeti
biitiinsel bir perspektiften izleyerek mevcut ve gelecekte ulasilacak seviyeler hakkinda
bilgi sahibi olmak miimkiin olacaktir. Insan topluluklarmin belirli siyasi ve ekonomik
cografyalarda yasayip gelismek zorunda olduklari, sahip olduklar1 dogal ve ekonomik
kaynaklarin smirli oldugu ve bu kaynaklarin artislart i¢in da bir zaman gereksinimi
oldugu dikkate alinirsa bu gergeveye gore gelisecek olan insan niifusunun biiyiime tren-
dini tespit etmek en azindan bir iktisat¢1 icin onemlidir. Calismamin amaci budur.

Biiyiimeyi; ayrik (discrete) zaman birimlerini (¢ogu zaman yillara ait verileri) bir-
birine oranlayarak veya bir fonksiyon yapis: iginde siireklilik arz eden bir sekilde
hesaplayabiliriz. Yillara ait verilerden biiyiimeyi hesaplarken ilk ve son yili oran-
ladiktan sonra yil sayisina bdlerek yillik ortalama sonug elde edilir. Veya yillara ait
degerlerden biiylime hesaplandiktan sonra bunlarin ortalamasi alinir. Biraz daha ileri
giderek ilk ve son y1l degerleri oranlanip logaritmalar1 alindiktan sonra yillik biiyiime
orani bulunur (birlesik biiyiime orani). Her hesaplamada birbirine yakin ama farkli
sonuglar elde edilir. Elimizdeki veri hakkindaki bilgilerimize gére bunlardan uygun
olani secebiliriz. Bu anlatilanlar niifus istatistikleri i¢in de gecerlidir.

Daha kapsamli ve anlamli sonuglar elde etmek i¢in istatistiksel yontemlerle elimiz-
deki veriye biiylime fonksiyonlarinin uyarlanmasi ile elde edilecek degerler {izerinden

5 Gompertz, B. (1825). On the nature of the function expressive of the law of human mortality, and on a new mode of deter-
mining the value of life contingencies, Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 115, 513-583.

6 Y:niifus, K: tasima kapasitesi, t: zaman ve Q sabit parametre 7: igsel biiyiime orani ve e = 2.71°dir.

7 Soz konusu fonksiyonlar insan niifusu digindaki canli niifuslari, bitkiler, ¢esitli hastaliklar vs. i¢in da biyometristler tarafin-
dan yogun olarak uygulanmaktadir.

8 Kirkwood, T. B. L. (2015). Deciphering death: a commentary on Gompertz. Philos Trans R Soc Lond B Biol Sci. 19, 370.
https://dx.doi.org/10.1098/rstb.2014.0379
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giderek mutlak ve nispi biiylimeyi hesaplayip yorumlamak biyolojik hareket nitelikleri
g6z oniine alindiginda insan niifus hareketleri i¢in daha anlamli olur. Insan niifusu ve
bu niifusa ait 6zellikler diger kategorilerdeki bilylimelerden daha yavag (uzun 6miirlii)
oldugu i¢in uygulanacak istatistik daha ¢ok basar1 sansi elde eder. Insan niifusu ile
caligmanin dezavantaji ise, yeterli ve sihhatli veriyi elde etmek icin ¢ok uzun stire bek-
lemek ve veri elde etmenin maliyetidir. Insan niifusuna gore diger canlilara ait niifus
hareketleri veya cesitli mallara ait piyasa hareketleri ¢ok fazla degisim gosterebilir ve
daha kisa siirelerde gozlemlenebilir. Bu da istatistiksel yaklagimlarda ortaya ¢ikacak
cok sayida sorunun ¢dziimiinii gerektirir. insan niifusu ile yapilan ilk calismalardan
birisi Pearl ve Reed’in (1920) ABD niifusuyla ilgili olarak yaptig1 lojistik egrisine da-
yanan miikemmel analizdir. Ayrintilarini agagida Amerika bahsinde ele alacagiz.

Ulkemizde Cumhuriyetin kurulusuyla baslayan ve bugiine kadar devam eden nii-
fus sayimlariyla elde edilen verilerin bliylime analizi i¢in ziyadesiyle yeterli oldugu-
nu diisiinerek bu ¢aligmamizda matematiksel biiylime modellerine gore yapacagimiz
istatistiksel ¢aligmanin daha anlamli oldugunu diisiindiik. Bu ¢ercevede niifusun alt
asimptot ve iist asimptot degerleri tespit edilerek ilerde varacagi maksimum seviyeler
hakkinda bilgi sahibi olacagiz. Yillara gére mutlak ve nispi biiylimeyi, i¢sel biiylime
oranini bu ¢ercevede elde edecegiz.

Bu amagla oncelikle biliylime konusu ve uygulayacagimiz matematiksel biiyiime
fonksiyonlar1 daha sonra niifus sayim verileri, istatistik uygulama sonuglari sirasty-
la ele alinacak ve varilan sonuglar degerlendirilecektir. Sonucta uygulanan biiyiime
fonksiyonlarinin Tiirkiye niifusunu temsil ve 6zelliklerini yansitma kabiliyeti, bu
temsiliyetin istatistiksel olarak test edilip ispat edilmesi ve devaminda gelecege do-
niik tahminlerin yapilabilmesi ayrintili olarak arastirilmis olacaktir.

Biiyiime
Iktisat, demografi ve diger birgok disiplinde belirli bir konu incelenirken konuya
bakis araglarindan biri de biiylimenin hesaplanmasidir. Niifus, milli gelir, istihdam,
fiyatlar, dis ticaret, sanayi liretimi, tarimsal liretim vs. analizinde konu 6ncelikle bii-
yiime agisindan ele alinir. Bu nedenle biiyiimenin teknik tanimi1 ve niifustaki kullani-
mu ile ilgili olarak bu bahsi zorunlu gordiik.

En basit tanimiyla biiyiime ele alinan degiskenin doénemler itibariyle artigin1 mut-
lak ve nispi olarak belirlemektir. Bu tanimlama zaman boyutunu da igerir. Mutlak ve
nispi bilyiime: tanimlanan ayrik déonemler (discrete time), donemsel birlesik (compo-
unding each period) olarak ve, siirekli donemler (continuous time), siirekli birlesik
(compounding continuously) olarak iki ayr1 baglik altinda incelenir.
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Ayrik Donemlere (Yil) Gore Biiyiime, Donemsel Birlesik Biiyiime, (Discrete Pe-
riods, Compounding Each Period)

Mutlak biiyiime.

Y:, ilk donem niifusu Yr+1 sonraki dénem niifusu olmak iizere mutlak biiyiime
AY=Y;,-Y; olarak tanimlanir. ¢ doneminde 100 kisi olan niifus #+/ déneminde 120
kisi olmussa artis 20 kisidir. Iki rakam arasinda bes donem (¢+5) varsa ortalama yillik
niifus 4 kisi artmistir. Niifus artig miktarin1 donem sayisina bolerek ortalama mutlak
bliylimeye ulagiriz.

Nispi biiyiime (biiyiime orani).

Ayrik déonemlerde biiyliime oran1 g = (Yr+1 — Y: )/Y: olarak tanimlanir. Dénem sa-
yist birden fazlaysa bulunan rakam dénem sayisia béliiniir. Ornek tablo 1°de 5 dé-
nemde biiylime oran1 %20°dir. Bese bolersek donemsel biiyiime orani %4 tiir denir.
Bu yontem biiyiimeyi fazla gosterir. Ornege uyguladigimizda besinci yil sonundaki
rakami 120 degil 121.67 °olarak gosterir (tabloda 3. kolon).

Donemsel nispi biiyiimeyi, ayrik donemler i¢in birlesik biiylime formiiliine gore
Y; = Yo(1 + )" olarak hesaplamak daha gercekgi bir yaklagim olur. Hesaplama, loga-
ritmik ddniisiimden sonra ortalama nispi biiyiime formiilii ¥ = EXP (LN (¥;/Y5)/t)-1
ile yapilir. Genelde en ¢ok kullanilip uygulanan formiil budur. Ara déonem degerlerini
dikkate almayan bir hesaplama tarzidir. Ornege gore bu formiille biiyiime bes yillik
donemde yillik %3.7137°dir (tabloda 4. kolon).

Bes yillik donemde ara yil degerlerinin de tablo 1 kolon 1’deki gibi oldugunu
varsayalim. Bu durumda izleyen yil degerlerini birbirine boliip biiylimeyi hesapla-
yabiliriz (kolon 2). Yillik hesaplanan bu biiylime oranlarimin aritmetik ortalamasin
hesapladigimizda dénem biiylimesi bulunur (%3.724).

Dikkat edilirse yontemlere gore hesaplanan biiylime rakamlari, sirasiyla %3.724,
%4, %3.7137, %3.646, birbirinden tamamen farklidir. Analizini yaptigimiz olaymn
mabhiyetine gore bunlardan uygun olan birini kisa dénem nispi analizi i¢in se¢ip uy-
gulamak durumundayiz.

9 Kullandigimiz istatistik yazilimmi (SAS University Edition) izleyerek bu ¢aligmamizda rakamlarin hanelerini virgiille,
ondalik kesirleri noktayla ayirdik.
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Tablo 1

Biiyiime Hesaplart

Surekli birlesi

Doénemsel

(8)

(continuous)

birlesik (r)
(discrete)

Ortalamayila

Hipoteti

(%b

(0.037137)  (0.03646)

bélme (% 4)

)

Hipotetik liylime

Donem

100
103.71

100.00 100.00

0.0000

100
106
110

104.00 103.71

6.0000

108.16 107.57 107.57

3.7736
1.8182
4.4643
2.5641
3.7240

111.56 111.56

112.49

112
117
120

115.70 115.70

116.99

120.00 120

121.67

Ortalama

=ACH BERIOD)
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For notes on how to use the table see page 10

1.

Resim 1. Biiytimenin el kitabi.
Not: Tiirkiye Sinai Kalkinma Bankasinda (stanbul) iktisatg1 olarak galistigim yillarda (1977-2002) iktisat-

¢ilara proje hesaplar i¢in Banka tarafindan verilmis olan “Biiylime Orani Tablolar1” kitab1. Kisisel bilgisa-

yarlarin olmadig1 60 ve 70’li yillarda bir biiyiime oran1 hesaplamak igin ilk ve son yil degeri hesap makine-

sinde oranlandiktan sonra dénem sayisina gore biiylime rakami kitaptaki tablolardan bakilarak tespit edilirdi.

Kitabin birinci bolimi ayrik dénemlere gore biiylime tablolarmi ikinci boliimiiyse siirekli donemlere gore

biiyiime tablolarini igerirdi (Basim yil1 1966, Cambridge University Press).
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Siirekli Donemlere Gore Biiyiime, Siirekli Birlesik Biiyiime, (Continuous Peri-
ods, Compounding Continuously)

Mutlak biiyiime.

Ayrik donemlerden siirekli donemlere gegtigimizde keyfiyetin daha ileri fonksi-
yonlarla ifadesi edilmesi gerekir. Zira bilyiime burada zamanin sonsuz olmas1 halinde
bagimli degiskenin aldig1 degerdir. Hem mutlak hem nispi biiylime i¢in siireklilik
arz eden fonksiyon {izerinden hesaplamalar yapilir. Fonksiyonun tespiti ise en kiiglik
kareler yontemine gore yapilir. Yontemin uygulanmasi i¢in en az 12-15 doneme ait
verilerin bulunmasi gerekir. Bu sekilde en kisa zaman birimi i¢in fonksiyonun degi-
simi (tiirev) hesaplanir ve ilgili donemin degerinin fonksiyonda yerine konmasiyla
mutlak biiylime tespit edilir.

Iki dénemli veri i¢in en basit bilyiimeyi dogrusal denklemden elde ederiz. ¥ = at + b
fonksiyonunda mutlak biiyiime sayis1 a’dir. Iki noktas: belli olan veriye ilgili cebir
kurallar1 uygulanarak denklemin katsayilarma ulasilabilir. Ornege uygularsak denk-
lem Y =4t+100 seklindedir ve mutlak bilylime denklemin tiirevi (Y = % Jolan 4
kisidir. Her tip fonksiyon i¢in mutlak biiyiime, fonksiyonun tiirevinin alinmasiyla
zamanin aldig1 degere karsilik gelen bagimli degisken degeri olarak hesaplanir. Ve
bu deger her donem icin ayni olmayabilir. Bu yazimizda kullanilan dogrusal olmayan
degiskenlerin mutlak biiyiimesi de tiirev hesaplanarak grafige doniistiiriilecektir.

Nispi biiyiime (biiyiime orani).

Niifus analizlerinde iki dénem arasinda siirekli bilyiime Y, = Ype?® formiiliin-
den g’nin degeri olan nispi biiyiime g =In (:—Z) /t olarak hesaplanir. Tabloda bu oran
%3.6464 tiir. Bu logaritmik biiyiimedir. Dikkat edilirse logaritmik biiyiime daha 6nce
ayni veri i¢in hesaplanan ayrik donem biiyiimesinden (%3.7137) daha kiigiiktiir. Sifir
noktasindan yiikseldikg¢e iki biiyiime orani arasindaki fark agilir. %10-15 biiyiimeye
kadar ayrik donem formiilii kullanilabilir. Ancak siirekli fonksiyon daha gergekeidir.

7 (aritmetik) ile g (logaritmik) biiyiime oranlar1 arasinda gegisler asagidaki formiil-
lere gore saglanir.

r’den g’ye gecis g = In(r +1). g = In(1+0.037137)=0.03646, sonu¢ ondalik ke-
sirdir.

g’den r’ye gegis r =exp (g) — 1. r = exp(0.03646)-1=0.037137, sonug¢ ondalik
kesirdir.
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Grafik 1. Mukayeseli aritmetik ve logaritmik biiylime oranlari.

Fonksiyonel biiyiime.
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Grafik 2. Tiirkiye niifusu i¢in basit {istel fonksiyon uygulamasi.

Yukarida biiylime ile ilgili olarak anlattiklarimiz kisa vadeli verilerin analizinde
faydali olacagindan 1925-2015 gibi oldukca uzun bir doneme ait niifus verilerinin
analizinde kullanilmayacaktir. E tabanli {istel fonksiyonun da niifus analizi i¢in uy-
gun olmadigini belirtelim. Grafik 2’de Tiirkiye niifusuna uygulanmis basit bir iistel
fonksiyon verisi yer almaktadir. Buna gdre niifusun istikameti gergekte ne olursa
olsun projeksiyon {istel say1 oraninda artmaya devam edecektir. Tabii ki ger¢ek bdy-
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le degildir. Esas amacimiz kaynak, ¢evre kisiti parametresini (K) igeren yukarida
bahsettigimiz Verhulst ve Gompertz tarafindan gelistirilen fonksiyonlar1 kullanarak
Tiirkiye niifusuna ait alt asimptot, iist asimptot (tasima kapasitesi), i¢sel biiyiime ora-
n1, mutlak ve nispi biiylime miktarlarin1 hesaplamaktir. Yoksa bes yillik verilerden
hareketle basit biiyiime hesaplar1 yapip yorumlarda bulunmak amacinda degiliz. Bu
nedenle giris mahiyetindeki yukaridaki izahati takiben iistel fonksiyondan lojistik
fonksiyona gecis i¢in her iki yapinin 6zelliklerini kisaca gérmekte fayda vardir.

Tablo 2
Biiyiime Fonksiyonlarimn Karsilastirmast ve Ozellikleri
Ustel fonksiyon Verhulst ii¢ degiskenli lojistik fonksiyonu
KY,
- . _ rt — 0
Coztiim fonksiyonu Yy = Ype Ye = Yo+ (K —Yp)e ™t

Diferansiyel fonksiyon dy ar _ Y
modeli =Y - Ya-p
Mutlak bilyiime mik- av et dv _ _rKYoe (K —Yo)
tari (tiirev) dc ' ° a W+ (K —Yoye )2
Y

Nispi biiyiime, Kisi ba- ay g =1(1—2)
sia biiyiime, tiirevin T
niifusa orami, gercek- TER == . (K—Y)re™™
lesen biiyiime orani ) ) I Yo+ (K —Yye ™t
r) Y ile degismez

& Y ile degisir, r; < r; dir.

n=b—d rn=b—-d

Igsel bitytime orant (r)) Dogum orani eksi 6liim orani- Dogum orani eksi liim oranidir, sabit ve maksi-

dir, sabit ve maksimumdur. mumdur.

fsel biiyiime orami nispi Igsel bilyiime orani nispi biiylime oranindan

bilyiime orantna esittir. Malthus biiytiktiir, nispi biiylime orani igsel biiyiime

izahat 1 parametresi, niifus artis haddi, oranmmn (1 — %) ile carpimindan elde edilir, teorik
kisi basina biiyime olarak da i rakamdir, fonksiyondan hesaplanir, biiyiime-
adlandirilir.

nin maksimum seviyesini gosterir.

) Igsel bilylime orani, fonksiyonun tamaminda gegerli sabit bir rakamdir. Zaman
Izahat 2 boyutu yoktur. Kisi bagina biiylimeyi incelenen donemlerin tamamiu i¢in temsil eder,
bu nedenle de donemlere gore degisim gosteren nispi bilylime oranindan farklidir.

Burada iizerinde durulmasi gereken bir nokta yukarida anlattigimiz dénemsel nispi bii-
yilime oraniyla K parametreli fonksiyonlardan hesaplanan igsel biiyiime oram arasindaki
iligkidir. ikisi aym degildir. Igsel biiyiime orani lojistik biiyiime egrisinin hesaplamalar
sirasinda bulunan ve hesaplandigi donemin tamamu igin gegerli olan sabit bir rakamdir.
Buna karsilik nispi bitylime oran1 verinin uygulandigi fonksiyondan hesaplanan ve yillara
gore degisen biiylime oranidir. Fonksiyonlara gore izahat asagidaki tablodadir.

Ustel fonksiyon tamamen matematik esasli bir yapiya sahiptir. Biiyiimede smir
yoktur. Lojistik fonksiyonla birlikte matematik+iktisat esash bir yapiya gegmis olu-
ruz. Smirli kaynaklar1 temsil eden kapasiteyi (K) ve kendi kurallarina gore biiyiiyen
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niifusu, fonksiyona dahil edip analiz etmek yeni bir planlamanin ilk adim1 olarak
karsimiza ¢ikmaktadir.

Matematiksel Biiyiime Fonksiyonlari

[statistikte siklikla kullandigimiz iistel, dogrusal, logaritmik, polinomsal ve giig fonk-
siyonlari vs. niifus artiginin izlenmesinde de kullanilabilir. Cogu zaman istatistiksel test-
lere uyum da saglanabilir. Daha ¢ok kisa siireli hesaplamalarda bu araglar igsimize yarar.
Nitekim bu ¢alismamizda da Tiirkiye niifusuna ait elimizde veri olmayan bazi ara yillar
miktarlarini tahmin igin biz de az 6nce saydigim bu yéntemlerden faydalandik. Ornegin
elimizde sayim verileri olmayan 1925, 1935 ve 1995 yillarina ait tahminler igin bu yola
gittik. Ancak Tiirkiye cografyasina ait ve Tiirkiye Cumhuriyeti’nin kurulusundan beri
derlenen niifus istatistiklerin degerlendirilmesinde yukarida bahsedilen matematiksel
fonksiyonlarin higbirini esas alip uzun vadeli bir izahat i¢in kullanamayiz. Bahsi gecen
fonksiyonlarin istatistiksel testlerin tamamini gegtikten sonra orta ve uzun vadelerde
uygulanma imkanlari olsa bile {ilkelerin niifus gelismeleri, diinya komiir tiretimi, diinya
ham petrol {iretimi, Tiirkiye buzdolabi tiikketimi ve hanelere penetrasyonu vs. gibi seri-
lerin 20 y1l1 agan uzun vadeli incelenmesinde Verhulst ve Gompertz’den beri genis bir
uygulama alani bulan biiyiime fonksiyonlarinin'® kullanilmasi, keyfiyetin kuramsal bir
cergeveye oturtulmasi gerektiginde daha isabetli olacaktir. Yukarida sayilan egriler ucu
acik egrilerdir. Bunlarla niifus gibi agir hareket eden bir degiskeni aciklamak isabetli
olmayabilir. Daha kuramsal bir ¢erceve sagladiklarindan biiyiime fonksiyonlarinin nii-
fus analizinde saglayacagi faydalari asagida ornekleriyle gorecegiz.

Bir niifus kitlesinin sayisindaki artis mevcut niifusa ve eldeki kaynaklarin varligina
dayanir. Higbir seyin siirekli artmayacagi, siirekli diismeyecegi, artan, yavaslayan ve
diisen donemlerinin olacagi dikkate alindiginda lojistik biiytime egrisini kullanmanin
onemli faydalar goriiliir. Biiyiime egrisi, birden ¢ok parametresinin tahminlerde sag-
lad1g1 esneklikle gercek verilere yakin bir model cizer. Baslangicta iistel bir biiylime
s6z konusudur. Ustel biiyiimeyi takiben ulasilan déniim noktasinda (inflection point)
egrinin bliylime hiz1 diiserken ikinci sathaya gecilmis olur. Lojistik modelde bir alt
asimptot ve bir iist asimptot vardir. Dénlim noktas: egrinin tam ortasinda yer alir.
Egri burada simetriktir. Simetriklik egrinin yapisini kisitlayan bir unsurdur. Ancak
Gompertz tarafindan gelistirilen egri asimetrik bir yapiya sahiptir ve bu kisitlama-
y1 asar. Daha sonra gelistirilen fonksiyonlarda da yeni parametrelerin eklenmesiyle
teknik sorunlarin daha da asildig1 goriilmektedir. Grafik 3’teki egri bu keyfiyeti izah
eden klasik bir bliylime egrisidir. Degiskenin yatay eksene (zaman) yakin bir yerden
yavase¢a hizlanan, giderek hizini arttirdiktan sonra artis hizinda yavaslama ve doyuma

10 Lojistik egri yaklagimini kullanarak Diinyadaki niifus artisinin enerji kaynaklariyla cok giizel ve etkileyici bir agiklamasi
icin Graham Zabel’in (London School of Economics) linkteki “Peak People: The Interrelationship between Population
Growth and Energy Resources” baslikli ve 2009 tarihli yazisina bakilabilir. http://www.resilience.org/stories/2009-04-20/
peak-people-interrelationship-between-population-growth-and-energy-resources#_ftn4

89



Ekonometri ve istatistik e-Dergisi

ulagsma gosterdigi hallerde bu egri ile analiz faydali olur. Egrinin yatay asimptotik
hal aldig1 iist cizgiye tasima kapasitesi denir. Tagima kapasitesi olarak tanimlanan
yerde niifusun bulundugu cografyada sinirlara ulagilmis demektir, tagima kapasite-
sinin yukariya ¢ekilmesi ve daha fazla niifus beslenmesi ancak yeni kaynaklarin ve
cografyanin devreye girmesiyle miimkiindiir. Insan niifusu ekonomiyle ilgili oldugu-
na gore tasima kapasitesine ulusal geliri de katmak anlamli olacaktir. Cografya, tabi
kaynaklar, enerji vs. yaninda gelismislige bagl olarak ulusal gelirin de tagima kapa-
sitesinde etkin rolii vardir. Ulusal gelire bagh olarak artan beslenme, tibbi imkanlar,
ayni cografyada yeni yasam imkanlariin ag¢ilmasini bu meyanda sayabiliriz.

Grafik 3’te, 6zel bir emeklilik vakfinin kuruldugundan beri yillara gére emekli
iiye sayisindaki artis ve bu verilere dayanarak hesaplanmis biiyiime egri 6rnegi ve-
rilmistir. Calisma siiresi, emeklilige gegis ve emekliligi bir yasam siireci olarak dii-
stinlirsek, emeklilerin sayisindaki gelismeyi biiylime fonksiyonuyla aciklamak dogru
ve isabetli olmustur. Esasen grafigin kendisi biiyiime fonksiyonuna uyumu agik¢a
gostermektedir. Bizim yapmamiz gereken bunun istatistiksel ¢alismasidir. Emekliler
artig egrisinin verilerine dayali lojistik biiyiime fonksiyonu belirlenirken, tiim ista-
tistiksel testler (SAS NLIN yontemi, bk. asagida bolim 6) gecilmistir. Bu drnekte
lojistik egrinin tiim sathalar1 kirk bes yilda yasanmis ve tamamlanmustir.

Bir biiyiime egrisinde yer almasi gereken tiim sathalar 1970-2015 donemindeki
verilerden goriilebilir. Egri s-bigimli klasik bliylime egrisidir. 1970 yilinda 12 olan
emekli say1s1 2015°te 395’e ulasarak 400 olan kapasite sinirinda karar kilmistir. Mut-
lak ve nispi biliylime grafiklerinden de goriilecegi gibi baslangicta alt asimptot sevi-
yesinden kalkisa gecen emekliler sayisi 1999 yilinda maksimuma ulasmis buradan
itibaren artis yavaslayarak 2015 yilinda sifira ¢ok yaklagsmis, v(t) = K —5 duragan
durumuna ulagilmigtir. Burada kapasite sinir1 vakfin ve vakfin bagl bulundugu kuru-
lusun mali imkanlar1 olarak kargimiza ¢ikmaktadir. Emekliler sayisinin bu noktadan
sonra artis1 beklenmemektedir. Hatta bagli oldugu kurulusun istihdami son on bes
yilda gerilediginden buna baglh olarak emekliler sayisinin da 395 rakaminda kalma
ve/veya gerilemeler gostermesi beklenmektedir.

11 Grafikte goriilen fonksiyonun ikinci tiirevini sifira esitleyip ¢ozdiigiimiiz zaman t’nin degerinin T"ye esit ve 1999 oldugunu
goriiriiz.
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Gergek veriler Biiyiime egrisi

Grafik 3. Emekliler bityiime egrisi (1970-2015).

Not: Biiylime egrisi tablosundaki veriler ger¢ek hayattan alinmistir. Tiirkiye’deki 6zel bir emeklilik vakfinin
1970-2015 yillar1 emekli sayilarini gostermektedir. Burada tagima kapasitesi vakfin mali olanaklari ve bagh
oldugu kurulusun istihdam politikas1 ve mali imkanlaridir. Fonksiyona gore hesaplanan vakif emeklileri sayisi
igsel biiylime oran1 %5,87 olarak bulunmustur.

[statistik aligmada emeklilere ait bilyiime fonksiyonu asagidaki gibi bulunmustur.
Ayrintisina girmeden tiim istatistiksel testlerin gegildigini belirtelim.
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Yukaridaki emekliler egrisine ait 6rnek mutlak ve nispi biiyiime rakamlar1 da asa-
gidaki grafiklerdedir.
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Grafik 4. Emekliler mutlak biiytime egrisi (dY/dt).

Asagidaki grafikten de goriilecegi gibi, yillik nispi bilylime orani niifus artistyla
birlikte diismektedir. Emekliler 6rneginde biiyiime 2015 yilinda %0 olmustur, diger
bir deyimle N = K’dir. Keza mutlak biiylime de sifira ulagmistir.
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Grafik 5. Emekliler nispi biiytime egrisi (dY/dt)/Y(t).

Yukarida emeklilere ait verilerden hareketle emekliler sayisinin lojistik gelisimini,
mutlak biiyiime ve nispi biliylime gelisimlerini grafiklerle gosterdik, rakamlari sa-
delik admna buraya ayrintili olarak tasimadik. Bu bir 6rnek sunum olmaktadir. 1927
yilindan beri elimizde beser yillik sayim verileri olan Tiirkiye niifusunun analizinde
matematiksel bilylime fonksiyonlarimi istatistiksel olarak test ettikten sonra yillara
gore mutlak ve nispi bilylime oranlarinin ve ulasilmasi beklenen maksimum niifus
seviyesinin tespiti de bu model ile miimkiin olacaktir.

Kullanilan Fonksiyonlar

Tiirkiye niifusunun matematiksel bilylime analizinde {izerinde ¢alistigimiz ¢ok sayi-
da fonksiyondan, Verhulst lojistik bilylime fonksiyonuna ait alt1 tanesinin ve Gompertz
Biiylime Fonksiyonuna ait dort tanesinin olmak {izere toplam on fonksiyonun sonug-
larmi iki grup halinde yazimiza dahil ettik. Fonksiyonlarin bu béliimde matematiksel
ozellikleri amacimiza uygun olarak kisaca anlatilacaktir. Fonksiyonlarin ileri matema-
tiksel 6zellikleri hakkinda, 6rnegin diferansiyel denklemden ¢6ziim denklemine ulagim
hakkinda vs. ekteki kaynaklarda genis bilgiler vardir (Tsoularis ve Wallace, 2002).

Niifus miktar1 esas olarak zamanin bir fonksiyonu olarak alinmis, zamana ilaveten
ikinci degigken olarak sosyal degisim endeksi ve ters hiperbolik sine fonksiyonlari
kullanilmistir. Fonksiyonlarda bagimli degisken niifus (Y) ve ana bagimsiz degisken
(t) zamandir. Kullanilan parametrelerin sembolleri tablo 5 ve 7’de ayrintili olarak
aciklanmistir. Parametreler: digsal parametreler ve igsel parametreler olarak iki gru-
ba ayrilmistir. Digsal parametrelere ait istatistiki test degerleri hesaplanmamaktadir.
Bunlar tagima kapasitesi, alt asimptot, esas yil baglangi¢ niifusu gibi fonksiyonda yer
almakla birlikte fonksiyon i¢inde belirlenmeyen unsurlardir. i¢sel parametreler: iistel
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fonksiyon carpanlari, i¢sel bilylime orani, alometrik katsayi, sosyal gelisme endeksi
katsayis1 ve invers hiperbolik sinh katsayis1 sistemin i¢inden belirlenen degerlerden
olugmaktadir. Sadece igsel parametrelere ait istatistiki test degerleri hesaplanmakta-
dir. Digsal parametrelerin degerleri 6nceden yaklagik olarak belirlenerek fonksiyona
konmakta, i¢sel parametrelere verilen anlamli baslangi¢ degerleriyle yakinsama stire-
ciyle igsel parametrelerin belirlenmesine ¢aligilmaktadir. istatistiki degerleriyle bir-
likte elde edilen i¢sel parametre degerleri yetersizse digsal parametreler tekrar tekrar
degistirilerek, i¢csel parametrelerin baslangic degerleri yenilenerek ve/veya yeniden
parametre tanimlar1 yaparak (reparametrization) siire¢ tekrar edilmektedir. En ¢ok
uygulanan tedbir parametreye diiz rakamlar yerine rakamlarin logaritmalarini veya e
tabanina gore degerlerini vererek (In ve exp degerleri) fonksiyonu calistirmaktir. Biz
de bu uygulamaya bagvurduk ve olumlu sonuclar aldik.

Tanimlar1 verilen fonksiyonlar, parametrelerin belirlenmesinde (igsel biiylime oran-
lar1, q parametreleri vs.) tahmini niifus degerlerinin, gliven sinirlarinin hesaplanmasinda,
gercek rakamlarla fonksiyondan hesaplanan rakamlar arasindaki farklarin (residuals)
tayininde, ilgili grafiklerin elde edilip yorumlanmasmda kullanilmistir. Fonksiyonlara
ait birinci tiirevler yillik niifus artiglarinin (mutlak biiytime) hesaplanmasinda esas ola-
rak kullanilmustir. Birinci tiirev rakamlarinin fonksiyondan hesaplanan niifus degerleri-
ne orantyla yillara gore nispi biiyiime (relative growth) rakamlari seri halde bulunarak
grafiklendirilmistir. ikinci tiirevler ise y1llik mutlak artislardaki degisimin takibinde ve
fonksiyonlarin doniim noktalarinin (point of inflection) hesaplanmasinda kullanilmistir.

Gelistirdigimiz matematiksel analiz ve istatistiksel uygulamayla Tiirkiye niifus
verilerinin soyut diizeyde temsiliyeti hedeflenmis, yapilan ileri istatistiksel ¢alismay-
la keyfiyet test edilmistir. Matematiksel temsiliyet ve istatistiksel ispat sathalarinda
alian basarili sonuglar goriildiikten sonra s6z konusu fonksiyonlarla gelecege doniik
tahmin ¢alismalar1 yapilmig ve elde edilen sonuglar tartisilmigtir. Bu sekilde 1925-
2015 Tiirkiye niifusu hakkinda matematiksel biiylime modelleri, istatistiksel analiz
ve gelecege doniik tahminler ile kuramsal bir ¢erceve tanimlanmastir.

Verhulst ve Gompertz’den baslayarak matematiksel biiyiime fonksiyonlar1 son iki
yiizyilda ¢ok gelistirilmis, yeni parametreler ilave edilmis, yeni tanimlamalara konu
olmustur. Biiyiime fonksiyonlarinin iki yiiz yillik genis bir tarihi vardir. Bu iki yiizyil
zarfinda birgok yazar konuya katki saglamig bu fonksiyonlar1 gelistirip uygulama
sahalarini yayginlastirmigtir. Kullanilacak ¢ok sayida fonksiyon olmasina karsilik bu
fonksiyonlar her olayda ayni sonucu vermemektedir. Biz bunlar arasindan amacla-
rimiza uygun olanlar asagida ¢alisarak verdik. Konu burada verilen fonksiyonlarla
sinirl degildir. Insan niifusundan ziyade fonksiyonlarin bitki niifuslari, hayvan nii-
fuslari, mikro organizmalarin ve tiimorlerin biiyiimesi vs. konularindaki uygulama-
lar1 ¢ok daha yaygindir.
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Lojistik fonksiyonlar.

Lojistik fonksiyonlarda: T: temel yil, K: iist asimptot (tasima kapasitesi), L: alt
asimptot, N veya "9 baslangi¢ niifus miktari, Q: tistel fonksiyon garpani, r: igsel
biiylime oranidir.

Verhulst Lojistik Fonksiyonu (Fonksiyon 1).
Fonksiyon:

Yoy =L+ (K—L)%¥y .

(~Yo—L+K)Fe—TE({E=T) 4y,

Fonksiyonun birinci tiirevi, yillar itibariyle fonksiyondaki mutlak biiylimeyi (=de-
gisim artig/azalis) gostermektedir.

d (K—LYS(—Yy—L+K) XY Enie—EE-T)
£ )] = la
at yeol ((—Yo-rL+E)RerHE-T) Jrlfu)2 ( )

Nispi biiylime oran, yillar itibariyle nispi biiylimeyi hesaplamak i¢in kullanilmaktadir.

d%[f(r)] _ (K—L)F(—Yo— L+ K) 5y 5 Ke T2(-T) (lb)
Yie- —Ya— o — TR E— z}_} (K-L}X¥, '
=0 (( Yo—L+K)Ee T m“’ﬂ) ‘ﬁ((-YD_L+K)zzze—1{zi(t—ﬂ+Yﬂ 'L)

Fonksiyonun ikinci tiirevi, fonksiyonun dontim noktasini hesaplamak i¢in ve mut-
lak biiyiimedeki degisimi izlemek i¢in kullanilmaktadir.

2K~ L)F(—Yo—L+K) 25 i 25— 2B (E-T) (g YR(~ Yy~ L+K)EYHr2He " E-T)

GRS (Ic)

((~Yo—L+K)Re=rE(=T) +Y[,)3 ((~YomL+K)Epe—1E(t=T) +Y[,)2

Fonksiyonun zaman doniim noktasi: ikinci tiirev sifira esitlenip t i¢in ¢oziilerek
elde edilir. Bu deger esas denklemde yerine konularak niifus karsiligi bulunur:

Zaman doniim noktasi:

K L

iy = T“”Y—Yl] (1d)
veya,

tinf=T+;ln[%o’y"] (le)

Lojistik fonksiyon simetrik yapiya sahip s-yapili bir fonksiyondur. Simetrikten
kastedilen egrinin ortasinda bir doniim noktasina sahip olmasidir. Doniim noktasinda
niifus tagima kapasitesinin yarisindadir. Zaman olarak karsilig1 yukarida verilen ikin-
ci tlirev formiiliinden bulunur. Lojistik egrinin simetrik bir yap1 tagimasi beraberinde
bazi sorunlar da getirmektedir. S6yle ki fonksiyon simetrik oldugu zaman egrinin ilk
ve ikinci yarisindaki gidisat konkav/konveks cercevede birbirini izlemektedir. Eger
analiz edilen niifusun ger¢ek rakamlar1 simetrik bir yapidan uzaksa bu durumda lo-
jistik egrinin temsil kabiliyeti azalmaktadir.
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Ricketts / Head, iki safhali lojistik biiyiime fonksiyonu (Fonksiyon 2-6).

Bu grupta bes fonksiyon incelenmistir. Bu fonksiyonda Y: niifus miktari, t: zaman,
T: temel yil, K: Tagima kapasitesi (list asimptot), L: alt asimptot, ve istel fonksiyon
carpanlari, r i¢sel bilyiime orani, c: invers hiperbolik sinh katsayis1 ve v alomet--
(egrinin biinyesinin sekillenecegi istikameti ve biiylkligl gosterir) katsayidir. fe
agirlik fonksiyonu, asimetrik bir yapiya sahip olan bu fonksiyonda agirlik dagitma
anahtaridir. Gy, f; agirlik fonksiyonuna ait ortalama egim gostergesidir.

Ve = L+ Gt payom @

A= Qe (2a)
B = Qze(*r(t*T)) (2b)
fe = meow (20)
O = e (2d)

v parametresi, Ricketts ve Head’in (1999) orijinal makaledeki fonksiyonunda yok-
tur. Tirkiye niifus ¢alismasinda daha iyi sonug verdiginden biz ilave ettik'>. v para-
metresi esasen Richards’in (1959) yazdig iinlii makalesinde lojistik fonksiyona dahil
edilmis ve adiyla anilan Richards egrisi boylece olugsmustur.

Fonksiyona dahil edilen agirlik fonksiyonu simetri olaymin getirdigi kisitlar1 as-
mak amacini tagimaktadir. Doniim noktas1 tasima kapasitesinin tam ortasinda degil-
dir. Bu nedenle verilere intibakta bu fonksiyon klasik lojistik egriye gore tistiindiir.
Esasen doniim noktasinin tam ortada olmasi tetkik edilen olaylarda beklenmemelidir.
Niifus s6z konusu oldugunda da durum bdyledir.

Bu gruba ait ikinci fonksiyonda, ilk Ricketts/Head Fonksiyonu sosyal gelisme en-
deksinin ilavesiyle iki bagimsiz degiskenli hale getirilmistir. Diger her sey aynidir.

Bu gruba ait ii¢lincii fonksiyon, bir 6nceki iki bagimsiz degiskenli fonksiyona sii-
rekli agirliklandirma (iteratively reweighted least squares) yonteminin ilavesiyle bu-
lunmus sonuglari ihtiva eder (SAS/STAT, 20009, s. 4312).

Ricketts/Head lojistik fonksiyonuna ters hiperbolik siniis fonksiyonunu zaman igin
ilave ederek de iki caligma daha yapilmistir. Hiperbolik fonksiyondaki degisimler aga-
gidaki gibidir. Matematik ayrintilar i¢in Chukwu ve Oyamakin’e (2015) bakilabilir.

12 Ricketts/Head Fonksiyonuyla bizim Tiirkiye niifusu igin yeniden tanimlayarak yukarida verdigimiz fonksiyon arasindaki
diger farklar igin bakiniz ek 2.
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A= Qle(7r(t7T)7c~a.1'sinh(th))
B = QZe(fr(th)fc*aTsinh(th))

1
- 14+ Efe(—r(t—T]—c*arsinh(t—T))

fe

Bu grup fonksiyonlarda daha basarili sonuglar verdigi icin iistel fonksiyon c¢ar-
panlart @Qyve @, istatistiksel caligmalarda iistel olarak formiile dahil edilmistir.
Q1 = exp(Qle) ve @, = exp(Q2e) dir.

Ricketts/Head lojistik fonksiyonunun birinci ve ikinci tlirevlerinin alinmasi ¢ok
zaman alan ve fazla yer tutan bir siire¢ oldugundan bu fonksiyona dayali mutlak ve
nispi bilylime analizine girmedik. Lojistik egri ve Gompertz egrisi i¢in verdigimiz
mutlak ve nispi bliylime analizlerinin yeterli oldugu goriisiindeyiz.

Gompertz Biiyiime Fonksiyonlari.

Bir¢ok parametrelerle tanimlanan Gompertz Biiyiime Fonksiyonunun dort para-
metreli agsagida verilen tanim1 ¢alismalarimizda kullanilmistir. Gompertz fonksiyon-
larinda: T: temel yil, K: iist asimptot (tagima kapasitesi), N veya baslangi¢ niifus
miktari, Q: listel fonksiyon carpani, r: igsel biiyiime oranidir.

Gompertz Biiylime Fonksiyonu. (Fonksiyon 1 ve 2)
Fonksiyon:
Yoty = Yo + (K — Yp)e=@ ™ 3)
Fonksiyonun birinci tiirevi:
LI ] = (K = Yy)Qre 0« VD (3a)
Nispi biiyiime orani:

Fonksiyonun ikinci tlirevi:

d -
@] _ (k-Y)E
Y1) (K—Y)¥%e Qe

dz

e, — Qe ~TEET) (e —
— — r)Xe— Qe 7 rXi(e—T) (30)

Fonksiyonun zaman doniim noktasi (inflection point):

rT+ln (Q)

binf =——— (3d)

T

13 Gompertz fonksiyonu ile ilgili ayrintili agiklamalar bu istatistiki ¢alisma sonuglariyla birlikte ek1’de verilmistir.
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Gompertz fonksiyonunda simetri yoktur. Bu nedenle verilere uyum géstermede iistiin-
lige sahiptir. Esnek bir yapidadir. Yaptigimiz calismalarda da bunu gordiik, alometrik kat-
sayinin ilave edilmesinden basarili sonug alamadik ve vazgegtik. Esasen fonksiyon esnek
bir yapiya sahip oldugundan baska parmetrelerin dahil edilmesi iyi netice vermemektedir.

Bu baglik altinda Gompertz fonksiyonunun siirekli agirliklandirilmis versiyonu da
(iteratively reweighted least squares)' ¢alisilarak asagida sonuglari verilmistir.

Bu gruptaki fonksiyon 2’de daha basarili sonuclar verdigi i¢in ¢ ve r reparametrize
edilerek fonksiyonlarda Q = exp(Qe)ve r = exp(re) seklinde hesaplamalara dahil
edilmis ve basaril istatistiksel sonug alinmistir.

Hiperbolik Gompertz Biiyiime Fonksiyonu (Fonksiyon 3 ve 4).

Yukaridaki Gompertz Biiylime Fonksiyonunun bilinen genel halidir. Fonksiyo-
nu tadil edip gelistiren ¢alismalar da vardir. Bu yonde bir ¢alisma olan Chukwu ve
Oyamakin’nin (2015) “hiperbolik Gompertz fonksiyonununda” yazarlar, Gompertz
fonksiyonunun biiyiime rakamina zamanin hiperbolik sine degerinin tersini ilave ede-
rek cam agaclarinin boyu ve gévde c¢api lizerinde yaptiklari istatistiksel ¢aligmada ba-
sarili sonuglar elde etmistir. Bu yontemi niifus calismamizda kullanmay1 uygun gordiik.

Fonksiyonun matematiksel sekli:
_oxp(—r(t-T)—crarsinh(t-T))
Vien = Yo + (K — Yp)e™@e (4)

Ters hiperbolik siniis fonksiyonu EXCEL’de ASINH(x), SAS’da ARSINH(x) ve
baska kaynaklarda ARCSINH(X) olarak anilan fonksiyondur. Tam matematik karsiligi:

sinh 1 (x) = log |x + /1 + x2| ®)]

seklindedir. Matematik ayrintilar ve istatistiksel uygulamalar i¢in ¢ok giizel izahat
veren Chukwu ve Oyamakin’e (2015) ve yazarlarin diger makalelerine bakilabilir.

Bu gruba ait son fonksiyon hiperbolik fonksiyona siirekli agirliklandirma (iterati-
vely reweighted least squares) yonteminin ilavesiyle bulunmus sonuglari ihtiva eder
(SAS/STAT, 2009, s. 4312).

Kullanilan Niifus Verilerinin A¢iklamasi

On hazirhiklar.

Tiirkiye’de niifus sayimi ilk olarak 1927 yilinda yapilmstir. Tiirkiye’yi de dnemli
olgiide olumsuz etkileyen 1930 Diinya iktisadi krizini miiteakiben 1935 yilinda ilki
olmak {izere 1990 (dahil) yilina kadar her bes yilda bir diizenli niifus sayimmi yapil-

14 https://v8doc.sas.com/sashtml/stat/chap45/sect3 1.htm veya https://www.okstate.edu/sas/v8/saspdf/stat/chap45.pdf. s. 2412.
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mistir. 1995 yilinda sayim yapilmamus, sonra 2000 yilinda yapilmistir. Bu sayimlar
sokaga ¢ikma yasag ile birlikte uygulanmistir. 2005 yilinda da sayim yapilmamastir.
2007’den (dahil) itibaren adrese dayali niifus sayimlar1 yapilmasina baglanmistir. 2007-
2016 donemi adrese dayali sayimlarin uygulandigi yillardir. TUIK'S web sayfalarinda
2007-2016 déneminin her bir yil i¢in rakam vardir. {laveten TUIK, “Demografik gos-
tergeler, 2000-2023” baghigi altinda web sayfalarinda her yil ortas1 ve sonu igin niifus
istatistikleri yayinlamistir. Adrese dayali sayimlar sokaga ¢ikma yasagi sayimlartyla
karsilastirildiginda diger bir deyimle 2000 dncesi ve sonrasi rakamlar bir seri haline
getirildiginde bir istatistik¢inin dikkatini ¢eken analiz sorunlar ortaya ¢ikmaktadir.
Bir niifus egrisinde olmayacak kadar sert kirllmalar degisimler goriillmektedir. 1995
ve 2005 yillarina ait sayim sonuglar1 olmayisi analiz keyfiyetini daha da gliglestirmek-
tedir. Eski sayim sistemi terkedilirken 1995 ve 2005 gibi sayim yapilmayan yillarla
birlikte 2007 de yeni sayim sistemi uygulamasi sonucu elde edilen rakamlar arasinda
tutarsizliklar goriilmiistiir. Bu nedenle ¢calismamamizin amacina uygun olarak asagida
anlatacagim yontemlerin uygulanmasiyla serilerin tutarl hale gelmesi amaglanmistir.

Elimizdeki sayim verilerinin ¢ogunlugu bes yillik dénemlere ait oldugundan bu
caligma da da bes yillik donemi esas alarak analiz yaptik. 1927 ilk sayimini 1925 ve
1930 yil1 i¢in tahminlerde veri olarak kullandik ve nihai matematiksel model tahmi-
ninin veri setine dahil etmedik.

Elimizde sayim verisi olmayan 2005 yili igin ise TUIK’in yaptig1 tahmini kul-
landim. Genel niifusumuza ait istatistiklerin esasen yeterli olmadigin1 diigiiniirsek
ozellikle 1995 ve 2005 yillarinin sayim yapilmadan gegilmesi ve bosluklar yaratil-
masinin, gelisiminin ortalarini yeni gegen ve ¢esitli karakteristik degerleri edinme sii-
recinde olan niifusun anlasilmasinda énemli bir eksiklik oldugu kanisindayim. 2007
yilindan itibaren ikametgaha dayali niifus sayimina gecildiginden sayim yapilma-
yan 1995 ve 2005 yillariin eksikligi sokaga ¢ikma yasaginin uygulanarak yapildigi
sayimlarin terk edildigi siraya denk gelmistir. Bunun sonucu olarak aradaki bosluk
sokaga ¢ikma yasagiyla yapilan sayimlarin ikametgaha dayali olarak yapilan sayim-
larla bir araya getirilmesinde sorun olmustur. Nitekim TUIK’de normal ¢alismalarina
ilaveten 2000-2010 dénemi i¢in y1l ortasi ve yilsonu sayim tahminleri yayinlamigtir.
Zaman zaman bunlara da bagvurdum.

Bahsi gecen sorunlarin iistesinden gelmek ve tutarli bir analiz yapmak igin iz-
ledigim yontem sudur. Verilerin bes yillik siirelere gore tanzim edilmesine oncelik
verilmistir. Zira elimizdeki verilerin ¢ogunlugu bes yillik siirelere aittir (1935-1990).
1927-2000 donemine ait haneler gezilerek yapilan sayim sonug¢larma uygulanan
liclincii derece parabolik denklem esas alinarak 1925 ve 1930 yillart i¢in niifus tah-
mini yapilmigtir. Denklem asagidaki gibidir.

15 Tiirkiye Ulusal Istatistik Kurumu
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Y = 8148x? — 31247051x + 2997679756, R*> = 99.99 (6)
(Standart sapmalari sirastyla: -316, 1239835 ve 1216851491, Y: niifus ve x: zaman)

Bu denkleme istinaden 1925 ve 1930 yilina ait rakamlar sirastyla 13,538,351 ve
14,350,591 olarak bulunmustur. Bundan sonra 1990 (dahil) yilina kadar TUIK sayim
sonuglar1 aynen almmustir. 2000, 2005 2010 ve 2015 yillar1 igin TUIK tarafindan
hesaplanan y1l ortasi degerleri esas alinmigtr.

Esas sorunlu yil 1995°dir. 1995°te sayim yapilmamistir. 1995 yili bos birakila-
rak 1970-2015 verileri esas almip hesaplanan agagidaki denklemden 1995 yili verisi
61,066,689 olarak hesaplanmastir.

Y = 66933691 In(x) — 120193105, R? = 99.57 (7)
(Standart sapmalari sirastyla: 1553143 ve 4133871, Y: niifus ve x: zaman)

Bu diizenlemelerden sonra bir niifus kitlesinin gelisiminde tuhaf karsilanan goériin-
tiller temizlenmis ve seri, istatistiksel analize esas olabilecek bir seviyeye ulagmistir.

1925-2015 olarak bakildiginda beser yillik donemlere isabet eden seriyle manali
analiz miimkiin olmaktadir. 1925 yilinda tahminen 13,5 milyon kisi olan Tiirkiye
niifusu 2015 yilinda 78,1 milyon kisiye ulagmistir. Doksan yilda niifus 5,79 kat art-
mistir. Buradan nereye? Baslangic rakami 6nemli degildir. Yaklagsik biliyoruz ve ar-
tik tarih olmustur. Ama gelecek rakamini bilmek merakimiz dahilindedir. 1925-2015
donemi mutlak ve biiylime oranlarini da tespit etmek bu ¢er¢evede yararli olacaktir.

Yapilan 6n hazirliklardan sonra 19 yila ait veri seti asagidaki gibi olugmaktadir.

Tablo 3

Tiirkiye Niifusu

Sayim no Yil Niifus (kisi) Sosyal gelisme endeksi
1 1925 13,538,351 1
2 1930 14,350,591 1
3 1935 16,158,018 1
4 1940 17,820,950 1
5 1945 18,790,174 1
6 1950 20,947,188 1
7 1955 24,064,763 2
8 1960 27,754,820 2
9 1965 31,391,421 2
10 1970 35,605,176 2
11 1975 40,347,719 2
12 1980 44,736,957 2
13 1985 50,664,458 2
14 1990 56,473,035 3
15 1995 61,066,689 3
16 2000 64,729,000 3
17 2005 68,861,000 3
18 2010 73,723,000 3
19 2015 78,152,000 3

Bu rakamlara ait basit bir grafik de asagidaki gibidir.
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Grafik 6. Turkiye niifusu (1925-2015).

Bu tabloya bir de siyaset-iktisat-sosyoloji liggeninde toplu olarak bakmakta yarar
vardir. Bu amagla 1925-2015 donemi iice ayrilmistir: durgunluk, gelisme ve biiyiime,
bliylime ve olgunluk. Bu ayirimdan amag rakamlarla ifade edilen niifus miktarinin
nicel yoniine niteliksel degisimi de yansitmaktir. Daha sonra, donemlere ait “sosyal
gelisme endeksi” fonksiyonlara dummy degisken olarak dahil edildiginde anlamli is-
tatistik sonuglar verdigi goriilecektir. Donemlerin tanimlari kisaca asagidaki gibidir.

Durgunluk (1925-1950).

Yeni bir siyasal yapiya kavugmus olan Cumbhuriyetin ilk déneminde savastan ¢ik-
mis bir niifusla karsi karsiyayiz. On yil siiren savaslar donemi bitmis yeni Tiirkiye
kurulmus ve kendisini toparlama siirecindedir. Kisa bir siire sonra 1930 iktisadi krizi
Diinya’da baglamis, Tiirkiye bundan ziyadesiyle etkilenmis miiteakiben iktisadi kal-
kinmasini 1933 yilinda bes yillik sanayi planiyla uygulamaya koymustur. Planin bi-
timinde ikinci savas baslamis bu durumdan da niifus, ekonomi ve siyaset ag¢ilarindan
iilke ciddi boyutlarda olumsuz etkilenmistir. 1945’te savasin bitimiyle olumsuzluklar
sona ermis, Avrupa’ya gelen Marshall yardimiyla Tiirkiye’nin gelisimi yeni bir d6-
neme girmistir. Sayilan olaylar durgunluk doneminde niifusun nicelik ve nitelikleri
iizerinde 6nemli olumsuz etkilerde bulunmustur. Savas sirasinda niifus artis hiz1 ge-
rilemigtir. Bu donem niifus agisindan 6nemli olan sthhat ve hijyen imkanlarinin en
az oldugu donemdir. Tip olanaklari ¢ok sinirlidir. Alti niifus sayiminin esas alindigi
bu doneme istatistiksel yontemlerin yardimiyla iki tahmini donem (1925 ve 1930)
caligmalarimizda eklenmistir. 1927 sayim rakami dogrudan kullanilmamuistir. Top-
lam olarak hesaplara alinan gozlem sayisi altidir. Sosyal gelisme endeksinde bu alti
gbzleme 1 degeri verilmistir.
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Gelisme ve biiyiime (1955-1985).

Geligme ve bilylime dénemi diye adlandirdigimiz bu donem Tiirkiye’nin sinai kal-
kinmasinin Diinya Bankasi dnciiliigiinde basladigi donemdir. Savassiz gegen bu do-
nemde niifus bliyiimesinde 6nemli artislar olmus, diinyadaki ekonomik biiylimeyle
birlikte Tiirkiye’de de gelir seviyesi yiikselmis, yatay ve dikey sehirlesme artmigtir.
Bu dénemin niifus dinamikleri ilk donemden farklidir. Kit kaynaklar dikkate alinarak
planl kalkinma uygulamasina gegilmis, artan sanayilesmeye paralel olarak tarimsal
iretim ve niifus nispi olarak gerilemis, 6zellikle 1965’ten itibaren biiyiik sehirlere bas-
layan niifus gogli 1970-80 arasinda Tiirkiye’nin sosyo-kiiltiirel yapisini ciddi bigim-
de degistirmistir. Yasanan siyasi ve iktisadi krizler -1960, 1970 ve 1980- niifusu ¢ok
etkilemis, bilylik sehirler kapasitelerinin ¢ok fazla iistiinde plansiz niifus biiylimeleri
gostermistir. Diger taraftan diinyada yasanan ikinci savas sonrasi gelismeler de iilke
niifusumuzu olumlu ve olumsuz yonlerden ¢okga etkilemistir. Bu donemde yedi niifus
sayimi1 yapilmistir. Sosyal gelisme endeksi olarak bu yedi sayima 2 degeri verilmistir.

Biiyiime ve olgunluk (1990-2015).

Yasadigimiz bu son donemde niifus artis hizinda diisiisler goriillmeye baslamus,
gelir artig1 devam etmis nicelik ve nitelik yoniinden niifusun yapist Tiirkiye’nin ar-
tan imkanlariyla daha fazla bulusmustur. Cografik yapida niifus yaygmligi artmis
sehirlerde yogunluk fazlalasmistir. Ulkenin ekonomik ve cografi imkanlarindan daha
fazla yararlanan niifusun ‘tagima kapasitesine’ yaklastig1 goriilmiistiir. Asagidaki he-
saplamalarda 113,8 milyon kisi olarak bulunan tagima kapasitesini esas alirsak 2015
niifusuna (78.150.000 kisi) gore ‘orta yol’ gecilmis ve bu kapasitenin %68,6’sina ula-
stlmistir. Bu durumda gidilecek 35,7 milyonluk bir niifus vardir. Bu biiyiik bir rakam-
dir. Benim dokuz yasinda oldugum 1960 yil1 niifusunun 27,7 milyon oldugu dikkate
aliirsa 35.7 milyonun tek basia daha biiyiik ve 6nemli bir Tiirkiye oldugu ortaya
¢ikar. Bu doneme ait verilerden bes yillik diizenlemesine uygun olarak elimizde 6
gbzlem bulunmaktadir. Bu alt1 verinin sosyal gelisme endeksi 3 olarak alinmustir.

Saydigimiz bu sathalarin niteliksel analizine daha fazla girmek konumuz digidir.
Aciklamalar yazinin amaci kapsaminda yeterlidir. Rakamlara ilaveten niifusun sosyal
izahati i¢in bir ¢ergeve ¢izilmeye ¢alisilmistir.

Bu ii¢ satha sirasiyla 1, 2, 3 olarak endekslenip iki sathali lojistik ve Gompertz
biiylime fonksiyonlarina kukla (dummy) degisken olarak dahil edilmistir. Bu sekilde
zamana ilaveten niteliksel bir degiskenin de matematiksel ¢aligmalara dahil edilmesi
amaglanmis ve olumlu sonuglar alinmistir. Hata kareleri toplami %40 azalarak bulu-
nan parametrelerin temsil kabiliyeti artmistir.

Bu alt boliimde anlatilanlarin 1925-1960 boliimii hakkinda okuduklarim, egitimim
ve profesyonel is hayatim sayesinde ziyadesiyle bilgi sahibi oldum. 1960-2015 arasi
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bilgilerime bu saydiklarima ilaveten canli hatiralarimi ve yagadiklarimi da ilave etmem
gerekir. 1951 dogumluyum, ¢ocuklugum, egitim, is ve emeklilik hayatimin tamami
Istanbul’da gegti. 1965 6ncesi babamin is seyahatleri nedeniyle Tiirkiye’nin pastoral
hayatini tanidim. 1965-1980 arasi yasanan sehirlere go¢ olayini ve getirdigi sosyoeko-
nomik degisimi yakindan gozlemledim ve bu goglerle birlikte sehir merkezlerinin kaza-
larla kazalarin komsu sehirlerle birlesmesini gérdiim ve yagadim. 1960, 1970 ve 1980
yillarinda yasanan politik ve ekonomik olaylar ve sonug¢larini gérdiim. Tiirkiye nin nii-
fus hareketleri ve sonuglari iizerinde say1siz gdzlemim var. Istanbul Universitesi Tktisat
Fakiiltesinde iktisat ana bilim dali yaninda istatistik dersleriyle birlikte demografi de
okudum. Egitim hayatimdan sonra is hayatimda da iktisat¢1 olarak ¢alisip Tiirkiye’nin
sinai kalkinmasimi bir iktisat¢1 olarak ¢eyrek asir takip ettim, yasadim. Sonug olarak
burada soyut diizeyde anlatilanlar uzun bir yasam i¢inden derlenen gézlemlere mesleki
tecriibe ve bilgimizin de eklenmesiyle olusabilmistir. Ne egitim, ne yasam ne teorik
bilgi keyfiyeti tek basina aciklamaya yetmez. Hepsi bir arada olmak gerekir.

Istatistiksel Yontemler ve Uygulanan Kistaslar

Lojistik ve Gompertz biiylime fonksiyonlar1 dogrusal bir yapiya sahip degildir.
Dogrusal olmayan bir fonksiyonun parametreleri arasinda dogrusal olmayan bir iliski
vardir. Daha matematik bir ifadeyle asagidaki alint1 6nemlidir.

NLIN yéntemi en kiiciik kareler yontemini kullanarak tek degiskenli dogrusal olmayan bir
hesaplama yapar. Dogrusal olmayan regresyon analizi bagimli ve bagimsiz degisken arasin-
daki fonksiyonel iliski dogrusal olmadig1 zaman uygulanir. Bu anlamda dogrusal olmayan
yap1, parametreler arasindaki dogrusal olmayan iliskiye isaret eder. Bircok dogrusal regres-
yon modellerinde bagimsiz degiskenin diiz bir ¢izgi olmayan yap1 sergilemesi dogrusal olma-
dig1 anlamia gelmez. Bu durum modeli dogrusal olmayan bir hale getirmez. Eger modelin
bir parametreye gore tiirevi bu ve diger parametrelere bagimli ise model dogrusal degildir.'®

Bunedenle dogrusal denklemlerin katsayilarini tahmin i¢in kullanilan en kiigiik kare-
ler yontemini burada kullanamayiz. Dogrusal olmayan fonksiyonlarin parametrelerinin
tahmininde bu amaca uygun gelistirilmis dogrusal olmayan en kii¢iik kareler yontemi
kullanilir. Biz de ¢aligmamizda bu yontemi takip ettik. Elle ve basit bilgisayar istatistik
programlariyla bu hesaplamalar1 yapmak imkansizdir. Microsoft Excel burada sadece
veri hazirlama amagh kullanilabilir. Excel’in dogrusal olmayan regresyon modelleri
yoktur. Biz de dyle yaptik, Excel’i veri hazirlama i¢in kullandik. Esas kullandigimiz
yazilim agiklamas1 dipnot 8’deki kaynakta bulunan dogrusal olmayan fonksiyonlarin
istatistiksel tahminleri i¢in ileri diizeyde uygulama saglayan SAS NLIN yontemidir.

SAS University Edition NLIN yazilim yOnteminin istatistiksel hesaplamalarda
esas aldig1 kistaslar dzetle asagidaki gibidir.

16 SAS/STAT® 9.2 User’s Guide The NLIN Procedure (Book Excerpt), SAS Documentation, February 2009, 2nd electronic
book, p. 4264.
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Yakinsama kistasi/yineleme asamasi (convergence criterion/ iteration phase).

Bu kistasa gore, degeri tahmin edilmek istenen parametrelere anlamli baslangic
degerleri verildikten sonra kullanilan yazilim belirlenen siireglere gore parametrele-
rin varacagi degerleri tekrarlamalarla hesaplar. Tahmini istenen parametrelerin (igsel
parametreler) beklenen degerleri almasi icin digsal parametrelerin degistirilmesiyle
tekrar tekrar dengeli degerlere ulasilmasi saglanir. Istenen degerlere ulasilirken hata
kareleri toplaminin en az olacak sekilde belirlenmesi amagtir. Parametreler hesap-
landiktan sonra bunlarin hata kareleri toplamini minimize edip etmedigini program
kontrol eder, denemeler minimizasyon elde edilene kadar tekrar edilir. Bu yoniiyle
hesaplama basit en kiigiik kareler yonteminden ayrilir.

fterasyon sonucunda elde edilecek degerlerle birlikte asagidaki istatistiklerin ta-
maminin istenen sinirlar i¢inde karsilanmis olmasi beklenir. Yakinsama kistasina ait
ornekler eklerde “Iterative Phase” tablolarinda yer almaktadir.

Hata kareleri toplaminin en aza indirilmesi (minimization of error sum of squares).

Dogrusal olmayan regresyon analizinde yontem, tahminen baslangi¢ degerleri ve-
rilen parametrelerin denkleme konulmasindan sonra elde edilen tahmini niifus de-
gerlerinin veri setiyle karsilastirilmasindan sonra elde edilen farklarin en az olmasi
esasina dayanir. Veri seti baglangicta hesaplara dahil edilmez. En az olarak elde edi-
lecek hata kareleri toplamiyla veri setinin en iyi temsil edildigi kabul edilir. Hesap
tarz1 basit en kiigiik kareler yonteminden farklidir. Basit en kiigiik kareler yonteminde
parametre degerleri bilinen formiillere gore hesaplanir. Buradaysa denemelere da-
yanan bir minimizasyon siireci s6z konusudur. Minimize edilecek tutar izah edile-
meyen hata karelerinin toplamidir. Kullandigimiz istatistik yazilimi1 da bu yonteme
gore calismaktadir. Calismalarimizda minimizasyon neticesi elde edilen hata kareleri
toplami toplam kareler toplaminin on binde 1.2’si ile 0.3’ii arasindaki degerler olarak
bulunmustur. Bulunan bu degerler hata karelerinin izahin1 yapacak ek istatistiki yon-
temlerin tatbik edilmesini gerektirmeyecek kadar kii¢iiktiir. Diger bir anlatimla uygu-
lanan zaman fonksiyonlar1 Tiirkiye niifusunun ‘tamamini’ agiklamaktadir diyebiliriz.

Verilerin uygunluk teshisi icin grafikler.
SAS NLIN yontemi ¢iktisinda yer alan bir¢ok analiz grafigi de yorumlarimiza
yardime1 olmustur. Ornekler ek 3’de vardir.

F- testleri.

SAS NLIN yontemi istatistiksel hesaplama ciktisinda yer alan F test degerleri ista-
tistikte bildigimiz F testidir. Calistigimiz fonksiyonlarin tamamu F testlerini gecmistir.
F-testlerinin istatistiksel yorumlari genel istatistik kitaplarinda ziyadesiyle bulunabilir.
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Parametrelere ait standart hata degerleri ve tahminlerin %95 giiven sinirlari.

Parametrelerle ilgili tahminler elde dildikten sonra bunlarin standart hatalari da
hesaplanmis, tahminlerin standart hatalara boliimiinden elde edilen degerler t tablosu
ile karsilastirildiginda hepsinde t-tablosu degerleri iizerinde yer aldiklari ve kabul
edilebilir olduklar1 goriilmiistiir. ilaveten bootstrap egrilik-diizeltilmis %95 giiven
sinirlart hesaplanarak standart %95 giiven simirlariyla ortiismesi kontrol edilerek ge-
gerli sonuglar saglanmistir. Dogrusalligin saglanmis olmasi i¢in normal %95 giliven
sitrlarinin bootstrap egrilik-diizeltilmis gliven sinirlartyla ortlismesi gerekmektedir.
Bu ortiisme saglanana kadar yakinsama siirecinin ek tedbirlerle devam ettirilmesi
gerekmektedir. Bu konuda Gebramariam’in (2014) yazist ve referanslarinin tetki-
kinde ¢ok fayda miilahaza ediyoruz. Asagidaki tabloda 4 numarali lojistik fonksiyon
ciktisindan alinan normal ve bootstrap %95 giiven sinirlart degerleri verilmektedir.
Tiim parametreler i¢in standart %95 giiven sinirlarinin bootstrap sinirlari i¢inde oldu-
gu goriilmektedir. Diger fonksiyonlara ait benzer sonuglar da ¢iktilarda yer almistir.

Tablo 4
Gompertz Bliytime Fonksiyonuna Ait Giiven Sinirlar1 ve Bootstrap-Egrilik—Diizeltilmis Giiven Smirlar

Approx
Std Error

r 00271 0.000230 0.0286 00278 0000229 0.0288 0.0275 00238 1228E-6 0.005

Parameter Estimate Approximate 95% Confidence Limits Bglodl!‘;;;:p Bootstrap Bias-Corrected 95% Confidence Limits Skewness Bias P%rlt;enl

q 25773 0.0230 25289 26258 0.0227 2532 26204 0.0560 0.000227 0.008

Box egrilik (bias) ve Hougaard ¢arpiklik (skewness) kistaslari ve genel dogru-
sal-olmayan durum kistaslari.

Ik defa Ratkowsky (1990) tarafindan tanimlanan “dogrusala-yakin” dogrusal-ol-
mayan regresyon modeli dogrusal regresyon modeli tarafindan tiretilen 6zelliklere
benzer parametreler iireten bir modeldir. Diger bir deyisle, parametrelerin en kiigiik
kareler yontemiyle elde edilen tahminlerinin egriligi yoktur, normal dagilmislardir,
en diisiik varyans tahminlerine sahiptirler.

Dogrusal-olmayan bir model tek bir parametrenin 6zelliklerinden dolay1 dogrusa-
la-yakin 6zellikler gostermede basarisiz olabilir. Bu oldugu zaman parametrelerdeki
egiklik (bias) ulasilan gecersiz standart hatalar1 ve giiven sinirlarini kullanarak so-
nuglar ¢ikarir. Ratkowsky (1990) dogrusal-olmayan bir modelde iki egrilik bileseni-
ni- i¢sel egrilik ve parametre-etkileri egriligini (Bates ve Watts 1981) tanimlar, tipik
olarak parametre-etkileri egriligi daha biiyiiktiir. Dogrusal-olmayan bir modeli farkl
bir parametrelemeyle uygulamanin cazibesi farkli bir yorum elde etmek ve parametre
tahminlerine daha dogrusala-yakin bir keyfiyet kazandirmaktir.

Hougaard’in skewness 0l¢iitii kullanilarak parametrenin dogrusala yakin olup ol-
madigi, 6nemli boyutta dogrusal-olmayan bir keyfiyet gosterip gostermedigi arasti-
rilabilir. SAS PROC NLIN modeli bu keyfiyeti test eden HOUGAARD segenegini
ihtiva eder (SAS/STAT, 2009, s. 4289-4290).
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Bu alint1 sorunu ve ¢6ziimii yeterince izah etmektedir. Hougaard’in skewness kis-
tast Box’1n bias kistas1 dogrusal-olmayan fonksiyonlarin analizinde genel kabul gor-
mis istatistik testlerdir. Calismamizda dogrusal olmayan fonksiyonlarin parametre
tahminine bias ve skewness 6zellikleri de eklenmistir.

Ratkowsky’e gore %1 den biiyiik egrilik (bias) dnemli bir dogrusal-olmayan du-
rumun gostergesidir. Biz de analizimizde bu kriteri uyguladik. Keza mutlak deger
olarak 0.24’den biiyilk Hougaard carpiklik (skewness) dlciitii de dogrusal-olmayan
bir fonksiyonun varligi olarak diistiniilmelidir (Gebramariam, 2014). Burada amag
dogrusal olmayan fonksiyon parametrelerinin miimkiin oldugu kadar dogrusal hale
getirilmesidir. Keyfiyet bu iki kistas ile tespit edildikten sonra ¢esitli yontemlerle
dogrusalligin saglanmasi gerekir. Bunlardan en basit ve 6nemli bir 6nlem tahmin
edilen parametrenin logaritmik veya tistel degerini kullanmaktir. Yine Ratkowsy’ye
gore tahmin edilen parametrenin dagilimi saga dogru uzun bir kuyruk olusturuyorsa
normal dagilimdan ziyade lognormal bir dagilim vardir ve parametre iistel parametre
veya pozitif gii¢ ile degistirilmelidir. Eger dagilim sol kuyruga dogru ise parametre
logaritmast ile veya kesirli giic ile degistirilmelidir. Bu incelemeler yapilirken “bo-
otstrap egirilik-diizeltilmis %95 giiven sinirlar1” ile standart giiven sinirlariin ortiis-
tiigii de ayn1 zamanda kontrol edilmelidir.

Box ve Hougaard’in gelistirdigi yontemlere ilaveten ele alinmasi gereken diger
kistaslar Bates ve Watts (1980) tarafindan gelistirilen genel dogrusal-olmayan durum
oOlgiileridir (Global Nonlinearity Measures). Bunlar maksimum parametre-etkileri ve
maksimum igsel egrilik dl¢iileridir (Maximum parameter-effects and maximum int-
rinsic curvature measures). Istatistik yazilimimizin ¢iktisinda, ‘Global Nonlinearity
Measures’ tablosunda yer alan bu degerlerinin yine ayni tabloda yer alan ‘curvature
critical value’niin altinda olmasi dogrusalligin gegerliligi i¢in gereklidir. Konuyla il-
gilenenler dipnot adreste ayrintilar1 ve kaynaklari bulabilirler.!”

SAS NLIN yazilimi yukarida sayilan istatistiki yontemlerin tamamini igermekte-
dir. Calismamizda bunlar1 yogun olarak kullandik. Ekte 6rnek ¢iktilar1 verdik. Para-
metrelerini tahmin ettigimiz Verhulst lojistik egrileri, Gompertz biiylime fonksiyon-
lar1 istatistik testlerinin tamamini gegmistir. Hesaplanan igsel parametreler ve digsal
parametreler bu sekilde olusmustur. Ozellikle dissal parametrelerin yukariya ve asa-
g1ya gekilmesi istatistik degerleri olumlu/olumsuz etkilemektedir. igsel parametreler
ise ancak hepsi bir arada istenen sonucu vermektedir. Dolayisiyla modellerde keyfi-
lige yer olmamaktadir.

17 https://support.sas.com/documentation/cdl/en/statug/63962/HTML/default/viewer.htm#statug_nlin_sect020.htm#statug.
nlin.nlinbias
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Tablo 5
SEQ Tablo \* ARABIC 5: Lojistik Fonksiyonlara Ait Istatistiksel Degerler

Fonksi- Fonksiyon 2 Fonksiyon 3 Fonksiyon 4 Fonksiyon 5 Fonksiyon 6

yon 1
Fonksiyonun Sembol- Verhulst Ricketts Ricketts Ricketts /  Ricketts / Head  Ricketts /
adi ler Lojistik / Head /Head  Head Biiylime  Hiperbolik ~ Head Hiper-
Fonksi- Biiyiime Biiyime  Fonksiyonu, Biiyiime Fonk- bolik Biiyii-
yonu Fonksiyonu Fonksiyonu, iki bagimsiz siyonu me Fonksi-
iki bagimsiz  degisken ve yonu, siirekli
degisken  siirekli agir- agirliklandi-
liklandirilmig rilmig
SAS/File Turkpopl. Turkpop6. Turkpop6a. Turkpop6b.  Turkpop6ar-  Turkpop6ar-
referansi sas sas sas sas sinh.sas sinhwe.sas
Ek referanst Ek 3 Ek 4 - Ek 5 - -
Digsal Para-
metreler
Temel yil T 1952.7957 1940 1925 1925 1940 1940
Ust asimptot K 94.000.000 115.000.000 115.000.000 115.000.000 120.000.000 117.000.000
(tagima
kapasitesi)

Alt asimptot L 9.529.843  7.000.000  8.200.000 7.200.000 5.000.000 5.000.000
Baslangi¢ Nveva 13.538.351 - - - - -
miktari o)

Igsel

Parametreler

Ustel Q 5.2397 - - - - -
fonksiyon

garpant

Ustel (0] 57,090.90  383,770.50  250,246.07 23,374.48 26,134.20
fonksiyon

carpani 1

Ustel Q2 4,507.06 29,007.22 20,710.58 1,911.80 2,174.82
fonksiyon

garpani 2

Igsel biiytime r 0.0493 0.1219 0.1194 0.1152 0.1135 0.1162
orant

Alometrik \ - 3.6006 3.3946 3.4182 3.4143 3.5145
katsay1

Sosyal gelis- s - - 0.1654 0.1278 - -

me katsayist

endeksi

Invers hiper- c - - - - -0.0758 -0.0752
bolik sinh

katsayis1

Agrrlik dagit-  C, - 8,354.56 53,937.58 38,255.13 3,534.51 4,015.48
ma fonksiyo-

nu katsayist

Logaritmik Qle - 10.9524 12.8578 12.4302 10.0594 10.171

degerler

In(Q1)

Logaritmik Q2e - 8.4134 10.2753 9.9384 7.5558 7.6847

degerler

In(Q2)

Bagimsiz Zaman Zaman Zaman ve Zamanve  Zaman ve ters  Zaman ve

degiskenler sosyal gelis- sosyal gelis- hiperbolik sine ters hiper-
me endeksi me endeksi  fonksiyonu bolik sine

fonksiyonu

Hata kareleri ~ ESS 4707E  2.461E+12 1.826E+12 1.010E+12 1.936E+12 1.420E+ 12

toplami +12

Toplam kare-  TSS 3.895E 3.895E+16 3.895E+16 2858E+16 3.895SE+16 3.111E+16

ler toplami +16

Hata kareleri 1.2085 0.6318 0.4688 0.3534 0.4970 0.4564

toplami /

Toplam ka-

reler toplami1

(onbinde)

F-degeri F 70,334.80 59,341.30  59,730.20  79,251.20 56,333.10 61,328.80
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Istatistiksel Calisma Sonuglari ve Yorumlar

Bu boliimde; lizerinde ¢alisma yaptigimiz ¢cok sayida fonksiyondan, alt1 adedi Ver-
hulst lojistik biiylime fonksiyonu ve dort adedi Gompertz Biiyiime Fonksiyonu ol-
mak iizere on tanesinin istatistiki sonuglarini ele alarak yorumlar yapacagiz. Asagida
sonuglar1 verilen biiylime fonksiyonlar1 yukarida altinci béliimde sayilan istatistiksel
kistaslarin tamamin1 karsilamaktadir. Eklerdeki ¢ikti tablolarindan da keyfiyeti gor-
mek miimkdiindiir.

Lojistik Fonksiyonlar.

Verhulst lojistik fonksiyonu.

Yazimizda elde edilen istatistik sonuglardan birinci fonksiyonlara ait olanlari
fonksiyonda yerine koyarak analize baglamanin uygun olacagini diisiindiik. Tabloda-
ki fonksiyon 1’e ait degerleri (birinci kolon) yerine koyarsak,

13538351(94000000—9529843) (8)
13538351+(94000000-9529843—13538351)e~0.0403(t-10952.8)

Yiio10525) = 9529843 +
elde edilir. Niifus artis1 zamanin fonksiyonudur.

Gelenege uyarak aciklamalarimiza lojistik fonksiyon sonuglartyla basliyoruz.
Lojistik egrinin istatistik ¢iktisinda yer alan (ek 3) convergence/iterative phase so-
nuglari, standart hatalar, skewness ve bias degerleri ve genel egrisellik degerleri zi-
yadesiyle kabul edilebilir smirlar i¢indedir. Genel egrisellik degerleri 0.5277 kritik
seviyesinin oldukga altinda hemen hemen sifira yakindir. Diger bir anlatimla dogru-
sallik yakalanmustir.

Birinci fonksiyon ilk alt1 irdelemede yakinsama noktasinda denge degerlere ulagmis-
tir. Burada isabetli alinan baglangic tahmin degerleri etkili olmustur. Fazladan yeni pa-
rametreler tiretmek gerekli olmamustir. Bu fonksiyona gore ulasilacak maksimum niifus
seviyesi (K), 94 milyon olarak bulunmustur. Alt asimptot 9,5 milyon kisi ve baslangi¢
niifusu 13,5 milyon kisidir (1925). 9,5 milyon ve alti Cumhuriyet 6ncesi olarak kabul
edilmelidir. Birinci Savas ve Kurtulus Savasindan sonra 1925 yilinda 13,5 milyon nii-
fustan hareketle 2015 yilinda 78,1 milyona gelinmistir. Yaklasik 16 milyon kisilik gi-
dilecek bir yol vardir. Fonksiyonun igsel biiylime oran1 %4,93 tiir. Temsil ettigi donem
itibariyle kisi basina sabit biiylimedir. Bu fonksiyon ve devami olan v parametreli Wi-
kipedia genel fonksiyonu (buraya almadik) tahminlerde bizi ¢ok ugrastirdi, istenen is-
tatistiklere ulasmak kolay olmadi, buna ragmen elde edilen sonuglar ilging diizeydedir.
Nihai niifus tahminleri (K) arasinda en diisiik tahmini lojistik egri vermistir. Bu modele
ait tahminler ve gercek sayim sonuglarini veren grafik 8 asagidadir. Grafigin tetkikin-
den temsiliyetin ne kadar iyi oldugunu gérmek miimkiindiir. %95 tahmin araliginin ¢ok
dar olmasi giiveni artirmaktadir. Modelin bir 6zelligi fonksiyonun simetrik bir yapiya
sahip olmasidir. Bu durumda birinci ve ikinci yar1 simetrik olunca varilacak tasima ka-
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pasitesinin diisiik bulunma ihtimali vardir. Niifus geligsiminin simetrik olmasini bekle-
yemeyiz ve iddia edemeyiz. Bu nedenle lojistik fonksiyonun 94 milyonluk nihai niifus
tahminini ihtiyatla karsilamak istiyoruz ve diisiik buluyoruz. Egrideki simetri 6zelligini
kaldiran Ricketts/Head Fonksiyonunda bu durumun diizeldigini tasima kapasitesinin
115 milyona ulagtigin1 goérecegiz. Keza asagidaki Gompertz Fonksiyonlarinda da bu
goriistimiizl teyit eden sonuglar almis bulunuyoruz.

Hata kareleri toplami1 4.71E+12’dir. Kareler toplam1 i¢indeki pay1 %0.0121 merte-
besindedir. Fonksiyonun temsil kabiliyeti yiiksektir. Ancak elde edilen hata kareleri
toplami agisindan Tiirkiye niifusunun analizinde Ricketts/Head Fonksiyonlarinin so-
nuglart itibariyle tistlinliigii tartisilmaz.

Lojistik egriler i¢inde birinci ve ikinci tlirevi alinmasi kolay oldugundan mutlak ve
nispi bilylime analizi de bu fonksiyon tizerinden yapilmistir. Simdi mutlak ve nispi biiyii-
me analizine gecerek rakamlara ve grafiklere bakalim. En biiyiik mutlak artig bir milyon
kirk bin ile 1985 sayimindadir. 1986’den itibaren miktarlar diigmektedir. Fonksiyonun
doniim noktast (inflection point) formiiliinde tins =T +In [K_‘L{;Y”] degerleri yerine ko-
yarsak, 1952.7957 + (1/0.0493154) * In((94000000-9529842.7-13538351)/13538351)
=1986.37937 tarihi olarak bulunur. Nitekim ikinci tiirev de bu tarihte eksiye donmekte-
dir. Déniim noktasinin niifus olarak karsiligi: 94,000,000 + 9,529,842 = 103,529,842/2
=51,764,921 kisidir. Yukarida buldugumuz 1986.38 rakamini fonksiyonda yerine koy-

dugumuzda ¢ikan rakam da 51,765,625 kisidir (fark 704 kisi).

Nispi bityiimede ise tepe noktasi %2,55 ile 1965 yilindadir. 1925°te %1,37 olan
biiyiime orani1 1965°te tepeyi gectikten sonra 2015 yilinda %1’in altina kadar in-
mistir. Bu yapisiyla niifus olgunluk ve biiylimenin son donemine girmistir. Ancak
bliylime durmus degildir. Bu biiyiime rakamlar1 ¢alisma sonucu elde edilen fonksiyon
iizerinden hesaplanmaktadir, sayim sonuglarindan degil hatirlatalim.

Tablo 6
Verhulst Lojistik Fonksiyonuna Gore Tiirkiye Niifusu Mutlak ve Nispi Biiyiime Rakamlari
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Turevdeki
Turkiye Yillik nispi artig
nufusu Yillik mutlak blylme orani miktari
Sayim Sayim (Lojistik blyime miktari (Birinci (ikincil
sirasi yillari tahmin) (birinci tarev) tirev/nifus) tlirev)
1 1925 13,434,327 183,651 0.0137 8,220
2 1930 14,462,412 229,047 0.0158 9,976
3 1935 15,740,332 283,755 0.0180 11,936
4 1940 17,316,919 348,621 0.0201 14,023
5 1945 19,244,057 423,968 0.0220 16,099
6 1950 21,573,217 509,245 0.0236 17,952
7 1955 24,350,123 602,638 0.0247 19,291
8 1960 27,607,500 700,714 0.0254 19,765
9 1965 31,356,462 798,256 0.0255 19,022
10 1970 35,577,862 888,447 0.0250 16,792
11 1975 40,215,771 963,549 0.0240 12,994
12 1980 45,175,621 1,016,071 0.0225 7,818
13 1985 50,329,018 1,040,216 0.0207 1,744
14 1990 55,525,580 1,033,163 0.0186 -4,537
15 1995 60,609,849 995,746 0.0164 -10,284
16 2000 65,439,439 932,250 0.0142 -14,885
17 2005 69,900,056 849,411 0.0122 -17,987
18 2010 73,914,289 755,001 0.0102 -19,526
19 2015 77,443,262 656,462 0.0085 -19,683

Tablodaki hesaplamalari sadece sayim yillari i¢in yaptik. Bu zorunlu degildi, 1925°ten
2015’¢ herhangi bir yil i¢gin hatta buguklu bir y1l i¢in bile tahmini niifusu, mutlak ve
nispi biiyiime hesaplarini rahatlikla yapabiliriz. Fonksiyon {izerinden bunu tasima
kapasitesine kadar da gotiirebiliriz. Fonksiyonel biiyiime modelleri bu agidan aragtir-
macilara biiyiik yararlar saglar.

flging olan grafik asagida verdigimiz niifus, tahmin ve projeksiyon durumunu gos-
teren dokuzuncu grafiktir. Burada yillara ait tahminler ger¢ek rakamlarla ortiismek-
tedir. Onemli olan 2015°ten sonraki projeksiyonun kapasite smirina yaklagim sekli
ve zamanidir.

1,200,000
1,000,000
800,000
600,000
400,000

200,000

1925193019351940194519501955196019651970 197519801985 199019952000 200520102015

Grafik 7. Tirkiye niifusu yillik mutlak biiyiime miktarlari (lojistik egri, birinci tiirev).
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Grafik 8. Turkiye niifusu yillik nispi bilyiime oranlari (lojistik egri, birinci tiirev/niifus).
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Grafik 9. Verhulst lojistik fonksiyonu: Tiirkiye niifusu, tahminleri ve projeksiyonlari.
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Asagidaki onuncu grafikte i¢sel biiylime oraninin biiylime fonksiyonlarinda ne anla-
ma geldigini agiklamak i¢in niifus verilerimiz lizerinden bir benzetim yaptik. Grafikteki
turuncu ¢izgi gercek niifus rakamlari, onu izleyen yesil ¢izgi de fonksiyonel tahmin-
lerdir. Yesil ¢izgiye gore igsel biiylime lojistik egride %4,93’tiir. Ayn1 donemde ayni
formiilde diger degerler ayni iken i¢sel biiyiimenin %8 ve %3 olmasi durumlarinda olu-
sacak niifus bilylime egrilerini sirasiyla kirmizi ve mavi olarak f{irettik. Dort egri yak-
lasik1950-55 arasinda ayni noktada kesismektedir. Bilylime oranina gore tagima kapa-
sitesine ulagim zamani artmakta veya azalmaktadir. %8 biiylime gerceklesmis olsaydi
bugiin 90 milyona ulagmis olacaktik, %3 biiyiimede ise heniiz 60 milyonun altindaydik,
%4,93 ile 80 milyona yaklagmis durumdayiz. Biiyiime oranindaki degisimin fonksiyon
tizerindeki etkilerini bu ara incelemede gérmek miimkiindiir. Keza fonksiyonda yer
alan diger parametre degerleri de egri lizerinde benzer etkiler yapmaktadir.
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30000000
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10000000

1925 1930 1935 1940 1945 1950 1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010 2015

Niifus

Tahmin (% 4.93)

Tahmin (%8)

Tahmin (%3)

Grafik 10. Turkiye niifusu 1925-2015, lojistik fonksiyonuna gore biiyiime senaryolari.

Lojistik Fonksiyonlar.

Ricketts/Head Asimetrik Biiyiime Fonksiyonu.
Fonksiyon 2’nin degerlerini yerine koyarsak:

(115000000—-7000000)

Yie-1940) = 7000000 + e ooey )

A = 57090.9¢(0-1219(-1940)) (%a)
B = 4507.06e(-0-1219(t-1940)) (9b)
f = e (©¢)
Ef __ 2x57090.9+4507.06 (9d)

~ 157090.9+4507.06|
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elde edilir.

Ricketts ve Head (1999) tarafindan kalp ve kalp damarlarindaki 6l¢timler igin ge-
listirilen ve BAROS olarak adlandirilan biiyiime formiiliinii ilging buldugumuz ve
alometrik katsaymin da ilavesiyle alt1 parametreli olarak Tiirkiye niifusu biiylime 6l-
¢limlerinde iyi sonuglar aldigimiz i¢in bu bolimde paylasmay1 uygun gordiik. BAROS
formiilii esasen iki safhali bir lojistik biiytime egrisidir ve yardimei bir lojistik biiyiime
formiiliiyle agirliklar her iki safha arasinda dagitilmaktadir. Richards egrisinden aldig1-
miz alometrik katsaymin ilavesiyle Tiirkiye niifus fonksiyonunun tahmininde basarili
sonuglar elde ettik. Formiiliin en 6nemli 6zelligi lojistik egrinin tagidig1 simetrik 6zel-
ligini agarak fonksiyonu asimetrik hale getirip verilere uygunluk saglamadaki ytiksek
bagarisidir. Ricketts ve Head’in (1999) yazdiklar1 yazinin baghigindan da konuya yak-
lasimlar1 hemen fark edilir: “A five-parameter logistic equation for investigating asy-
mmetry of curvature in baroreflex studies”. Caligmalarinda simetrik yapilarin ¢ikardig
sorunlart asmak i¢in bu modeli gelistirdikleri basliktan anlasilmaktadir'®. Bizim ¢a-
lismamizdaki ilk Ricketts/Head Fonksiyonu sonuglarinda hata kareleri toplami klasik
lojistik egrisine gore neredeyse yari yariya diigerek 2.46E + 12 olarak bulunmustur. Ka-
reler toplamindaki pay1 %0.0063 olarak ziyadesiyle ihmal edilebilir diizeydedir. %95
giiven sinirlari iyice daralarak fonksiyonun temsiliyeti artmistir. Alt asimptot 7 milyon
olurken niifusun ulasacag: tasima kapasitesi asimetrik yapimin verdigi esneklikle 115
milyona ¢ikmistir. Fonksiyonun i¢sel biiyltime orani 0.1282°dir. Oranin yiiksek olmasi
yapisindan kaynaklanmaktadir. Bu oran1 degerlendirirken alometrik katsayinin 3.6006
olduguna da dikkat etmek gerekir. I¢sel bityiime oramini iizerinde (1/v) seklinde alo-
metrik katsay1 yer almaktadir. Dolayisiyla alometrik katsay1 bitylimede etkendir. Keza
fonksiyona sosyal gelismislik endeksi degiskenini ilave ettigimizde niifus biiyiimesi
fonksiyonunun iki bagimsiz degiskenle birlikte hata kareleri toplami 1.83E + 12°ye
kadar gerilemistir. Modelin kareler toplamu igindeki payr %0.00469 diizeyindedir.
Sosyal gelismiglik endeksi niifus biiylimesini agiklamada etkendir. Tagima kapasitesi
yine 115 milyondur, biiyiime katsayis1 ilkine yakindir. Iki bagimsiz degiskene “siirekli
agirliklandirilmis en kiiciik kareler yontemini” ilave ettigimizde hata kareleri topla-
m1 1.01E + 12 ile modelin kareler toplami igindeki pay1 %0.002593 olmustur (son
fonksiyon). Inceledigimiz fonksiyonlar i¢inde en kiigiik hata kareleri toplamini veren
budur. Bu nedenle hi¢bir fonksiyonda izah edilemeyen hata kareleri iizerinde durmaya
deger gormedik. SAS NLIN ¢iktisindaki grafik tetkik edildiginde gergek niifus ¢izgisi-
nin ve tahminlerin st iiste gittigini gdrmek miimkiindiir. Niifus rakamlarmin milyonlu
mertebelerde oldugu dikkate alinirsa hata kareleri toplami rakaminin biiyiik olmadig:
goriiliir. [laveten diger istatistiksel testlerden de iyi sonuglar almmustir. Bu fonksiyonda
1925-2015 Tiirkiye niifus gelisiminin fonksiyonel analizine gore varacag: seviye ilk

18 Anladigim bir konu degil ama herhalde yazarlar kalp ve kalp damarlarindaki 6lgtimlerde lojistik fonksiyonun simetrik
yapisinin getirdigi sorunlarla ¢ok ugragmis olmalilar. Tibbi olaylar gibi sosyal olaylarda da simetrinin olusmasi kural degil
istisnadir. Bu agidan asimetrik fonksiyon bir ilerleme olarak kabul edilmelidir. Ancak neden Gompertz Fonksiyonunu kul-
lanmadiklar1 da merakima mucip olmustur.
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etapta 115 milyon kisidir. Asagida bu rakamlarin Gompertz Fonksiyonu tarafindan da
teyit edilecegini gorecegiz. Sonug olarak Ricketts/Head Fonksiyonunun niifus biiyii-
mesini ve 115 milyon kisilik tagima kapasitesini agiklamada daha giivenli ve gercekei
oldugunu belirtelim.

Bu fonksiyon ile ilgili olarak {izerinde durulmasi gereken teknik bir ayrit1 Q kat-
sayilart (listel —EXP- fonksiyon g¢arpanlar1) ve istatistik ¢alismada aldiklar1 deger-
lerdir. Bu iki carpan Qive Q. esit olsayd: fonksiyonun simetrik bir yaprya sahip
oldugunu soyleyecektik. Ancak ¢alismamizda bu katsayilar farkl, bu da Tiirkiye nii-
fiue egrisinin asimetrik durumunun ifadesidir. Esas fonksiyondaki dagitim forreivony

(1-f)

carpilan Q; ise egrinin alt kisminin garpani ve belirleyicisidir. {1k fonksiyonumuzda

t jle garpilan Qi , tahmin egrisinin tist kisminin garpani ve belirleyicisi, ile
Q2 8.4 (logaritmik) olarak bulunmustur. Bu rakamdan asagiya veya yukariya dogru,
I’e dogru veya 16’ya dogru, uzaklagsmalar rakamsal niifus tahmin egrisini gercek
niifus rakamlar1 egrisinden asagiya dogru uzaklastirmaktadir. 8,4 oldugu zaman iki
egrinin alt kismi1 ¢akigmaktadir. Keza Q ’in aldig1 degerler de egrinin iist kismindan
baslayarak egriyi etkilemektedir. Bu deger 1’e yaklastik¢a egrinin iist kismi yukari
¢ikmakta, 10,95’den yukar1 ¢iktikca da tahmin egrisi niifus sayim egrisinin altina
yatay eksene dogru itilmektedir. Iki sathali tanimlamanin sagladigi bu esnekliklerle
istatistiki ¢aligma sonucu bulunan degerler, hata kareleri toplamini1 dnemli 6l¢iide
azaltarak temsiliyeti artirmaktadir. Caligma yaptigimiz iki sathali her ti¢ fonksiyonda
da katsayilarin toplam i¢indeki paylart Qi ve Q2 icin sirasiyla %93 ve %7 'dir. Diger
bir deyisle her ii¢ fonksiyon da asimetrik yapvyr ayni oranda tasimaktadir. Bu husus
¢alisilan modelin matematik tistiinliigiidiir.

Ucg fonksiyonda da alometrik katsay: sirasiyla 3,6; 3,4 ve 3,4 olarak bulunmustur.
Burada da bir tutarlilik vardir. Rakamin biiyiimesi tahmin egrisini yukariya atmakta
kiiglilmesiyse asagiya dogru ¢ekmektedir. Alometrik katsayinin degeri bu fonksiyonda
icsel bliyiime oranini da etkilemektedir. Fonksiyonun basart sansii artirdigi i¢in bu
katsayiy1 fonksiyona ilave etmeyi faydali gordiik ve istatistiksel testlerden de olumlu
sonuglar aldik. Alometrik katsayiy1 fonksiyondan ¢ikardigimiz zaman yaptigimiz niifus
fonksiyonu parametreleri tahmin denemelerinde basarili olamadik, bu sekilde alomet-
rik katsayinin kuvvetli bir kontrol giicli oldugunu alometrik katsayi ¢ikarildigi zaman
SAS NLIN ydnteminin bir veya birkag kistasinin karsilanamadigini gordiik.

11 numarali grafikte niifusun tasima kapasitesi olan 115 milyona ulagsmasi duru-
munda egrinin alacagi sekli gormekteyiz. Asimetrik yap1 egrinin tamami gozle tetkik
edildiginde dahi goriilmektedir.
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Grafik 11. Ricketts/Head Fonksiyonu: Tiirkiye niifusu, tahminleri ve projeksiyonlari.
Not: Fonksiyon tahmini egrisi 1990 yilinda olusan kambur yiikselmeyi de basariyla yakalamistir.

Caligmamin sonuna gelirken okudugum ve ilgimi ¢eken yazidaki (Chukwu ve
Oyamakin, 2015) yaklasimi buraya tasimanin getirecegi sonuclar1 merak ettik ve bu
amacla Ricketts/Head Fonksiyonu iizerinden iki deneme yaptik. Ters hiperbolik sinh
degiskenini ikincil degisken olarak fonksiyona ilave ederken sosyal gelisme endeksi-
ni disar1 ¢ikardik, sonra buna siirekli agirliklandirilmis en kiigiik kareleri dahil ettik.
Aldigmmiz iki ayr1 sonug ta SAS NLIN kistaslarinin tamamini karsiladi. Bu agidan bir
sorun yoktur. Fonksiyonlarin biiyiime degerleri 6ncekilerle hemen hemen aynidir. Bu
iki fonksiyonun 6ngordiigii nihai niifus 120 ve 115 milyondur. Hata kareleri toplami
ziyadesiyle kabul edilir sinirlar icindedir ve fonksiyona boyut getirmistir. Tiirkiye nii-
fus ¢alismasinda katkilari agiktir ve sonug basarilidir. Bu degiskenin lojistik biiyiime
egrilerinde her olayda ayr1 ayr1 denenmesinde yarar vardir.

Gompertz Biiyiime Fonksiyonlari.
[statistiksel sonuglarin (fonksiyon 1) denkleme konmus hali asagidaki gibidir.

Yie_1050) = 13538351 + (113800000 — 13538351 )¢ 2577320727220 (10)

Gompertz Biiyiime Fonksiyonu ¢alismamizda basarili sonuglar vermistir. [lk Gom-
pertz Biiyiime Fonksiyonuna gore hesapladigimiz igsel biiyiime orani %2,71’dir,
buna gore niifus 113,8 milyona ulasacaktir. Halen, 2015’te 78,1 milyonda isek yolun
%68,6’s1 gidilmis demektir. Yaklagik 35 milyon kisilik bir artis olmas1 beklenmektedir.

Ek 4’teki Gompertz Fonksiyonuna ait ¢iktida elde edilen sonuglar istatistik olarak
tam giivenlidir. Isabetli alinan baglangig tahmin degerleriyle sekiz etapta iterative
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Tablo 8
Gompertz Fonksiyonu Mutlak ve Nispi Biiyiime Rakamlar:

Turkiye Yillik mutlak Yillik nispi
nufusu buyime buyume orani  Turevdeki artig
Sayim Sayim (Gompertz miktari (Birinci miktari (ikincil
sirast  yillan tahmin)  (birinci tarev) tirev/nifus) tlrev)
1 1925 14,167,592 86,385 0.006097 9,521
2 1930 14,734,072 143,372 0.009731 13,309
3 1935 15,633,162 219,377 0.014033 17,035
4 1940 16,956,815 312,674 0.018439 20,134
5 1945 18,781,490 418,857 0.022302 22,122
6 1950 21,156,239 531,523 0.025124 22,697
7 1955 24,095,288 643,338 0.026700 21,788
8 1960 27,576,238 747,165 0.027095 19,540
9 1965 31,543,519 837,000 0.026535 16,250
10 1970 35,915,658 908,552 0.025297 12,292
11 1975 40,594,511 959,449 0.023635 8,049
12 1980 45,474,705 989,132 0.021751 3,857
13 1985 50,451,997 998,550 0.019792 -21
14 1990 55,429,788 989,741 0.017856 -3,410
15 1995 60,323,545 965,425 0.016004 -6,214
16 2000 65,063,229 928,625 0.014273 -8,403
17 2005 69,594,070 882,383 0.012679 -9,998
18 2010 73,876,083 829,545 0.011229 -11,053
19 2015 77,882,754 772,636 0.009921 -11,639

siire¢ tamamlanmus, 1yi t degerleri, skewness ve bias Ol¢iileri elde edilmistir. Genel
egrisellik sonuglar sifira yakindir. Hata kareleri toplam1 4.80E + 12 lojistik egrinin-
kine (4.71E + 12) yakindir. Tiim Gompertz fonksiyonlarinda hata karelerinin toplam
kareler igindeki payi, lizerinde durulmayacak kadar kiigiiktiir. Birgok arastirmada
(Fekedulegn ve Colbert, 1999) Gompertz Biiytime Egrileri lojistik egrilerden daha
diisiik biiylime oranlar1 vermektedir. Burada da durum aynidir. Lojistik egride icsel
biiyiime %4,93 iken Gompertz egrisinde bu deger %2,71 olarak bulunmustur. Buna
karsilik tasima kapasitesi (iist asimptot) 113,8 milyon kisidir.
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Tablo 7
Gompertz Biiyiime Fonksiyonlarina Ait Istatistiksel Degerler

Fonksiyon 1 Fonksiyon 2 Fonksiyon 3 Fonksiyon 4
Fonksiyonun Semboller Gompertz ~ Gompertz Bilyiime Gompertz Hiperbo- Gompertz Biiyiime
adi Biiytime Fonk-  Fonksiyonu, iki  lik Biiylime Fonk- Fonksiyonu, siirekli

siyonu bagimsiz degisken siyonu agirliklandirilmis
ve stirekli agirlik-
landirilmig

SAS /File Turkpop2b.sas ~ Turkpop2c.sas  Turkpop2arsinh.sas Turkpop2arsinhwe.
referansi sas
Ek referansi Ek 6 Ek 7 - Ek 8
Digsal Para-
metreler
Temel yil T 1950 1950 1984 1984
Ust asimptot K 113.800.000 115.000.000 115.000.000 115.000.000
(tasima
kapasitesi)
Baslangi¢ N 13.538.351 13.538.351 13.000.000 12.500.000
miktari
icsel
Parametreler
Ustel fonksiyon 0 2.5773 2.6770 1.0273 1.0186
garpant
Igsel biiytime r 0.0271 0.0261 0.0247 0.0244
orant
Sosyal gelisme s - 0.0234 - -
katsay1si en-
deksi
Invers hiper- c - - 0.0107 0.0119
bolik sinh
katsay1st
Logaritmik Qe - 0.9847 - -
degerler In(Q)
Logaritmik re - -3.6443 - -
degerler In(r)
Bagimsiz degis- Zaman Zaman Zaman ve sosyal Zaman ve sosyal
kenler gelisme endeksi gelisme endeksi
Hata kareleri ESS 4.797E + 12 2.763E + 12 3.0001E + 12 1.347E + 12
toplami1
Toplam kareler TSS 3.895E + 16 2918E + 16 3.895E + 16 2491E+ 16
toplami
Hata kareleri 1.2316 0.9469 0.7705 0.5407
toplami / Top-
lam kareler
toplami (on-
binde)
F-degeri F 69,010.70 56,322.70 69,207.30 98,647.70

Simdi Gompertz Biiyiime Fonksiyonunda mutlak ve nispi biiylime rakamlari iize-
rinde duralim.

Mutlak biiyiimenin en bilyiik oldugu y1l 1984°iin sonudur (lojistikte 1986.38), ikin-
ci tiirev de 1985°te (84’lin sonu gibi) sifir noktasindadir. Doniim noktasi ty,r = m
, formiilden 1984.9711 (zaman) olarak bulunur. Bu rakami formiilde yerine koyarsak
niifus karsilig1 50.421.456 kisi olarak bulunur. Gompertz Biiylime Fonksiyonu simet-
rik olmadigi i¢in bu rakamin tam ortada olma zorunlulugu yoktur. Nitekim tagima ka-
pasitesiyle baslangi¢ niifusunu toplayip ikiye boldiigiimiizde ¢ikan rakam 63.669.176
doniim noktasi niifus rakamindan tamamen farklidir. Gompertz egrisinin doniim nok-
tas1 gercek rakamlara daha iyi uyum gostermektedir.
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Nispi biiyiime ise 1960 yilinda %2,7 ile en iist seviyeye ¢iktiktan sonra siirekli ge-
rileyerek 2015°te %1 in hemen altina gelmistir. Tablo ve ilgili grafikler toplam olarak
incelendiginde yukarida isaret ettigimiz biiyiimenin ilk ti¢ déneminin tamamlandigi
rahatlikla goriiliir. Bundan sonra da biiylime devam edecektir. Ancak sosyal degisim
ilk i¢ donemden daha az olacaktir.
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Grafik 12. Gompertz Biiylime Fonksiyonu mutlak bilytime rakamlari (birinci tiirev).
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Grafik 13. Gompertz Biiylime Fonksiyonu nispi biiylime rakamlari (birinci tiirev/niifus).
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Grafik 14. Gompertz Biiytime Fonksiyonu: Tirkiye niifusu, tahminleri ve projeksiyonlar.

14 numarali grafikteki projeksiyondan niifus gelisiminin daha agir ilerleyecegi
dordiincii sathanin nasil olacagini gérmek miimkiindiir.

Bu boliimdeki ikinci Gompertz fonksiyonu, birinciye sosyal gelisme endeksi ve
siirekli agirliklandirma yonteminin ilavesiye bulunmus sonuglar1 kapsamaktadir. Ta-
sima kapasitesi, nihai niifus 115 milyon kisi, i¢sel biiylime %2,61’dir. En 6nemlisi bu
yontemin uygulanmasiyla hata kareleri toplami1 2.76E + 12’ye gerilemis ve temsiliyet
ve uyum artmistir. Ancak bu rakamla bile tiim Ricketts/Head Fonksiyonlarinin geri-
sinde kalmaya devam etmektedir.

Daha 6nce izahini yaptigimiz hiperbolik biiyiime fonksiyonunun simdi istatisti-
ki sonuglarini ele alacagiz. Hiperbolik Gompertz Fonksiyonu da ¢aligmalarimizda
niifus sayim sonuglarimiz i¢in basarili olmustur, gerekli istatistiki testleri tamamla-
mistir. Bu ¢aligmalarin ikisinde de tagima kapasitesi 115 milyon kisi, i¢sel biiylime
orant %2,4 olarak bulunmustur. Daha da 6énemlisi, hata kareleri toplaminin sirasiyla
3.00E+12 ve 1.35E+12 olarak ciddi gerilemeler gostermesidir. Ozellikle Gompertz
Fonksiyonu bir ¢alismaya uygulandiginda hiperbolik degisken ihmal edilmemeli ele
alian olayin niteligine gore sonuglarina bakilmalidir. Tiim arastirmacilar hem fikir-
dir ki tek dogru fonksiyon ve tek dogru bagimsiz degisken yoktur. Sabirla, ilgili olan
fonksiyonlar degiskenleriyle birlikte gozlemler lizerinde denenmek zorundadir. Biz
bu ¢aligmada bunu yaptik, yazimizda yer verdigimiz disinda {izerinde ¢alistigimiz
ama sonuglarimi ilging bulmadigimiz fonksiyonlar1 buraya dahil etmedik.
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Yorumlar

Iki temel biiyiime fonksiyonu ve versiyonlartyla birlikte on denemeyi buraya dahil
ettik. 1925-2015 dénemi i¢in elimizde on dokuz yila ait veri bulunan Tiirkiye niifus
sayim istatistiklerini kullandik, uyguladigimiz fonksiyonlarin bu verilerle matematiksel
modellemeyi bagardigini diisiinliyoruz. Denedigimiz baska matematik fonksiyonlar da
oldu, ancak zaman ve amacimiza uygun olarak bu kadarini yeterli gordiik. Keyfiyetin
bu noktadan itibaren arastirilmasi gereken bagka boyutlar1 da vardir. Diger iilke insan
niifuslar i¢in yapilmis caligmalar ile karsilastirmalar, sehirsel niifus gelisimleri, kulla-
nilabilir cografyanin tanimi ve niifus iligkileri, tarimsal araziler ve niifus yayilmalari,
tibbi teknoloji ve omiir, ulusal gelir artisi ve sagladigi yasamsal 6nem yeni arastirma
konulari olarak sayilabilir. Adam Smith ‘Uluslarin Zenginligi'ni yazarken insan ve eko-
nomi iliskisi i¢inde zenginligin getireceklerini ekonomi teorisi i¢in esas almisti. Kitabin
adindan baglayarak bu zenginliklerin niifusu ayakta tutacagini ¢ok iyi biliyordu. Zen-
ginlik toplumlarin kapasite siniridir. Zenginligin kaynaklari ise igb6liimii, sanayilesme
tiretim vs.dir. Konunun bu noktaya kadar gelmesi siirpriz degildir. Konumuz niifus ama
iktisat ile karsilagmamak miimkiin degil. Niifusu sinirlayan kaynaklar ve niifus iligki-
si esasen iktisadin ana konusudur. Sayin hocam Giilten Kazgan’m Iktisadi Doktrinler
Tarihi’ne bakarsak iktisat¢ilarn konuyu ¢okea irdelediklerini goriiriiz.

Lojistik egrilerde %4,93 ve %12 igsel biiyiime oranlar1 elde ettik. Tanimladigimiz
tagima kapasitesi kavramina gore niifusumuzun 94, 115 ve 120 milyona kadar arta-
bilecegini belirledik. Gompertz egrilerinde %2,5 dolayindaki i¢sel biiyiime oranla-
riyla niifusun 115 milyon olacagimi gérdiik. Matematik modellemenin bize verdikleri
bunlar. Tagima kapasitesi daha az olur mu hayir olmaz, daha fazla olur mu evet,
%3-5 fazla olabilir. Giriste saydigimiz faktorlerin elverdigi dl¢lide artiglar olabilir.
Stiphesiz bugiinden yarma degil. Yukarida verdigimiz tagima kapasitesi tahminleri
ontimiizdeki yarim asr1 kapsamaktadir. Bu ¢erceve elli yil sonra tartigilsa daha dogru
olur. Avrupa’nin Hollanda, Belgika, Danimarka, Avusturya, Isvi¢re ve Norveg vs.
gibi niifus sinirlarina ulagmis eski ve yerlesik toplumlarini incelemekte yarar vardir.
Bu iilkeler gegmis yiizyillarda niifus ta ihra¢ etmistir, bugiin ise go¢ almak zorunda
kalmaktadirlar. Bugiin kendi 6zgiin niifuslarimin siirlarindadir, ancak kalitatif ola-
rak toplumsal yiikselise devam etmektedirler. Uzerinde ¢alisma yapmadan tartismay1
daha fazla agmay1 uygun bulmuyoruz. Bu sathada yukarida tanimlanan modellerin
tartisilmasini ve bu modellerin ortaya koydugu tagima kapasite sinirlarini degerlen-
dirmek ¢ok daha anlamlidir.

Ele aldigimiz fonksiyonlarin iki 6zelligi vardir. Birincisi uygulandiklari veriyi
temsil etme kabiliyetleridir. Ikincisi ise gelecege doniik tahminlerde etkin olup ol-
madiklaridir. Fonksiyonlarin Tiirkiye niifusunu temsil kabiliyetini ispatlarken kul-
landigimiz yontem istatistigin ileri bir sathasin1 teskil eden dogrusal olmayan denk-
lemlerin ilgili bilgisayar yazilimlariyla test sonuclarini elde etmektir. Yaptigimiz
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calismayla bunu basardigimizi diigiiniiyorum. Verhulst Lojistik Fonksiyonu ve de-
vami olan iki sathali Ricketts/Head Fonksiyonu, Gompertz Biiyiime Fonksiyonu ve
bunlarin matematiksel 6zellikleri Tiirkiye niifusunun analizinde beklenen sonuglari
vermigtir. 1925-2015 dénemindeki doksan yila ait on dokuz sayim verisi bu amag
i¢in yeterli gézlem sayisidir. Matematiksel temsiliyet ve istatistiksel ispattan sonra
ele alman gelecege doniik tahminlerde de bagarili sonuglar elde edilmistir. Tiirkiye
niifusunun 115-120 milyon seviyesinde karar kilmasi beklenmektedir. Esasen burada
bu nicel rakamlarin arastirmaci agisindan tek basina bir 6nemi yoktur. Devlet politi-
kalar1 olusturulurken kullanilirsa bir anlam ifade eder. Bizi ilgilendiren konunun tek-
nik yonleridir. Arastirmaci agisindan yapilmasi gereken ise 2020-2040 dénemi sayim
sonuglari elde edildiginde modellerin yeniden calistirilmasi ve bu c¢alismayla olan
farklarin ortaya konmasidir.

Bu yaziy1 hazirlarken benzer bir caligmaya internet taramalarida Tiirkiye kaynak-
larinda rastlamadik. Vardir ve ben rastlamamis da olabilirim. Amerika’ya ait Raymond
ve Reed’in (1920) ¢alismasindan sonra 2011 tarihli Joseph M. Mahafty’ye (2011) ait
bir ¢aligmaya internet kaynaklarinda rastladik. Yazar ayrik zaman modellemelerine
dayanarak Birlesik Devletler igin niifus tahminlerinde bulunmaktadir. Ug ayr1 yonte-
me gore: Malthusgil, bagimsiz olmayan-Malthusgil ve lojistik modellere gore Birlesik
Devletler niifusunu elli y1l sonrasi i¢in sirastyla 602.3, 378,4 ve 358,7 milyon kisi ola-
rak tahmin ediyor (2010 saymmi 308,7 milyon kisi). John H. Mathews (1992) iki ayr
lojistik fonksiyona gore Birlesik Devletler niifus tahminini elli y1l sonrasi i¢in 465,3 ve
499,1 milyon kisi olarak veriyor. Her iki ¢aligmada da uygulanan istatistiksel testlerin
sonuglarini géremedik. Yeterince tanimadigimiz bir niifusa ait ¢calismalarin ayrintili is-
tatistik sonuglarma da sahip olmadigimiz i¢in yorumda bulunmuyoruz, ama ¢abalari
ilgi ve saygiyla karsiliyoruz. Asagida Amerika bahsinde konuyu ele alacagiz. Umarim
Tiirkiye’de de bu manada galismalar yapilir ve goriip okuruz.

Arastirmamizi sonlandirirken sonraki boliimde asirlik bir Amerikan hikayesini bu-
rada o6zetlemeyi uygun bulduk. Hala sikilmadiysaniz okumanizi dneririm. Yiiz y1l n-
ceki Amerika vizyonu i¢in vaktim yok(!) diyenler, baska konularda tekrar goriismek
lizere, geldiginiz i¢in tesekkiirler, hosca kalin.

‘Bir zamanlar Amerika’

Raymond Pearl (1879-1940), Johns Hopkins Universitesinde biyoloji profesérii,
biyometri ve yasam istatistikleri uzmani ve Lowell Reed (1886-1966) ayni tiniversi-
tede biyo-istatistik uzmani ve yonetici. Biyoloji, biyometri ve ¢cevrebilim alanlarinda
uzman olan bu iki degerli bilim adaminin konumuz agisindan 6nemi ise beraberce
1920 yilinda Amerika niifusu ile ilgi olarak yazdiklari makale (Pearl ve Reed, 1920),
makale ilklerden biri. Bugiin dahi ilgingligini koruyor ve referans olarak aniliyor.
Yazarlar mitkemmel bir Ingilizce iisluba sahipler. Yaziy1 heniiz diin yazilmis gibi

120



iskender/TiirkiyeNtifusBiiytimesiveTahminleri:MatematikselBiiylimeModelleriveistatistikselAnalizileKuramsalveUygulamaliBirYaklagim

okuyabilirsiniz. Yazinin bashigi: “On the Rate of Growth of the Population of the
United States Since 1790 and its Mathematical Representation”, ve ilk climlesi sdyle:

Makul biiytikliikteki bir toplulukta veya iilkede normal niifus biiyiimesini tanimlayacak de-
neysel bir denklemi siradan egri uyarlama yontemleriyle tayin etmek miimkiindiir.

Amaglarmin gerekgesini ayrintilariyla anlatarak, Amerikan niifus sayimlarinda
elde edilen sonuglarin egri uyarlamasiyla istatistige donistiiriilmesini ve ekstrapolas-
yonla sayim 6tesi yillarin tahminen bulunmasini uygun ve miimkiin gérmektedirler.
Keyfiyeti bu sekilde izah ettikten sonra, Amerika’da bu tarzda ilk girisimin A. S.
Pritchett adl1 yazar tarafindan {igiincii derece parabol denklemiyle ve en kiigiik kare-
ler yontemiyle 1790-1910 Amerika niifusu i¢in yapilmig oldugunu belirtmektedirler.
Miiteakiben verdikleri bilgide, yazar Raymond Pearl’iin 1907°de yayinlanan bir ma-
kalesinde logaritmik parabol bir denklemi bitkilerin biiyiimesi i¢in uyarladigindan
ve yapilan baska c¢alismalarda da basarili sonuglar elde edildiginden bahsedildikten
sonra, insan niifus artisinin izahi i¢in basit logaritmik tiglincii derece parabolden daha
fazla matematige ihtiya¢ oldugu sonucuna varilmaktadir.

Daha sonra yazarlar Amerika Niifus Biirosunun derledigi 1790-1910 dénemine ait
onar yil aralikli Amerika niifusunu gosteren 13 adet rakama, bitkilerin biiylimesinde
kullandiklari logaritmik parabolik fonksiyonu uyarlayarak elde ettikleri tahmin sonug-
larmi Pritchett’in tahminleriyle birlikte bir tablo haline getirdiklerinde, orijinal sayim
sonuglarma gore uyguladiklari logaritmik parabolik fonksiyonun Amerika niifus tahmi-
ninde basarili sonuglar verdigini, sapmalarin makul ve kabul edilir seviyelerde olduk-
larmi1 gostermektedirler. Gergekten de tablo etkileyicidir. Yazinin birinci bolimii budur.

Ikinci boliimde ise yazarlar: yapilan bu galismanin teknik olarak basarili olsa bile
genel bir niifus biiylime kanunu olarak kabul edilemeyecegini belirterek, bu sekilde
niifus artiginin siliresiz devam edemeyecegi er ya da ge¢ kit kaynaklarla karsilasaca-
gina isaret etmekte, bir niifus egrisinin once konveks (yukariya dogru hizla yiikse-
len) bir yap1 gosterse de bir doniim noktasindan sonra x eksenine konkav bir yapiya
doniisecegini (hizinin yavaslayacagini) ve giderek yatay asimptot bir hal alacagini
anlatmaktadirlar. Uyguladiklar1 logaritmik parabolik egrinin bu yapiya sahip olmadi-
gin1 belirttikten sonra yeni bir matematiksel tanimlamanin geregi vurgulanmaktadir.

Niifusun smirl bir alanda bilyliyecegi ger¢egi vurgulandiktan sonra artan niifusun
mevcut niifusa orani ve sinirli sahada sahip olunan kaynaklarin niifus biiylimesini
tayin edecegi tespit edilmekte ve dogal olarak karsimiza agsagidaki lojistik fonksiyon
¢ikmaktadir.

y=— (11)

T 1+cedx
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Fonksiyonun matematiksel 6zellikleri anlatildiktan sonra sorun; bir taraftan bu fonksi-
yonun Amerika niifusunun biiyiimesini temsil edip edemeyecegi, diger taraftan gelecekte
iilke niifusu i¢in bundan hangi sonuglarin ¢ikarilabilecegi olarak tanimlanmaktadir.

Yazarlar fonksiyonun parametrelerinin en kiiciik kareler yontemiyle tahmin edi-
lemeyeceginin farkindadir, bunu agike¢a belirtmektedirler. ilgili alintimiz asagidadir.

Bu haliyle denklemin en kiiciik kareler yontemiyle gozlemlenen verilere uygulanamaya-
cagi agiktir. Momental denklemler yazmak ve momental yontemler (method of moments)
ile uyarlama yapmak miimkiindiir, fakat su sira; bu metodu gelistirmeyi uygun gérmiiyoruz
¢linkii heniiz yukaridaki denklemi niifusu temsil i¢in bu tiir denklemlerin nihai gelismis hali
olarak gérmiiyoruz ve daha sonra gereksiz hale gelebilecek bir matematiksel tartigmayla ko-
nuyu bagimlamak ve bogmak arzusunda degiliz.

Gergekten 1920°nin hesap imkanlariyla boyle bir ise kalkismanin bugiiniin bilgi-
sayar olanaklarint da dikkate aldigimizda ¢ok zor oldugunu gérmek kolaydir. Buna
karsilik yazarlar fonksiyonun matematiksel dzelliklerinden hareketle egrinin gegtigi-
ni tespit ettikleri {ic noktay1 tanimlayarak (lojistik egrisinin en yalin hali-CI),

y=— (12)

fonksiyonun parametrelerini asagidaki sekilde belirlemiglerdir.

Y = Soien e (13)

Ve Amerika 1790-1910 niifus sayimlar1 karsiliklarini ¢ok basarili sonuglarla tah-
min etmislerdir. Elde ettikleri tahminlerin ii¢ tanesi niifus sayimlariyla aynidir. Bu
sekilde niifus biiylime kanununu karsilayan gercekci bir egrinin iilke niifus tarihini
temsil etmede ne kadar basarili olacagini vurgulamaktadirlar. Gergekten de tahmin
sonuglar etkileyicidir. Bu denklemden ¢ikardiklar bir diger tespit Amerika niifusu-
nun doniim noktasini (point of inflection: hizli artistan yavaslayan artisa gecis nokta-
s1) 1 Nisan 1914°te gectigi seklindedir. Amerika niifusu hizli biiyiime dénemini ge-
ride birakmistir. Bu yaz1 yazilirken hentiz 1920 niifus sayimi sonuclar1 ortada yoktur
ve yazarlar bunu merakla beklemektedir (1920 niifusu daha sonra 106 milyon olarak
sayilmistir). Donlim noktasinda niifusun 98,6 milyon oldugunu tahmin etmektedirler.
En 6nemli bulgu da iist asimptotta nihai niifus 197 milyon kisi olacaktir (1920’nin iki
kat1). 197 milyonluk niifusun yogunlugu iki katina ¢ikaracagin belirttikten sonra or-
taya ¢ikacak beslenme sorunlarina da dikkat cekmislerdir. Tabii ki, biyoloji kokenin-
den gelmektedirler ve bu ilgileri dogaldir. Hatta bu niifus seviyesinin gerektirecegi
kalori miktar1 dahi yazida hesaplanmistir.

Yazinin son bdliimiinde, nerdikleri niifus biiyiime fonksiyonu biraz daha irdelen-
mektedir. Bu fonksiyon bir ilk yaklagimdir. Yazarlara gore fonksiyonun ¢ok sert ve
inelastik 6zellikleri vardir. Tespit dogrudur. Doniim noktasinin egrinin tam ortasinda
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oldugunu ilk ve ikinci yarisinin simetrik oldugunu bu durumun arzu edilmeyen bir
keyfiyet oldugunu ve tahminleri bozacagini belirtirler. Arzu edilen ise asimetrik bir
yapidir. Niifus gelisiminde simetrinin olacaginin bir garantisi yoktur ve yazarlar bu-
nun ciddiyetle farkindadir. Fonksiyon simetrik yapisindan kurtarilmalidir. Bulduklari
sayisal sonuglar1 onemsemezler, bir niifus billylime kurami tespit etmenin pesinde
olduklarini vurgularlar. Yazidaki son climleleri ise kit kaynaklarla er ya da geg karsi-
lagilacagi seklindedir. Yazarlarimiz iktisat teorisine dogru yol almaktadir. Son olarak
belirtelim yazinin o tarih i¢in zengin ve sik dipnotlar1 da vardir.

1920 yilinda yazilan bu yazinin bugiin dahi iktisat ve istatistik 6grencileri igin ra-
hatlikla ders konusu olacag1 yontindeki diisiincemi oncelikle belirtmek isterim. Sik bir
yazi, saglam bir mantik, 6zgiin bir ele alis iislubu, giizel bir Ingilizce ve harika bir
yaklagim. 1920 yili Tiirkiye nin yokluktan varliga doniim noktasidir, ama gorildiigi
gibi Yeni Diinya bilim yolunda ilerlemektedir. O tarihlerde her ne kadar bu diizeyde bir
makale yazacak seviyede olmasa bile kit kaynaklara sahip Tiirkiye Cumhuriyeti’nin
kurulugundan dort yil sonra, 1927°de, ilk niifus sayimini bagarili bir sekilde yaparak
konuya verdigi onemi gostermesi ziyadesiyle takdir ve saygiya sayandir.

Bugiinden bakarak yaziya birgok elestiri getirmek miimkiindiir ve kolaydir. Me-
sela yazarlar Amerika niifusunun 192 milyon olacagini tahmin ederken, 2010 nii-
fusunun 309 milyon oldugunu belirtelim. En kolay elestiri olarak, Amerika Niifus
Biirosunun 1790-1910 doénemi i¢in verdigi rakamlarin 120 yil i¢in ¢ok az gozlem ol-
dugunu belirtelim, sadece 13 gézlem degeri var. Amerika cografyasi nedir, bu donem
iginde nasil bir yol izlemistir? Nerede baslar nerede biter? Amerika go¢ politikasi
1920’den Once ve sonra nasil olmustur? Amerikan teknolojisinin ve tibbi gelisme-
sinin tagima kapasitesine yaptigi katki cok onemlidir. 1910 yilinda 92 milyon olan
niifus 2010 yilinda 309 milyon olmustur. Yazarlarin belirttigi 192 milyon iist siir
1960-70 arasinda asilmistir. Bu liste daha uzar gider. Bu sorularin bir 6nemi yoktur.
Isin ashi degismemektedir. 1920 yilinda eldeki veriler ne olursa olsun ortaya konan
calisma, takip edilen yontembilim ve bilimsel yaklasim ¢ok daha degerlidir ve say-
giyla karsilanmalidir. 2017 yilinda Tiirkiye’de ayni seyi yapma ¢abast igindeyiz. Ara-
dan gegen yiiz y1l insan1 diislindlirmeye fazlasiyla deger. Makaleyi yazanlarin, sahip
olunan istatistiksel hesap imkanlarinin azligina ragmen ortaya koyduklar1 ¢alismay1
ziyadesiyle takdirle karsilamak gerekir diigiincesindeyim. Biz bugiinkii imkanlarla
bunu yapmazsak hatanin o giinlerde degil bugiinlerde aranmasini séylemek kehanet
degil malumun ilan1 olur.

Yazarlar anlatilan diisiincelerine kars1 1920 sonrasinda ¢ok sayida elestiri alma-
larina ragmen teorik seviyede Amerika bilim diinyasinda diisiincelerini savunmay1
Olene kadar devam ettirmislerdir. Bu da meselenin bir diger boyutudur.
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Ekler

Ek 1. Gompertz Fonksiyonu Uzerine Cesitlemeler

Calismalarimiz sirasinda Gompertz’in 6zgiin makalesiyle ¢ok ayrintili olarak ilgilencek zama-
nimiz olmamisti. Yazimiz son halini aldiktan sonra zaman bulup Gompertz fonksiyonuna ayrintilt
olarak baktigimizda bu ekteki yazdiklarimizi ve daha fazlasini iretecek olanaklar1 gordiik.
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518 Myr. GoMPERTZ on the nature of the function

the contrary appears totake place at certain periods) it would
follow that the number of living out of a given number of
persons at a given age, at equal successive increments of
age, would decrease in a greater ratio than the geometrical
progression, and then the chances against the knowledge of
any one having arrived to certain defined terms of old age
might increase in a much faster progression, notwithstanding
there might still be no limit to the age of man.

Art. 5. If the average exbaustions of a man’s power to
avoid death were such that at the end of equal infinitely
small intervals of time, he lost equal portions of his remain-
ing power to oppose destruction which he had at the com-
mencement of those intervals, then at the age x his power to
avoid death, or the intensity of his mortality might be denoted
by aq¢*, a and ¢ being constant quantities; and if L, be the
number of living at the age x, we shall have ¢ L, x ¢-& for

. L
the fluxion of the number of deaths — —(L,) s~ adbg—=— L_’_ s
x

sabg®=—hyp.log.of bxhyp.log. of L,, and putting
the common logarithm of ;— = square of the hyperbolic loga-
rithm of 10 =1¢, we have c.g* = common logarithm of
_?”; d being a constant quantity, and therefore L, or the
number of persons living at the age of z=4d.g|? ; & being
put for the number whose common logarithm is c¢. The
reader should be aware that I mean Qq" to represent g raised
to the power ¢* and not g7 raised to the x power ; which
X
latter I should have expressed by ga , and which would

evidently be equal to g”r. 1 take this opportunity to make
this observation, as algebraists are sometimes not sufficiently
precise in their notation of exponentials.

Resim 2. Gompertz’in 1825 tarihli makalesinden.

Gompertz 1825 tarihli makalesinde esas itibariyle ilerleyen yas ile 6liimden kaginma veya 6liim
orani arasindaki iliskiyi arastirmak amacindadir. Bu amagla gelistirdigi teoreme gore: her yas gru-
bunda yagama devam edenlerin sayilarinin logaritmalarinin farklarini aldigimizda farklar esitse bu
durumda o yas gruplarinda yasayanlarin sayis1 geometrik olarak artmaktadir. Teoremi bu sekilde
kurduktan sonra o yillarda elde bulunan yasam istatistiklerinden bu teoremi ispatlamaktadir. Cok
iyi matematik ve logaritma bilmektedir. Tiim ¢aligma bu yonde devam etmektedir. Yasam tablola-
rindaki verilerden teoremin ispatindan sonra aktiierya hesaplarinda kullanilacak genel kabul gor-
miis esaslar1 tespit etmis olacaktir.

Gompertz’in 1825 tarihli makalesinde Gompertz denklemi
Ly = dg®" (14)

seklindedir. Formiil yasin ilerlemesiyle hayatta kalan niifus arasindaki ters orantil iligkiyi tespit
etmektedir.

Bizim bu yazidaki notasyonumuza ¢evirdigimizde:

Ly = Y-y, d = Yo + (K — Yo), g = b ve ¢ = eC"™) olmak tizere
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Ye-my = Yo + (K = Yo)b®XPCr=™

(15)
denklemi elde edilir.
Bu degisiklikten sonra yaptigimiz istatistiksel testlerin tamaminda 10. fonksiyondaki (ilk Gom-
pertz fonksiyonu) sonuglarin aynisini elde ettik.
15 numarali denklemde b=0.076’dir. 10 numaral1 fonksiyonda Q=2.5773"tiir ve EXP(-Q)=b’dir.
Keiji Matsui’nin [21]’deki makalesinden aldigimiz asagidaki fonksiyon ile yaptigimiz istatistik-
sel test caligmasinda a=0.0698 ve r=0.0271 bulduk. EXP(-0.0698/0.0271)=0.076 olarak 15. fonk-
siyondaki b’ye esittir.
Y-ty = Yo + (K — Yo)EXP(—a/r)EXP(-r(t=1) (16)
15, 16 ve 10 numarali fonksiyon sonuglar1 birbirini teyit etmektedir. Keyfiyet asagidaki tablodan
da goriilebilir.

Y= 45,508,683 1 Y=N+(K-N)*b A(EXP(-r*(t-T)) Gompertz fonksiyonundan (15)

Y= 45,528,202 2 Y=N+(K-N)*EXP(-a/r) AEXP(-r*(t-T)) Gompertz-Keiji Matsui (16)

Y= 45,504,740 3 Y=N+(K-N)*EXP(-Q*EXP(-r*(t-T)))  Bu calismada kullanilan fonsiyon (10)

Y= 45,504,740 4 Y=N+(K-N)*EXP(-Q) AEXP(-r*(t-T)) Bu calismada kullanilan fonsiyon (alternatif sekil) (10)
Not: 4nolu fonksiyon 3'iin bir ile benzesimli halidir.

a 0.06980

N 13538351 a/r 2.57565

K 113800000 EXP(-Q) 0.07598

Q 2.5773 EXP(-2.577329) 0.0761

b 0.076 EXP(-a/r) 0.0761

r 0.0271 b 0.076

t 1980

T 1950

Calismalarimizda ilgimizi ¢eken logaritma esasli bir Gompertz fonksiyon tanimi yine [20 ve
21]’deki yazilarda Japon yazar Keiji Matsui tarafindan verilmektedir. Tip kdkenli oldugunu anladi-
g1miz yazar, internet lizerinden ulagma imkan: bulundugumuz iki yazisindan birinde 6zgiin Gom-
pertz makalesindeki (1825) Carlisle mortalite tablosuna referansla rakamlar1 kullanip fonksiyon
tizerinde ¢agdas bir yorumda bulunmakta ve matematiksel bir yaklasim getirmektedir. Japonlarin
katkisi agiktir.' Bu galigma sirasinda okuyup inceledigimiz baska hi¢bir makalede Gompertz ma-
kalesinden alintilara rastlamadik. Keiji Matsui ikinci makalesinde ise HCV( Hepatitis C viriis) 'nin
biiyiimesi ve anti-viral terapi ile tedavi siirecinin Gompertz egrisine uyumunu modellemistir.

Yazarin ¢alismasindan esinlenerek matematiksel fonksiyonunu Tiirkiye niifus verileri lizerinde
kullanmay1 uygun gordiik. Yazar Keiji Matsui orijinal Gompertz fonksiyonuna goére asagidaki ta-
nimlar1 vermektedir. Yazara gére Gompertz fonksiyonu:

y = ab, veya InG(t) = InGpay * exp (—a/kK)*® KO bizim notasyonumuza gore ise
In (Ye-1)) = In (Yo) + (In (K) — In (Yo))EXP(—a/r)FXPC-r(t=D) (17)

seklindedir. Model logaritmik degerler iizerinden ¢aligmaktadir. Esasen Gompertz de makalesinde

19 Michio Morishima matematiksel iktisat konusundaki eserlerini tiniversite yillarim ve sonrasinda (1970’ler) okuyup fayda-
landigim 6nemli bir Japon iktisat¢idir. Morishima’nin matematiksel iktisatla yazilan birgok kitabiyla birlikte inlii matema-
tik¢i John von Neumann’in topoloji ile yazdigi ‘Genel Ekonomik Denge Kuramini (1928)” giiniimiize aktaran yaklagimi
etkileyicidir. Keza Taro Yamane (Mathematics for Economists), Prentice-Hall Inc, 1962 yine genglik yillarimda okuma
sans1 buldugum ve héla istifade etmeye devam ettigim kitabindaki sade ve 6gretici tislubuyla hatirladigim bir Japon yazar-
dir. Unlii Japon iktisat¢1 ve matematikei Hukukane Nikaido’yu da saygiyla anmam gerekir. Morishima gibi tiim Batilr ikti-
satgilarin genel denge teoremlerini matematiksel modellerle ifadede bir dahidir. ‘Convex Structures and Economic Theorty’
ve ‘Introduction to Sets and Mappings in Modern Economics’ iki ebedi eseridir. Y1l 2017, anlasilan 6grenme gelenegi Keiji
Matsui ile hala devam ediyor.
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tiim ispatlarini logaritma tizerinden yapmaktadir. Bu modele gore yaptigimiz istatistiksel testle-
rin tamaminda bagarili sonuglar almig bulunuyoruz. Yakinsama kistasi/yineleme siireci’ bagarili
olmus ve tagima kapasitesi 120 milyon kisi olarak bulunmustur. Diger 6zet istatistikler asagidaki
tablo ve grafiktedir.

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value Appr;;rc::x
Model 2 57225 2861.3 6732921 =.0001
Error 17 0.00722 0.000425
Uncorrected Total 1% 57225
i Approx " " a— : Percent
Parameter Estimate o' "0 Appr 95% C Limits Sk Bias Bias
a 0.0958 0.00285 0.0910 01022 0.1025 | 0.00004% 0.051
r 00305 0.000348 0.0297 00312 0.0304 2 507E-6 0008
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Grafik notu: Grafigin dikey ekseni logaritmik degerlerle ifade edilmektedir. Buna ragmen klasik niifus
gelisimini rahatlikla yansitmaktadir. Tasima kapasitesi 120,4 milyon kisidir.

Gompertz’in 6zgiin yazisini yazdigindan beri 192 y1l gecmistir. Konu iki asir boyunca ¢ok ayrin-
til1 olarak iglenmis ve hala genisletilerek islenmeye devam etmektedir. Fonksiyon ¢esitli sekillerde
tadil edilmis sayisiz istatistige uygulanmistir®®. Bu ¢aligmamiz sirasinda bunlar1 gorditk. Gompertz
fonksiyonuna dayali tanimlamalardan sihhatli sonuglar almak i¢in dikkatli test caligmalar1 yaptik
bunlarin birinde yapilacak hatali girisin sonuglar1 degistirecegini gérdiik. Matematiksel modellerin
istatistiksel ¢alismaya oturtulmadig: siirece kendi basina bir anlami olmamaktadir. Bu istatistiksel
calisma da tiim sonuglariyla testleri gegmis olmalidir. Calistigimiz fonksiyonlar aligtigimiz basit en
kiigiik kareler yontemini kullanmamaktadir. Fonksiyonlar dogrusal degildir istatistik uygulamalari
farklidir. Dogrusal olmayan fonksiyonlarin incelenmesi istatistik biliminde ¢ok ayri1 bir yere sahip-
tir ve gelisiminin énemli boliimiinii son yarim asirda gostermistir. Standart istatistik kitaplarinda

20 Gompertz fonksiyonu tarihi, uygulamalari ve referanslariyla ilgilenenler ¢ok giizel bir ¢alisma olan [24]’e bakabilirler.
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bu bahisler ele alinmaz, hatta standart tiniversite miifredatinda da bulunmaz. Dogrusal olmayan
fonksiyonlar ile ilgili yaynlar Diinya’da ¢ok 6zel yayinevleri tarafindan basilmaktadir, fiyatlari
yiiksektir. Ulasmak kolay degildir, her kiitiphanede bulunmaz. Bilim pahali bir disiplindir. Bedelini
6demek sonuclarint gérmek gerekir. Hi¢ siphem yok ki yazisint yazdig1 zaman istatistik disiplini
gelismis olsaydi Gompertz gibi bir dahi teoremini desteklemek i¢in basarili bir sekilde istatistigi
kullanacakti. Gompertz’den iki asir sonra internette okuma sansini yakaladigimiz arastirmalardan
¢ok azinda istatistiksel test sonuglarin1 gordiik, onlarda da sinirli sayida testler oldugunu gordiik.
Cogunda testleri hi¢ géremedik. Sadece elde edilen parametre degerleriyle izah edilen sonuglar
gordiik. Bu tiir yaklagimlarin zayif oldugunu diisiindiigiimiizden Tiirkiye niifusu fonksiyonel analiz
calismalarimizda ileri diizeyde ayrintinin ele alinmasini uygun gordiik ve esas yazimizdaki bulgu-
lara ilaveten bu ekteki aciklamalar yaptik.

Ek 2: Ricketts/Head fonksiyonu ve niifus biiyiimesi fonksiyonu uygulamasiyla farklar:

Kan basinciyla kalp atiglar1 arasindaki iliskiyi analiz ettigi makalede Ricketts ve Head fonksiyo-
nu parametreleri itibariyle bizim burada uyguladigimizdan farkli uygulamislardir. Bizim sembolle-
rimizle makaledeki fonksiyon soyledir:

K

Yo = L+ Sracros 18)

A = o@(-t) (18a)

B = 6(QG-1) (18b)
1

t T oG- (18¢)

Ef = 2uQ2 (18d)

1Q1+Qz|

Burada; t: kan basinct, Y: kalp atis sayisidir. L: minimum asimptot, K: maksimum asimptot ve
egim parametreleri ve r doniim noktasi degeri olarak adlandirilmaktadir. 0 ile 1 arasinda degisen,
fonksiyonun ortasinda () merkezlesen lojistik bir agirliklandirma fonksiyonudur. ve ayni isareti ta-
simak kaydiyla ’nin ortalama egriligi ile tanimlanmaktadir. Fonksiyon kan basincindaki degisimle
kalp atis1 arasindaki iliskiyi tanimlamaktadir. iliski {ist asimptottan (K) yiiksek kalp atis1 ve dii-
stik kan basinct olarak baslamakta, kan basincinin artmastyla kalp atis1 dismeye devam ederek alt
asimptota (L) yaklagmaktadir. Kan basinci ile kalp atis sayis1 arasindaki fonksiyon tespit edilirken
r igsel bilylime orani olarak degil, doniim noktasindaki basing degeri olarak karsimiza ¢ikmaktadir.
Bu haliyle niifus egrisinin simetrik tersi bir gériiniimdedir. Yazarlar e iissii olarak ve ’yi almakta,
e’ye bir katsay1 vermemektedirler. Agirlik dagitim fonksiyonunda da e iissii olarak alinmaktadir.
Fonksiyon analiz edilen tibbi olaym mahiyetine gére tanimlanmistir. Fonksiyonun bu haliyle niifus
analizinde uygulanamamaktadir. Bu nedenle niifus analizimize baslarken Ricketts/Head formiiliin-
den hareketle Wikipedia’daki [13] “generalised logistic function” tanimlamalarina uygun olarak T:
esas y1l ve v: alometrik katsayinin ilavesiyle, ve ’yi e ¢arpanlari olarak alip - terimini e istii olarak
tanimladik. Bu degisikliklerle fonksiyon basarili neticeler verdi. Rickett/Head makalesindeki ta-
nimlanmuis haliyle niifus analizinde basarili bir uygulama elde edilmemektedir.
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Ek 3: SAS NLIN Ciktisi, Verhulst Lojistik Fonksiyonu, Fonksiyon 1 (Turkpopl.

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Verhulst logistic function

The NLIN Procedure
Dependent Variable Population
Method: Newton

Iterative Phase

Iter r Q Sum of Squares
0 00470 21.7000 8.082E15
1 01092 217000 2 S09E1S
2 00589 66517 1.779E14
3 00483 50625 6.448E12
4 00483 52233 471312
5 00493 52397 4707E1Z
6 00493 52397 4707E12

INDTE ‘Convergence criterion met

Fit Diagnostics for Population
30 30 -
80000000 —
E 204 E 20 g 60000000 —
= = = 40000000 —
= = 2
o 10 - o4 £ 20000000
o0
[ - - oL - - o 80000000
-14E5 -2E5 1E6 -16ES -4ES 800000 Predicted Value
Raw Residual Projected Residual
1000000 - . N 400 -
= sooooo | 8 . B e .= - E 200 - f\\ .
E] ode Fi- = - 2 . = o
= - = 0. =
2 - s Z - = = -200 | \\,},."
soomoo | %+ AT ., £ ool
-1000000 — s -2 L -B00 |
Predicted Value Predicted Value Predicted Value
24 L] 2 L]
- - =
= 1 = = = 1 s . H = i
= Se = & e
= o5 B o2 =
z - . z - . z
e - 4 Y £
= " - L] Z
T T T T T T T T T
005 010 015 008 010 01s -1000000 o 1000000
TanLeverage Jacobian Leverage Residual
® Raw Projected |
Source DF  Sum of Squares Mean Square F Value APF‘;D:%K
Model 2 3.895E16 1.947E16 703348 =0001
Error 17 4.707E12 2.789E11
Uncorrected Total 19 3.895E16
Parameter Estimate SPR'°% | approxi 95% C Limits | Sk Bias | Percent
Std Error Bias
r 0.0453 0.000420 0.0484 0.0502 0.0241  2.335E-6 0.005
Q 52387 0.0730 5.0751 54043 00714 0.000991 0.019

Approximate Correlation Matrix

r Q
r 1.0000000 0.83452741
Q 0.8462741 1.0000000

Global Nonlinearity Measures
Max Intrinsic Curvature 0.0087
RMS Intrinsic Curvature 0.0056
Max Parameter-Effects Curvature 0.0468
RMS Parameter-Effects Curvature 00254

Curvature Critical Value 05277
Raw Residual Variance 27TES
Projected Residual Variance 309E9
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Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Verhulst logistic function

Obs Year Population predicted L95mean U95mean residuals
1925 13538351 1343408329 1230597423 1456221236 104257.71
1930 14350591 14462146.53 13328283.70 15596009.35 -111555.53
1933 16158018 15740036.67 1459940258 16880670.76 417981.33
1940 17820950 1731659705 16168444 97 1846474913 50435285
1945 18790174 1924371482 18087858 87 2039957077 -453540.82
1950 20947188 21572866 40 2040996562 22735767 17| 62567840
1955 24064763 24349778 41 2318150558 2551805122 -28501541
1960 27755532 270718149 2643611256 2877623042 148330.51
1963 31391421 31356192.55 30185274.14 32527110.97 3522845
10 1970 35605176 35577666 31 3440926452 36746068 10 27509 .69
11 1975 40347719 4021587193 30050483.60 41330860.27  132047.07
12 1980 44737321 45175636.11 4401202939 4533924283 -438315.11
13 1985 50664458 5032915597 49163520 96 5149479098 33530203
14 1990 56473035 55525837 59 5435404596 5669762923 947197 41
15 1995 510686589 B0610214.42 59420526.82 6179000202 456474.58
16 2000 64729000 655439880 47 6425027279 66629508 16 -710890.47
17 2005 68861000 69900367.36 6&T04776.26 71096358.45 -1039567.36
18 2010 73723000 73914831.55 7271741922 75112243.88 -191831.55
19 2015 78152000 7744381070 7624970632 7883791508 70818930

© - o 5 e N =

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Verhulst logistic function

1E8 |

Carrying Capacity 24 million

8E7 -

6E7 -

4E7

Censused and predicted values

2E7

Lower asymptote 9.53 million

: - - : -
1920 1940 1960 1980 2000 2055020
Year

Fopulation = predicted
L9Smean —— U35mean
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Ek 4: SAS NLIN Ciktis1, Ricketts/Head biiyiime fonksiyonu, Fonksiyon 2 (Turkpop6.sas)

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Ricketts/Head growth function

The NLIN Procedure
Dependent Variable Population
Method: Newton

Iterative Phase
Iter Qle r Q2e v Sum of Squares
[1] 11.9900 01621 | 9.7222 43000 24E15
1 14,4086 01621 97222 42742 6.453E14
2 129234 01621 9.7222| 3.6609 1.849E14
3 137121 01621 10,3086 | 4.1588 J.TOTE1S
4 142356 0.1621 10.8945| 45087 1.33E13
5 11.5098 012899 &7575| 3.6856 4 634E12
6 109742 01225 5.40862 3.5863 2583612
T 109512 01219 84110 3.5589 2 462E12
8 109524 01219 34133 3.6005 2 461E12
9 108524 01219 84134 3.6006 2.461E12
MOTE: Cenvergence criterion met.
Source DF Sum of Squares Mean Square F Value %ﬂ_p:cl::x
Model 4 3.895E16 9.737TE15 593413 <0001
Error 15 2 461E12 1.641E11
Uncorrected Total 19 3.595E16
= Approx - - = - Percent
Parameter Estimate Std Error Approximate 95% Confidence Limits Skewness Bias Bias
Qe 10.9524 0.5702 9.7370 12.1678 0.0741 0.0345 0.32
r 01219 0.00592 0.1093 0.1345 0.0936 0.000391 0.32
Qze B8.4134 0.4524 7.4492 93776 0.0870  0.0275 0.33
v 3.6008 0.1832 3.1888 4.0123 0.0851 0.0117 0.3z
Global Nonlinearity Measures
Max Intrinsic Curvature 0.0745
RMS Intrinsic Curvature 0.0324

Max Parameter-Effects Curvature 04452
RMS Parameter-Effects Curvature 01939

Curvature Critical Value 0.5721
Raw Residual Variance 164E9
Projected Residual Variance 97ZES
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Ek 5: SAS NLIN Ciktisi, Ricketts/Head Biiyiime Fonksiyonu, Fonksiyon 4 (Turkpop6b.sas)

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Ricketts/Head growth function (Two independent variable and iteratively reweighted )

The NLIN Procedure
Dependent Variable Population
Method: Newton

Iterative Phase

Iter Qe r Q2e v s Weighted SS
0 119911 01121 9.7212 3.3541 0.0150 7.689E11
1 9.5356 0.0847 7.7592 2.6467 0.2281 8.075E11
2 9.9989 0.0895 5.0797 27583 02125 1.266E12
3 106820 0.0957 85573 29303 0.2184 1.231E12
4 112760 01018 9.0320 3.0329 02088 9.263E11
5 116536 01057 9.3252 3.1360 0.1979 1.038E12
6 120132 01099 95108 32912 01702 1.048E12
7 122500 01129 9.7969 33623 01477 1.024E12
8 123622 01143 9.8351 33966 01350 1.014E12
9 124059 0.1149 9.9194 3410301310 1.011E12
10 124215 01151 9.9317 34153 0.1290 1.01E12
11 124270 01152 9.9360 34171 0.1283 1.01E12
12 124290 01152 9.9375 3.4178 01280 1.01E12
13 124297 01152 9.9331 3.4180 01279 1.01E12
14 124300 01152 9.9383 34181 01278 1.01E12
15 124301 01152 9.9384 34182 01278 1.01E12
16  12.4301 01152 9.9384 3.4182 01276 1.01E12
17 124302 01152 9.9334 34182 01278 1.01E12
| NOTE: Convergence criterion met.
Fit Diagnostics for Population
80000000 |
30 30
= 60000000
3 3 E
g 204 g 2 £ 40000000
D ) =3
-9 -1 =)
104 104 & 20000000 |
o
0 ! T T T
1 ‘ES 25IE4 snnlnnn 45‘E4 15‘E4 1snlnnn 450‘000 0 40000000 80000000
) ) B N Predicted Value
Raw Residual Projected Residual
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Source DF  Sum of Squares Mean Square F Value %'er:?

Model 5 2.858E16 5.7T1TE15 792512 <0001

Error 14 1.01E12 7.213E10

Uncorrected Total 19 2 858E16
Parameter Estimate Sﬁ%ﬁgr Approximate 95% Confidence Limits Skewness Bias P?arit;esnt
Qle 12.4302 0.5128 11.3303 13.5300 0.0720  0.0293 0.24
r 0.1152  0.00519 0.1041 0.1263 0.1249 | 0.000303 0.26
Qe 9.9334 0.4182 9.0415 10.8353 0.0831  0.0244 0.25
v 3.4182 0.1531 3.0898 3.7485 0.1081 0.00860 0.25
3 0.1278 0.0458 0.0296 0.2260 -0.0510 | -0.00042 033

Global Nonlinearity Measures
Max Intrinsic Curvature 0.0745
RMS Intrinsic Curvature 0.0250
Max Parameter-Effects Curvature 0.3819
RMS Parameter-Effects Curvature 0.1491

Curvature Critical Value 0.5814
Raw Residual Variance T21ES
Projected Residual Variance BR4E2

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Ricketts/Head growth function (Two independent variable and iteratively reweighted )

Obs Year Population der der2 predicted L95: Ug5; idual
1 1925 13538351 1 1 13310680.72 | 12597317.22 1402404421 22767028
2 1930 14350591 1 1| 14431794.93 1376566068 15097929.16 -81203.93
3 1935 16158015 1 1/ 15758015.05 14965169 46 16547860.64 400002.95
4 1840 17320850 1 1/17326222.32 16485174.40 13167270.23 49472768
5 1945 13790174 1 1/19179222.44 18379039.41 19979405.47 -359045.44
6 1950 20947185 1 1/21365914.08 20535961.95 22192866.20 -418725.05
7 1955 24064763 24569936.98 23705206 85 2543476707 -505223.98
8 1960 27755532 27695265.62 27004935.97 2838559527  60266.35

9 | 1965 31391421
10 1970 35605176
11 1975 40347719
12 1980 44737321
13 1985 50664458
14 | 1990 56473035
15 1995 61066689
16 2000 64729000
17 2005 63861000
18 2010 73723000
19 | 2015 78152000

31326944.91 | 3064023276 32013657.07 64476.09
35490579.59 | 34789678.63 | 36191280.56 114596.41
40156635.79 | 39427090.93 | 40890180.64 189083.21
45211430.22 | 44339421 42 46083439.02 -474109.22
S0410375.55 | 49549674.83 51270876.28 254082.45
56494560.11 | 55747901.63 | 57241218.60  -21525.11
60963180.32 | 60230300.89 61696059.75 103505.65
64992501.86 | 64215934.43 B5769069.30 -263501.86
68014756.47 | 68205568.17 6962304476 -53756.47
T3221116.00 | T2320245.77 74121986.24 501884.00
T8326483.64  TT493569.31 7916339797 -176483.64

WoWw W W W W MR R R M R M
LI W L W R R R RS RS R R
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Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Ricketts / Head growth fonction (Two independent variable and iteratively reweighted)

1.2E8

Carrying capacity 115 million

1E8

BE7

Census and predicted valyes
IS
g
|

2E7 A

Lower asymptote 7.2 million

- - - - -
1520 1240 1960 1980 2000 20152020

Year

Fopulation [
L9Smean ——— U9Smean
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Ek 6: SAS NLIN Ciktisi, Gompertz biiyiime fonksiyonu, Fonksiyon 1 (Turkpop2b.sas)

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Gompertz growth function

The NLIN Procedure
Dependent Variable Population
Method: Newton

Iterative Phase

ter| 1 Q  Sum of Squares
0 00400 12.0000 9.052E15
1 |oosss 120000 3.15E15
2 00550 67546 1.982E15
3 00418 39281 8.49E14
4 | oozes| 24012 6.208E13
5 00266 25256 6.291E12
6 00270 25741 4.803E12
7 |oo271] 25773 a7eTETZ
8 00271 25773 4.797E12

NOTE: Gonvergence critsrion met.

Fit Diagnostics for Population
0] ] I~ 0000000
30
30 e
= 0 = ol £ 20000000
o T T T
" e * s b soos 1oe ° joseoann  Sacoonoe
Raw Residual Projected Residual Predicted Value
1000000 - - 2] - 500
. soom00 < ' R ) EJ
H o R . ) R & \.r-.
& . H z . T.e - = 500
e e . P N g
-S00000 — - =
- R . = - 1000 -|
=
20000000 80000000 20000000 80000000 20000000 0006000
Predicted Value Predicted Value Predicted Value
2 = 2 =
- . - . =
. T . Bl —ATs fF——
5 : - - ] = - °
E o 2 o -
z s : 2] : -, F H]
T T H
= 2
000 005 010 015 020 000 005 010 015 020 sc0o00 6 500000 1000060
Tangential Leverage Jacobian Leverage Residual
* Raw Projected |
Source DF | Sum of Squares Mean Square F Value 'E:,EF‘:?
Model 2 3.895E16 1.947E16 | 630107 <0001
Error 17 4.797E12 2.822E11
Uncorrected Total 19 3.895E16
- Approx - . —r . Percent
Parameter Estimate std Error Approximate 95% Confidence Limits Skewness Bias Bias
r 00271 0.000230 0.0266 0.0275 0.0236 1.226E-6 0.005
Q 25773 0.0230 2.5289 2.5258 0.0550  0.000227 0.009

Global Nonlinearity Measures
Max Intrinsic Curvature 0.0148
RMS Intrinsic Curvature 0.0090
Max Parameter-Effects Curvature 0.0343
RMS Parameter-Effects Curvature 0.0210

Curvature Critical Value 0.5277
Raw Residual Variance 282E9
Projected Residual Variance 284E9
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Nonlinear Curve Fitting for Turkey Population (1925-2015)
Gompertz growth function

Obs year Population predicted L35 ugs
1925 13538351 | 14167572.65 13042748.93 15282395.37 528221565

2 1930 14350591 14734038.13 | 13603742.47 | 15864333.79 -383447.13
3 1935 16158018 15633108.57 | 14493808.37 16772607.78 524009.43
4 1940 17820950 16956735.94 | 15804515.82 | 18108956.06 864214.06
5 1945 18790174 1878137787 17614700.00 1994805573 8796.13
& 1950 20947188 21156087.50 | 19976141.50 | 22336033.41  -208899.50
T 1955 24064763 24095091.04 | 22905095.68 25284186.40 -30328.04
8 1960 27755532 27575990.20 26383583.80 2876830652 179541.80
] 1965 31391421 | 31543214.78 | 30353184.77 | 32733244.78 | -151793.78

10 1970 35805176 35915293 23| 3473141668 | 3709918977 -31011723
11 | 1975| 40347719 4050408210 | 39417202.70 |41770061.42 -248383.10
12 | 1980| 44737321 45474210.07 | 44302220.80 |46646199.35 -T36889.07
13 | 1985| G5O06B4458 5045143453 | 4028014434 |51622724.73 213023.47
14 | 1950| 56473035 55420157.82| 54253630.30 | 56604685.24 1043877.18
15 | 1995| 61065689 60322846.83| 59138707.09 |61506986.57 74324217
16 | 2000| 64725000 65062465.01 | 63866700.02|66258131.00 -333465.01
17 | 2005| 68861000 6959324152 63384957.24|70801525.80 -732241.52
18 | 2010| 73723000 73875192.01 | 72654818.75|75005485.26 -152182.01
19 | 2015| 78152000 77881803.94 7T6651508.11|T79112089.77 270196.08

Graph of Turkish Population (1925-2015)
Gompertz growth function
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Ek 7: SAS NLIN Ciktisi, Gompertz biiyiime fonksiyonu, Fonksiyon 2 (Turkpop2c.sas)

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Gompertz growth function (Two variable and iteratively reweighted)

The NLIN Procedure
Dependent Variable Population
Method: Newton

Iterative Phase
Iter Qe Re 5 Weighted SS
0 1.18%0 | -3.3800  0.0500 2.037E12
1 1.0696 | -3.5689 00500 4 605E12
2 09032 -36139| -00263 3205612
3 0.9489 | -3.6263 -0.00008 3.057E12
4 0.9748|-3.6394 0.0170 2.789E12
5 0.9821 -36430 00217 2764E12
6 0.9340 | -3.6439 0.0230 2.763E12
T 0.9845|-3.6442 0.0233 2.763E12
8 0.9347 | -3.6442 00234 2.783E12
9 05847 | -36443 00234 2 T63E12
10 0.9847 -3.6443 0.0234 2.763E12
11 0.9847 -3.6443 00234 2.783E12
12 09847 -3.6443 002234 2.763E12

NOTE: Convergence criterion met.

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value A;)rp:c;:x

Model 3 2.918E18 §.725E15 | 56322.7 | <0001

Error 16 2.783E12 17ZTEN

Uncorrected Total 19 2.918E16
Parameter Estimate Approx Approximate 95% Confidence Limits Skewness Bias [+

Std Error Bias

Qe 05347 0.0223 0.9375 1.0319 0.0111 | 0.000057 0.008
Re -3.6443 0.0168 -3.6798 -3.8087 -0.0423 -0.00011 0.003
s 0.0234 0.0143 -0.00693 0.0538 0.00183 | 8.01ME-6 0.034

Approximate Correlation Matrix
Qe Re s
Qe 1.0000000 -0.7056069 0.9404604
Re -0.7056068 1.0000000 -0.8%13110
s 094048584 -0.8%13110 1.0000000

Global Nonlinearity Measures
Max Intrinsic Curvature 0.0085
RMS Intrinsic Curvature 0.0077
Max Parameter-Effects Curvature 0.1114
RMS Parameter-Effects Curvature 0.0500
Curvature Critical Value
Raw Residual Variance

Projected Residual Variance

Ek 8: SAS NLIN Ciktisi, Gompertz hiperbolik biiyiime fonksiyonu, Fonksiyon 4 (Turkpo-
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p2arsinhwe.sas)

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Gompertz hyperbolic growth function (lteratively reweighted)

The NLIN Procedure
Dependent Variable Population
Method: Newton

Iterative Phase
Iter r Q [ Weighted §5
L1} 0.0240 1.0100 0.0110 2.322E12
1 0.0239 1.0177 0.0136 1.507E1Z2
2 0.0241 1.0133 0.0129 1.423E12
3 0.0242 1.0139 0.0124 1.389E12
4 0.0243  1.0139 0.0121 1.37E1Z
5 0.0243 1.0183 0.0120 1.36E12
6 0.0243 1.0187 0.0119 1.354E12
T 0.0244 1.0187 0.0119 1.351E12
8 0.0244 10187 001159 1.349E12
9 0.0244 1.0187 0.011% 1.348E12
10 0.0244 1.0136 0.0119 1.347E12
11 0.0244 1.0186 0.0119 1.347E12
412 00244 10186 001159 1.347E12
13 0.0244 1.0136 0.0119 1.347E12
14 0.0244 1.0186 0.0119 1.347E12
15 0.0244 1.0136 0.0119 1.347E12
16 00244 10186 00115 1.347E12
417 0.0244 1.0186 0.01189 1.347E12
18 0.0244 1.0186 0.0119 1.347E12

I NOTE: Convergence criterion met.

Source DF Sum of Squares Mean Square F Value ﬁ:}prp;rc::x
Model 3 2 491E16 8.304E15 98647.7| <.0001
Error 16 1.347E12 3.418E10
Uncorrected Total 19 2 491E16
N Approx q - - Percent
Parameter Estimate Std Error Approximate 95% Confidence Limits Skewness Bias Bias
r 00244 0.000410 0.0235 0.0252 0.0241  2.134E-6 0.009
1.0186 0.00234 1.0126 1.0247 0.00824 6.365E-6 62E-5
C 00119 0.00240 000631 0.0170 -0.0107 | -B.59E-6 -0.07
Global Nonlinearity Measures
Max Intrinsic Curvature 0.0179
RMS Intrinsic Curvature 0.0021

Max Parameter-Effects Curvature 0.0185
RMS Parameter-Effects Curvature 0.0083

Curvature Critical Value 0.5557
Raw Residual Variance B42E8
Projected Residual Variance 123E9
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Ekonometri ve istatistik e-Dergisi

Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Gompertz hyperbolic growth function (lteratively reweighted)

Obs Year Populati predicted L95 U95mean residuals
1 1925 13538351 13596379.67 1292499317 14267761.16 | -58028.67
2 1930 14350591 14352669.32 1370272739 15002611.76 -2078.82
3 1935 16153018 15447493.54 1444747013 1644751691 | 710524 46
4 1940 ATE20950 16945758.67 1572646487 1816505286 | 875191.13
5 1845 18790174 18896668.52 18167719.77 19625617.85 -106494.52
[i] 1950 20947188 21327772.51 20502836.80 2215270822 -380584.51
T 1955 24064763 24242157.00 23494567 42 24959746.58 -177394.00
8 1960 27755532 27619139.72 26888611.51 28349667.94 13639228
9 1965 31391421 31415426.39 30725620.79 32111232.00 -27005.39
10 1870 35605176 35565167.01 3458404772 3629228630 1700599
1 1875 40347719 40081259.66 39266494 13 4089502519 | 266459.34
12 1980 44737321 44916238.95 4412799423 45704483.66 -178917.95
13 1985 50664458 50825086.15 S0083761.68 5156639061 -160625.15
14 1980 56473035 56116460.99 5526379556 5696912642 356574.01
15 1985 61066689 50566444.11 6007343671 61659451.50 20024489
16 2000 64729000 §5372430.83 64396419.32 6634544235  -643430.63
17 2005 63561000 §9650312.70 6854775119 70752874.21 -789312.70
18 2010 73723000 7369019734 7296183954 74413555.14 32802.65
19 2015 78152000 77481303.72 7646729530 78459530915 67069523
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Nonlinear Curve Fitting for the Population of Turkey (1925-2015)
Gompertz hyperbolic growth function (lteratively reweighted)

1.2E8
Carrying Capacity 115 million

1E2

8E7

EET -

4E7

Census and predicted values

2E7

Lower asymptote 13 million
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