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(074
Bu ¢alismada sacilim terimi igeren duragan olmayan bir kinetik denklem igin bazi diiz ve ters problemler ele
alinmustir. Bu problemlerin ¢6ziimlerinin tekligi arastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kinetik denklem, Diiz problem, Ters kaynak problemi, Coziimiin tekligi

Some Direct and Inverse Problems
for a Non-Stationary Kinetic Equation

ABSTRACT
In this study, some direct and inverse problems for a non-stationary kinetic equation which includes a scattering
term are considered. Uniqueness of solutions of these problems is investigated.
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|. GIRIS

Kinetik denklemler, birinci mertebeden kismi tiirevli denklemler olup gaz dinamigi ve plazma
fiziginden, biyoloji ve sosyoekonomige kadar bir¢ok alanda karsimiza c¢ikmaktadir, [1-3]. Bu
denklemler dogadaki ¢ok parcacikli sistemlerin zamansal evriminin istatistiksel bir modeli olarak
kullanilmaktadir. Ornegin, sosyal bilimlerde bir etnik sistemin nitel ve nicel olarak matematik
modelinin olusturulmasi biiyiik 6nem tagimaktadir. Burada s6z konusu model etnik kinetik
denklemdir:

ap; o om gy OO o)

- [OH oW OH oW

j=1

(1) denkleminde W (x, p, t,y) fonksiyonu, fiziksel (t,y) ve sosyal (x,p) degiskeninin faz uzayindaki
bireylerin dagilimini, H(x,p,y) biyokimyasal enerjiyi, x bireyin potansiyel imkanini, p bir isi
yapmadaki istegini, t zaman degiskenini, y uzay degiskenini, * isareti ise (t,y) degiskenlerine gore
konvolisyonu gostermektedir, [3].

Diger taraftan tomografinin matematiksel temeli olarak kabul edilen integral geometri problemlerinin
onemli bir kismi kinetik denklemler i¢in gesitli ters problemlere indirgenebilmektedir, [4]. Bilgisayarli
tomografinin ¢aligma prensibi kisaca soyle ifade edilebilir: incelenen nesne farkli agilardan radyasyona
maruz birakilir ve gozlem noktasinda radyasyon parametreleri Olgiiliir. Elde edilen sonuglar
bilgisayarda islenerek nesnenin nicel fiziksel parametrelerinin uzaysal dagilimi hesaplanir. Bilgisayarl
tomografinin matematiksel modelinin temel denklemi:

(x)do =] (r)
J;mmu x)do r @)

seklinde verilir. Burada M (r) radyasyon kaynagi ile gézlem noktasini baglayan isini, p(x) ise ele
alian nesnenin karakterini ifade etmektedir. Integral geometri problemi, (2) integrali verildiginde
u(x) fonksiyonunun bulunmasi olarak ifade edilmektedir. Bu problem uygun tiirev alma islemleri ve
geodezik denklem yardimiyla bir kinetik denkleme doniistiiriilebilir, [4-7]. Bu konudaki ilk ¢aligmalar
Radon [8] ve John [9] tarafindan yapilmustir.

Bu makalede bir
Q={(x,vt):xeDc R, veGcR",te(0,T)}

bolgesinde

lu=u+<V,HV,u>—-<V,HV,u>

()

olmak tlizere
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lu +f K(Cx,v,v", ulx,v',t)dv' = F(x,v,t) %)
G

kinetik denklemi ele alinmaktadir. (4) denkleminde u(x,v,t) fonksiyonu (x,v,t) noktasinin
komsulugundaki faz uzayinda birim hacimdeki pargaciklarin sayisim gostermektedir. Ayrica H(x, v)
Hamilton fonksiyonu, K(x, v, v’,t) sacilim ¢ekirdegi ve onu igeren integralli terim de sagilim terimi
olarak adlandirilir. Bu terim, ilgilenilen fiziksel modeldeki pargaciklarin birbiriyle veya ortamla
etkilesimi sonucu ortaya ¢ikan sagilim olaylarini ifade eder. Burada (-,-) sembolii R™ de skalar ¢arpim
icin kullanilmaktadir.

Kinetik denklemler i¢in diiz problem, bir biiyiikliigiin verilen baslangi¢ ve sinir kosullarina gore bir t
anindaki dagilim fonksiyonunun bulunmasi olarak ifade edilir. Ters problem ise verilen bir ek
bilgiden, dagilim fonksiyonuna ilaveten denklemdeki bazi fonksiyonlarin da es zamanli olarak
belirlenmesini igerir. Kinetik denklemler i¢in gesitli ters problemlerin ¢6ziilebilirligi [3-5, 10] da,
sayisal ¢oziimleri ise [10-13] de calisilmistir. Hiperbolik, parabolik ve eliptik denklemler i¢in degisik
tipte ters problemler [14-16] tarafindan ele alinmistir.

Bu calismada (4) denklemi i¢in iki diiz problem, yani Problem 1 ve Problem 2, ve bir de ters problem
ele almacaktir. Bu problemlerin ¢oziimlerinin tekligi icin gerekli sartlar arastirilacaktir. Makale
boyunca 9Q, Q bolgesinin sinirini, 77 vektorii ise dQ nun birim dis normal vektoriinii ifade etmektedir
ve = Ny, Ny, Ne), Ny = (nxl, ...,nxn),n,, = (Ny,, -, Ny, ) olarak tammhdir. Kolaylik agisindan
(x,v) =p€Q=DXG gosterimi kullamlmis olup Q sinirh bir bdlge ve 9Q € C! olarak kabul
edilmektedir. Ayrica

['=00x(0,T),
I_={(pt) €T:(V,H,ny,) — (V,H,n,) <0}

gosterimleri kullanilmigtir.

Il. KINETIK DENKLEM ICIN BAZI DUZ PROBLEML ER

Problem 1

(4) denkleminin Q bdlgesinde tanimli ve

u=aeq (p' t)' (P» t) € F_, (5)

u(p,0) = ¢2(p) ©6)

kosullarini saglayan bir u(p, t) ¢oziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.
Teorem 1

H € C?(Q) ve K € C(Q) olmak iizere Problem 1’in C1(Q) smifinda en gok bir ¢dziimii vardir.
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Ispat:

Kabul edelim ki F = ¢; = ¢, = 0 olsun. ilk olarak z = uexp(—At) seklinde yeni bir bilinmeyen
fonksiyon tamimlayalim. Burada C = maxp, neg{K 2} olmak iizere A sayis1

CmesG + 1
2 (7

esitsizligini saglasin. Bu durumda z fonksiyonu

(I2)e?t + Azet + (fG szv’) et =0, (®)
z=0,(p,t) €l_, )
z(p,0)=0 (10)

bagintilarini saglar. (8) denklemi 2z ile garpilirsa

n n
(z2), + Z Hy, (2%)x, — Z Hy, (z%)y, + 222% + 2Zf Kzdv' =0 (11)
- L G

=1 =1

elde edilir. Bu esitligin Q bolgesi tizerinde integrali alinir ve (9)-(10) sartlar1 kullanilirsa

21z%dQ +J ZZf Kzdv'dQ <0
-[Q Q G (12)

bulunur. Bu esitsizligin solundaki ikinci terim i¢in 2ab < a? + b? ve Cauchy-Schwartz esitsizlikleri
yardimiyla asagidaki degerlendirme yapilabilir:

_[Q szG Kzdv' dQ SfQ <zz+<fa szv’>2>dQ SfQ <22+Cf6 ZZdv’>dQ. (13)
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Diger taraftan

T
f fzz(x,v’)dv’dQ=ff fzzdv’f dvdxdt
Q J6 o o Jg G
T
=mestf fzzdv’dxdt=mest z%dQ
o /b Jg Q

oldugundan (13) esitsizligi

f sz Kzdv' dQ Sf zde+Cmest z%dQ (14)
Q G Q Q

olarak yazilabilir. Bu durumda (12) bagntist
f (21— 1—CmesG)z?dQ <0 (15)
Q

halini alir. Son olarak (7) esitsizliginden z = 0 elde edilir ve boylece u = 0 olup ispat tamamlanir.

Problem 2

(4) denkleminin Q boélgesinde tanimli ve (5) sinir sart ile

u:(p, 0) = @3(p), (16)

baslangi¢ sartin1 saglayan bir u(p, t) ¢6ziimiiniin bulunmasi problemini ele alalim.
Teorem 2

Kabul edelim ki H € C%2(Q), K € C(Q) olsun. Ayrica K fonksiyonu t degiskeninden bagimsiz ve
bolgesinde H,, > 0 olsun. Bu durumda Problem 2, C?(Q) uzayinda en ¢ok bir ¢dziime sahiptir.

ispat: Ik olarak F = ¢, = @3 = 0 olsun. Eger (4) denkleminin ve (5) sartinin t ye gore tiirevini
alirsak, z = u; olmak tizere
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lz+ [, K(p,v")z(x,v',t)dv' =0, (17)
z=0,(p,t) €T, (18)

z(p,0) =0 (19)

bagntilar saglanir. O halde Teorem 1 kullanilarak @ bolgesinde z = u; = 0 oldugu goriiliir. Diger bir
ifade ile (4) denklemi duragan denkleme, Problem 1 ise homojen bir probleme indirgenmis olur. Daha
acik olarak

<V,H,V,u>-<V,HV,u> +f K(p,vHu(x,v")dv' =0, (20)
G
u=0, perl (21)

yazilabilir. Simdi Z = uexp(—Ax;) sekinde yeni bilinmeyen fonksiyon tamimlayalim. Burada C =
1+CmesG

maxy ,yenlk 2} olmak iizere 1 > esitsizligi saglanmaktadir. Bu durumda

v1

<V H,VyZ > +H, Z2A—<V,H,V,Z > + f K(p,v)z(x,v")dv' =0, (22)
G

Z=0,pel (23)

elde edilir. (22) denklemini 27 ile garparsak

< VuH,V,(2%) > +H,, 22°A—< V,H,V,(Z%) > +2z~f K(p,v")Z(x,v)dv' =0 (24)
G

bulunur. Bu esitligin () bdlgesi lizerinde integrali alinirsa

n n

| ), = Hoeddp =Y [ (), = Ha 7

o Q L = Q 13

=1 =1 (25)

+2J Hvliz/ldp+2j zj KZdv'dp = 0
Q Q G
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yazilabilir. Son esitlikte Gauss-Green formiilii kullanilirsa

(Hy,2%)x, dp =f H,,Z% ny,dS,

fg v X 50 v X (26)
52 — 52

fﬂ (Hxiz )vl- dp = LngiZ ny,,ds, 27)

olacagindan

n n

Z j (Hy2?)_dp —Z f (Ho2?) dp = j F2((V,H,ny) — (V,H,n,)) dS 28)

=1 l i=1 "0 l o0

yazilabilir. Burada (23) sart1 dikkate alindiginda
~2 ~ L] ! <
2,[9 H, Z /'ldQ+2.[Q Z-fa Kzdv'dQ <0 (29)
ve (14) degerlendirmesinden
52
fﬂ (2AH,, — 1 — CmesG)z=dQ <0 (30)

olur ki buradan da Z = 0 ve sonug olarak u = 0 elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

I1l. KINETIK DENKLEM ICIN BiR TERS PROBLEM

Bu boliimde, g(p, t) bilinen bir fonksiyon olmak iizere asagidaki ters problem incelenecektir.
Problem 3

(4) denkleminde F(p,t) = g(p,t)u(p) olarak verilsin. Bu durumda (4) denkleminin (5) ve (16)
kosullarini saglayan bir (u, u) fonksiyonlar ¢iftinin
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u(p, T) = ¢4(p) (31)

ek bilgisi yardimiyla bulunmasi problemini ele alalim.

Bu calismada Problem 3 iin ¢6ziimiiniin tekligi arastirilacaktir.
Teorem 3

Kabul edelim ki H(x, v) € C'(Q), Q bolgesinde H,, > 0 ve g # 0 olsun. Bu durumda Problem 3, en
cok bir (u, u) € C?(Q) x C*(Q) ¢oziimiine sahiptir.

ispat: IIk olarak ¢@; = @3 = @, = 0 alalim. Daha sonra u = gz bagmtis1 yardimiyla yeni bir
bilinmeyen fonksiyon tanimlayalim. Bu durumda z fonksiyonu asagidaki denklemi saglar:

lz+ g tlgz + f K, v',t)z(x,v', t)dv’ = u(p). (32)
G

(32) denkleminin t ye gore tiirevi alinirsa, a = g~ 1lg olmak iizere

d ’ ’

a (lZ) = —(aZt + atZ) - fG KtZdU — fG Kthv (33)

2
elde edilir. Simdi A > 1 olmak iizere w = ze~**1 ve s > max (%) olmak tizere Y = —s(t + 1)

seklinde iki yeni fonksiyon tanimlayalim. O halde
z=wet1,z, = wte’l"l,zx1 = leelxl + Awer*1,
Axl

— A : —
Zy, = Wy, (I > 1),z = wye

bagntilart yardimiyla
i(lw) + AH, w; + Yyw = ((1/) —a,)z—az )e"l"i -[ K ze Mgy’ —f[. Kz e Mgy’
at v, Wt t t ¢ it G "t (34)

denklemi bulunur. Son esitligin her iki tarafinin karesi alinir, sol taraftaki (% (Iw) + yw)? pozitif
terimi ihmal edilirse
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22,2 9
A*Hy wi + 2AH, w; 3% (w) + yw

2

2
<4 <(lp — at)zzz + aZth + <f Ktzdv’> + (f KthU,> )e—lel (35)
G G

esitsizligi elde edilir. Diger yandan

n n
d
20y, we (- (W) + 3w ) = Ay, (W) + Ay, D" Hoy W)y, + Ay, Y H W)y, + AHy ),
i=1 =

i=1

n
= AHy,, W¢ + Yyw?), — AH, h,w? + AZ ((H,,l.H,,lwtz)xi + (HxiHvlwtz)vi)

i=1
n

— Aw? Z ((H,,l,H,,l)xi + (Hxl,Hvl)vi) (36)

i=1

esitligi yazilabilir. O halde (36) esitligi de géz 6niinde bulundurularak (35) esitsizliginin sol tarafinda
tekrar z fonksiyonuna gegilir ve integralli terimler i¢in Cauchy-Schwartz esitsizligi kullanilirsa:

n
AHvl(th +z?) e 4 <’12H51 - /12 ((HViHvl)x. + (HxiH'Ul)v.) - 4a2> the—2/1x1
4 l
i=1
n
+AZ ((HviHvlztze‘“xl)xi + (Hxl.Hvlthe-Zﬂxl)vi) — (AHp Ye + 4 — a,)?)z%e ™2
i=1
—4M (fc z2dv' + [, thdv’) e 1 <0 (37)

oldugu goriiliir. Burada M = (mt?xQ{K 2 K2} olarak tanimlidir. Ayrica u = gz oldugundan
p,t)E

zf +yz° = g7%(uf — 2uw,g 7' ge + (b + g7 gHHu?) (38)

yazilabilir. O halde (37) esitsizliginin Q bolgesi lizerinde integrali alimir ve (16), (31) sartlar
kullanilirsa
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(28 + Pz = 9> (WY + g %gP)u* <0, (39)
(th + lpzz)ltZT = g_zu? = 0 (40)

esitsizlikleri bulunur. Ayrica I'_ sinir pargasi lizerinde z, = 0 olmas1 dikkate alinarak

=1

n
f <AZH£1 B AZ ((H”iH"1)x. + (HxiHV1)u.) - 4—(12 - 4MmeSG>the_2/1x1dQ
Q L i

— [, (AHy e + 40 — a)? - 4MmesG)z%e~2*1dQ < 0

(41)

elde edilir. Burada ¢ = —s oldugu g6z oniinde bulundurulursa

_ 1 (yn 2
A= X, o (Zl=1 (|(H"iH"1)xi| + |(HxiHV1)1;i|) + 4a® + 4MmesG),
1 = max 1+4(P—a;)?+4MmesG > max 1-4(P—a;)?+4MmesG

27 wieQ Hy, s (p.0E ~Hy
olmak tizere A > max{A,,A,} se¢imi yapilarak
2 ,—-2Ax

fQ z%e™*M1dQ <0 (42)

bulunur. O halde Q bdlgesinde z = 0 ve buna bagh olarak u = 0 oldugu goriilir. Son olarak (32)
esitliginden u = 0 elde edilir ve boylece ispat tamamlanur.

V. SONUC

Bu makalede matematiksel fizigin ©6nemli denklemlerinden olan ve kuantum mekaniginden
sosyolojiye kadar genis bir sahada uygulamalar1 bulunan kinetik denklemler ele alinmistir. Duragan
olmayan formda alinan yani zamana bagli bir dagilimin ve sa¢ilimin modellendigi bu denklemler i¢in
baz1 diiz ve ters problemlerin ¢oziimlerinin tekligi, Hamilton fonksiyonu ve sagilim g¢ekirdegi ile ilgili
verilen bazi kosullar altinda ispatlanmustir.
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