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Bu calsmada gorintl kimesi 6zel bir geometrik 6zellisahip olan Univalent fonksiyonlarin bazi aileleri
incelenmgtir. Bu aileler konveks ve vyildizil dégiimler, hemen hemen konveks dginiler ve spiral-like
donsuimlerdir. Bu fonksiyonlarin analitik 6zellikleriglgorintt kimesinin geometrisi arasindakilaati ifade
edilmigtir. Ayrica bu fonksiyonlarin Hadamard Carpimin@ogqietrik 6zellikleri ve bu carpim ile ghwrulan
kosullar derlenmtir.
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ABSTRACT

Some families of univalent functions for which theage domain has a special geometric property e@isidered
in the study. Among the families considered arevegrand star-like mappings, close-to-convex mapgisgiral-
like mappings. The connection between the geonoétitye image domains and analytic properties ofitapping
function was described. Also geometric propertieldadamard Product of geometric functions wereemtéd.
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l. GiRis

NALITIK fonksiyonlari 6zellikle de konformal dosiimleri calsmis olan Riemann’in aksine,

Weierstrass temel obje olarak kuvvet serisini kdltak fonksiyonlarin bir teorisini kurngiuwr.
Bierberbach varsayimi analitik fonksiyon teorisibn iki baks acisina dayanmaktadir; yani bir
fonksiyonu ayni anda hem bir déiin hem de bir seri olarak ele aytm. Boylece Bierberbach
konformal dénglimleri Riemann tarafindan caldigi gibi dikkate almg ve serinin ilk katsayisini sifir
ikinci katsayisini bir kabul ederek katsayilarirykligi Gzerinde dgiinmitir. Kompleks diizlemin
acik ve bglantili bir alt kimesi olan bib bdlgesindeki bif fonksiyonu, ger herhangi bir dgeri birden
fazla almiyorsa; bu fonksiyof bolgesinde tnivalent fonksiyon olarak adlandiriBir f Univalent
fonksiyonu D bolgesini gorinti kiimesf (D) bdolgesine konformal olarak resmeder. Kompleks

Koebe Riemann’in savindan hareketle buragakionisuminun ger D bdlgesindeki belirli birz,
noktasi icinf(z,) = 0 ve f'(z,) > 0 kosullarini sgliyorsa tek olacgini kesfetmistir. Bir tnivalent
fonksiyonun tersi de Univalent olgundan birim diskte tinivalent olan fonksiyonlarigaranak oldukca
ilgi uyandirmstir. Birim disktef(0) = 0 ve f'(0) = 1 ile normalize edilmi fonksiyonlarin kimes§
ile gosterilir. Bu durumd# fonksiyonunun Taylor Agihmi

fz)=z+ az"
kZz ‘

formundadir. Bu formdaki fonksiyonlarin gorintilessitli geometriler ve klasik karakterizasyonlar
tanimlar. Orngin, eger f fonksiyonu|z| < 1 birim diskinde (inivalent ve normalize edikranalitik
fonksiyon ise goruntugiv| < § diskini igerir. Ayrica bu fonksiyonlarin bazilarn gérintusu de yildiz,
yildiza yakin, konveks, konvekse yakin veya liriarak ergilebilir, spiral geometriler tanimlar: Bazisi
belirli yonlerde, bazisi diizgiin olarak, bazisi siikenoktalarin glenigine gére vb. gorintileri belirli
geometriler tanimlayan bu fonksiyonlar geometakidsiyonlar olarak bilinirler.

Ozellikle, eser kompleks diizlemde bir bolge icindeki sabit mktadan dier tim noktalara egiiebilir
ise bu bolgeye alinan sabit noktasina gore yildangetrisine sahiptir denir. Biea bir deysle igcindeki
sabit bir nokta ile herhangi bir noktasi bjtlgldi ginde olgan d@ru parcasi bu bolge icinde kaliyordur.
Her noktasina gdre yildiz geometrisine sahip b@denveks boélge denir.

Goruntisu yildiz geometrisine sahip olan fonksigomlyildizil, konveks geometrisine sahip olanlara
konveks fonksiyonlar denir.

Konvekse yakin fonksiyon(hemen hemen konveksjusekilde tanimlanir: Eer

f'@)
Re{g’(z)}>0 , zelU

olacaksekilde birg fonksiyonu varsa birim diskte bfr fonksiyonuna hemen hemen konvekstir denir.

Bu calgmada yukarida bahsedilen geometrik fonksiyonlantitems ve konvolusyon ozellikleri
derlenmitir.
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Il UNIVALENT FONKSIYONLARIN HADAMARD CARPIMI

|z| <1 birim diskinde yakinsak f(z) = z + Y, a,z* ve g(2) =z + Y7, bez" kuvvet seri
acilimlarinin Hadamard Carpimi

(f *9)(2) = z + Xy apby 2" 1z] <1

olarak tanimlanir. Bu carpimin konvolusyon integotdrak alternatif gosterimi:

* 9@ =572, f () 9@ds/s 1zl <p <1
oldugundanf = g ye f ve g fonksiyonlarinin konvolusyonu da denir.

Ayrica konvolusyon adi carpmsgléminin cebirsel 6zeliklerini sgar ve

[oe]

n=1

geometrik serisi konvolusyoslémi altinda birim eleman olarak etki eder: figgin f x L = f dir.

Hadamard Carpimi veya konvolusyon geometrik fortksigr teorisinde ilging bir tarine sahiptitk
olarak 1958 de G.dya ve I.J. Schoenberg [5$agidaki sanilarini ortaya atghardir.

Eger f(z) ve g(z) konveks is€f * g)(z) fonksiyonu da konvekstir.

Bu konvolusyonun tnivalent oldu ilk kez T.J. Suffridge [6] tarafindan gosteritivi. G. Pslya ve 1.J.
Schoenberg bu saninin birka¢ 6zel durumda daudoldusunu gostermgier ve sonra T.J. Suffridge
diger 6zel durumlarig@gidaki 6nermeyle okiurmustur.

Eger ¢(z) konveks vef (z) hemen hemen konveks fonksiyon (gex f)(z) hemen hemen konvekstir.
1973'te, Ruscheweyh ve Sheil-Small [4lfa-Schoenberg sanisinisaalyla ispatlanglardir.

Bu konjektirleri ispatlamak icin 6ncelikle yildizde konveks fonksiyonlarin bazi 6zelliklerinin
belirtiimesi gerekmektedir.

A. YILDIZIL VE KONVEKS FONKSONLARIN S&LADIGI OZELUKLER

Iyi bilinmektedir ki f(z) = Y-, axz® (a; # 0) fonksiyonu birim diskte yildizil Ginivalenttie=

zf'(2)
Re(f(z)>>0 , lz| <1 Y
ve ¢(z) fonksiyonu konveksti=
¢"(2)
Re<1+<p’(z)>>0 Jz) <1 (2)

ve ¢'(0) # 0. Boylece
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¢(z) fonksiyonu konvekstie= zg' (z) fonksiyonu yildizildir.

(1) ve (2) kaullari geometrik olarak lokaldir ve bu $dlar; bir f yildizil fonksiyonu icinz, |z| =

r (0 <r<1) c¢emberinde donerkem = f(z) orijin civarinda monoton olarak donegese bir ¢
konveks fonksiyonu icin tanjant vektori monoton raka artacgl gercginden dolayl analitik
formulasyonlardir. Bu fonksiyonlarin gorintl kiievdhin genel geometrik yapisi yukaridaki (1) ve (2)
kosullari ile dolayh olarak belirlenir. Ancak anaktkosullari daha genel ve daha agik olarak formule
etmek gerekir.

Teorem 1:Eger ¢(z) |z| <1 de konveks ise her bty (|zo | < 1) igin

0(2) = p(z) \*
(755 @
fonksiyonu yildizildir. Suffridge[8], Sheil-Small[9
Bir f(z) = ¥y, arz® (a, # 0) fonksiyonu ger
zf'(z) 1
Re(f(z)>>§ )zl <1 4)

kosulu seglamrsa% . mertebeden yildizildir.

Bu kosulun geometrik bir yorumu yoktur; ama analitik @kelde edilmeye uygundur ve genel yildizil

fonksiyonlarin sinifi ile yakindan gkilidir. g(z) yildizildir & f(z) =z @

% . mertebeden yildizildir. Ayrica

h(z) = hyz + h3z® + hgz® + -
fonksiyonu tek yildizil fonksiyondue

f(2) = hyz + h3z? + hgz® + -

fonksiyonu% . mertebeden yildizildir.gér z, = 0 noktasi Teorem 1'de yerine yazilirsa her konvgks

fonksiyonunur%. mertebeden yildizil olagagorilir ve genel olarak her kg (|z, | < 1) igin

Z(M) Lzl <1 5)

zZ— 27

fonksiyonu% . mertebeden yildizildir. (4) kolundan daha genel bir §ad asagidaki teoremde
verilmistir.

Teorem 2: f(z) % mertebeden yildizildi=

21— 23 'f(Zz)
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Eger ¢(z) konveks ise (5) fonksiyonid mertebeden yildizildir ve boylece Teorem 2 uygaitalir ve

konvekslik icin bir U¢ nokta kalu elde edilir. Ber ¢(z) konveks ise timoy| <1 (k =1,2,3)
kosulunu sglayan oy, 0,, 03 kompleks sayilari igin

Re <<P(Z) *[z01-012) (1 —0p2) ' (1 - 032)"1]> S %

0(2) * [z(1 — 0y2)"1(1 — 0,2)71] (Jz| < 1) 7)

elde edilir. (6) keulu benzersekilde donigturulebilir: Eger f(2) % . mertebeden yildizil ispr; | <
1,|0,] < 1 kosullarini sglayan herhangs;, o, ikilisi igin

m{ﬂ@*kﬂ—m@*ﬂ—®@45>l

@) * [z(d - 012) 1] 2 Izl <1) (8)

elde edilir.

Ispat(8): (8) aslinda (6)'nin yeniden diizenlerrmalidir. (8)'in paydasi

z 1 oz 1 ] 1
@) [y = @D o = @ @) = (@)
ve pay kismi
) 1 (1 1) _f(@12) = f(02)
f@ (1-0,2)(1 —0,2) f@) 01— 0y {1 YA B 1- O'ZZ)} B 01— 0y

olarak yazilabilir. (6)'dakiz, = 0,z ve z; = 0,z segilirse ispat tamamlanolur.
(7)'nin ispati icin @agidaki 6nerme[7] 6nemlidir.
Onerme 1:Eger f(z) konveks isdz| < 1 birim diskindeki timgz, { vew igin

R% z (-w(@-fw) c}>1
- DE-mFD-fw) @-0J 2

Ispat(7): Yukaridaki 6nermede = 03z, { = 0,z vew = d,z yazilirsa

03 01— 0y f(032) — f(0,2) O
03 — 0103 — 0, f(012) — f(0,2) 03— 01
_ o3 f(032) — f(0,2) 1 O
03 — 07 03 — 03 f(012) — f(022) 03 —0y
01— 0y
03 z 1 o4
=2 f() | -
- 1-032)(1— z -
B (o 7 f@ - [(1 —0y2)(1— ozz)] B

1 f(2)*{032(1 = 032) "' (1 = 0,2) "' — 012(1 — 012) "' (1 — 0,2) ™}
03 =03 f(@) *[z(1 = 0,2)7 (1 — 032)71]

_f@*[z(1 -0 2) (A= 02) " (1 — 032) "]
- f@r 20 - a2 (1 - 02)7]
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elde edilir.

Bir D bolgesinin orijine gore yildiziln, D de herhangi biz; noktasi ile orijini birlgtiren dgru parcasi
D bolgesi icinde kalmasi 6zdlliile D boélgesinin her noktasina gore yildigilida benzesekilde
karekterize edilir. Bu geometrik gozleme dayananédazil fonksiyonlar icin farkli tirde bir Gantiya
ihtiyagc vardir. Bu bgintiyr analitik terimlerle ifade etmek icin yildizionksiyonlarin birkac¢ sinir
Ozellikleri gereklidir.

f(2) yildizil ve
V() = lim arg(f(re™)) )

olsun.vt € R icinV(t) limiti vardir ve gagidaki 6zelliklere sahiptir.

V(t) t ye gbre monoton artandir. (20)
V(t+2m)=V(t)+2r ,Vtigin 119
V(e) = (V(E+0)—V(E—0)) ,Vtigin (12)

Bu sonuglar [10] da ofurulmustur.

h(t) = inf{s:V(s) = V(t) + m}

k(t) = sup{s:V(s) < V(t) + 1} (13)
buradan
h(t +2m) = h(t) + 2, k(t +2m) = k(t) + 21 (24)
t<h() <k(t) <t+2m (15)

vt € R igin yukaridaki keullar s&layanh(t) vek(t), t nin azalmayan fonksiyonlari olgu salanir.

Teorem 3:vVt € Rigint*, h(t) < t* < k(t) kosulunu sglayan herhangi bir saylyi gostersin. Buradan
|z| <1 de

) 1.0, ) o f(z
Im {e—LV(t)eEl(t+t )(1 _ ze“t)(l — ze~it )g} >0 (16)

olur.

B. POLYA-SCHOENBERG KONJEKTURU

Teorem 4: ¢(z) vey(z) birim diskte konveks Univalent fonksiyon olsunlBu durumda(e * ) (z)
fonksiyonu birim diskte konveks Univalenttir.

Teorem 5: Birim diskte ¢ (z) konveksf(z) hemen hemen konveks fonksiyonlar olsunlar. O halde
(¢ * f)(z) fonksiyonu birim diskte hemen hemen konveks foydsdlur.

Teorem 4’Un formulasyonuna denk bir formulasysagedaki gibidir.
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Teorem 6: Birim diskte(z) konveks va)(z) yildizil fonksiyonlar olsunlar. Bu durumda * 1) (z)
fonksiyonu birim diskte yildizildir.

Hemen hemen konveks fonksiyonlarin dnivalent gldbilinmektedir. Aagidaki yardimci dnerme
oldukca 6nemlidir.

Yardimci Onerme 1:¢(z) ve g(z) |z| < 1 de analitik vep(0) = g(0) = 0, ¢’(0) # 0, g'(0) # 0
sartlarini sglasinlar. Varsayilsin ki her (|| = 1) vea (la| = 1) igin

1+ aoz
1—o0z

@(z) * 9@ #0 (0<]z|<1) (17)
olsun. Sonrdz| < 1 de analitik ve
Re(F(z))>0 (z| < D (18)

kosulunu sglayan herr (z) fonksiyonu igin

(¢ * Fg)(Z))
Re|——=—|>0 z| <1 19
<((p*g)(z) (Iz] <1) (19)
dir.
Not 1: Yardimci Onerme 1'deki (17) kalu: Her analitikF fonksiyonu igin% fonksiyonunun

sadecd in goruntistunin konveks zarfindakigdderi alacgini gerektirir.

Yardimci Onerme 2: |z| < 1 birim diskindeh(z) analitik, h(0) = 0 olsun. Kabul edilsin kja| =
1Bl =1ile

h(z)
Re{(1—az)(1 - ﬁz)T (z] < 1) (20)
olacaksekildea ve 8 sabitleri var olsun. Buradan hg(z) konveks fonksiyonu icin
@(z)*h(z) #0 (0<]zl < 1) (21)
dir.

Yardimci Onerme 3: |z| < 1 birim diskindeg(z) konveksg(z) yildizil olsun. Buradarz| < 1 de
analitik

Re(F(z))>0 (lz| <1)
kosulunu s@layan herF (z) fonksiyonu igin

Re <(<p * Fg)(z)

@ 9@ ) >0 (Jz|<1) (22)

dir.

Ispat: Yardimci Onerme 1 iléx| = |o| = 1 kosulunu s&layan hera , o igin
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1+ aoz
g2)#0 (0<|zl <1) (23)

@(z) * T

kosulunu gostermek yeterli olacaktir. Yardimci OneBreegére bunun igin yeterli kal hera ve o
icin |z| < 1de

1+ a0czg(z
g( )}>0

Re {a(l —bz)(1—cz) rp—

olacaksekilde|a| = |b| = |c| = 1 kosulunu s&layana, b, ¢ sabitlerini bulmaktir. Teorem 3’ deh =
o secildginde, ¢ = e~"secilebilir ve burada—ac = e~ yazilmasiyla bdyle bir Eantinin
saslanaca aciktir. Teoremde ortaya cikasitik olasiligi uyguna secilerek Maksimunilkesi ile g6z
ardi edilebilir.

Simdi Teorem 4 ve 5'in ispatina gegilebilir.g& f hemen hemen konveks ise uygun yildgil
fonksiyonu igin

zf'(z) = g(2)F (2)

yazilir ve buradaRe(F(z)) > 0 dir. (22)'den

z(p*f)"\ __ (pxFg

elde edilir ve boyleceger ¢ * g nin yildizil oldigunu gosterilebilirse, ki bu Teorem 4’e denktir(Texor
6)Teorem 5 ispatlanir. Bunun yapilabilmesi icin

Re <%> >0 (lzZ1<1) 2s)
esitsizliginin gosterilmesi gerekig yildizil oldusundanke (—Zjég)) > 0 dir ve béylece (22)'de (z) =
—Zjég) yazilarak (25) elde edilir. BOylece iki teoremdpatlanir.

Not 2: Eger
f ’(Z)>

ke >0 (Iz] <1)

<¢(Z)

oldugunda ‘f  ye yakindir” deniliyorsgf 1y ye yakindir keulu ile herf ve ¢ konveks fonksiyonlar
icin @ = f in @ x ye yakin oldgu gosterilir.
C.%. MERTEBEDEN YILDIZIL FONKS ONLARIN KONVOLUSYONU

%. mertebeden yildizil fonksiyonlarin yapisi konvgius altinda korunur.

Teorem 7:Eger ¢ vey % mertebeden yildizil fonksiyonlar igex i konvolusyonu dé. mertebeden
yildizildir.
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Sonug 1:iki tek yildizil fonksiyonun Hadamard Carpimi yildfonksiyondur.

Teorem 8: ¢ vey % mertebeden yildizil fonksiyonlar olsunlar ve egnssin ki f asagidaki kasulu

salasin
zf'(z)
Re<¢(2)>>0 (lzl < 1) (26)
Sonra
Re <%> >0 (zl<1) @27)

dir ve Ozelliklep * f hemen hemen konveks fonksyiondur.

Yardimci Onerme 4:|z| < 1 birim diskindeh(z) analitik,h(0) = 0 olsun ve varsayilsin ki
h(z)
Re (1—,82)7 >0 (lz| < 1) (28)

olacaksekilde|8| = 1 kosulunu sglayang vardir. Ber ¢ % mertebeden yildizil fonksiyon ise
@) *xh(z) #0 (0<zl<1) (29)
dir.
Yardimci Onerme 5:¢ vey % mertebeden yildizil fonksiyonlar olsunlar ve
Re(F(z))>0 (Iz] < 1)

kosulunu s@layan herF (z) fonksiyonu igin

@(2) * F(2)}(2)
Re( ) >0 zl <1
0@ D@D (<1
olur.

Ispat: Yardimci Onerme 1'defw| = |o| = 1 kosulunu s&layan her, o icin

1+ aoz

$@ T Y@ #0  (0<lz<1)

kosulunu gostermek yeterli olacaktirgér hera, o icin

(lz] <1) (30)

1+ aazv’b(z)} -0
1—-o0z

Re {a(l - B2)

olacak sekilde § ve a bulunabilirse Yardimci Onerme 4 ile bughat ispatlanabiliry(z) %
mertebeden yildizil oldiundan hev(Jo| = 1) igin

Y(z)

1—o0z
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fonksiyonu yildizildir, ve béylece Teorem 3 bu feiylona uygulanirsa gerekli (30)hatisi elde edilir.

Teorem 7 gerceklenginde Teorem 8 bir 6nceki yardimci dnermeden ispatldsser ¢ ve ¥ %
mertebeden yildizil fonksiyonlar ise

* zY’ 1
Re<(p 1/)>>_
p*Y 2

z' (2)

kosulu gosterilmelidir. Yardimci Onerme 5&z) = o) yazilarak ve Not 2 uygulanarak yukaridaki

kosul elde edilir.

I1l. BULGULAR ve TARTISMA

A. KONVOLUSYOI§ARTLARI

Bazi fonksiyon aileleri icin konvekslik, yildiziKive spiral-like’lik gibi 6zellikler konvolusyon &
kosullar olusturularak ifade edilebilira. mertebeden konveks, yildizil ve spiral-like foyksilar;

eger |z| < R <1 de analitik vef(0) = 0, f'(0) = 1 ile normalize edilmy f(z) fonksiyonu

2f"(2)
f%@>>“

sartini sgliyorsaa(0 < a < 1) mertebeden konveks,

Re <Zf '(2)

Re<1+ (12l < R)

f(z)>>a (lz| <R)

sartini sgliyorsaa. mertebeden yildizil ve bazi, |4| <§ , reel sayisi igin

Re <e”%> >0 (lz] < R)

kosulunu sgliyorsa spiral-like fonksiyon olarak tanimlanir.

Bu siniflarin her biri icin konvolusyogarti su sekilde olgturulur: £ in bu siniflarin birinde olmasi igin
gerek ve yetegart é(f * g) # 0 sartini sglayan ve bu siniflarda olan tgrfonksiyonu bulmaktir.[12]

Teorem 9:|z| < R < 1 def fonksiyonua mertebeden konvekss

x+a ,
1 z+ T—a? 0 R .
o f*w # (Iz| <R,|x| = 1).
Ispat: f fonksiyonu|z| < R dea mertebeden konveksts

(zf'(2)
Re (W) >a (lz| < R). (31
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z=0 noktasmda(Z; ((Z)” = 1 oldugundan (31)

(zf")
f _aix—l
1—«a x+1

(lz| <R x| =1,x + —1)
esitsizligine denktir ve buradan

A+x)fY+A-2a—x)f"#0 (32)
elde edilir.f(z) = z + Y p, axz® yazilirsa

[ee] [00) 1
(2f ) =1+ kzz K2a ™ = f' (; ke = e

boylece (32)'nin sol tarafi

, - N o AT 2a—=x 1+x
f*(;[l—Za—x+(1+x)k]Zk H=f ot a )

o [(2-2a+(x+2a—-1)z
_f *< (1_2)2 >

olur. Boylece (32)

x+2a—-1 ,
e 2=2a 7|, 33
— *
ZZf 1= 2) (33)

esitsizligine denktir.zf' x g = f * zg' oldugundan (33)

a 2
1 Z+1_aZ 0 R .
— _ < =
A= | %0 Ud<r =1

formunda yazilabilir.
Not 3: Teorem 9 icin konvolusyogartindakix = —1 durumunun yani sira benzer sonuglar

Teorem 10, 11 ve 12'de de vardir ve bu Univalentlik gerekli olan|z| < 1 icin f’ # 0 kosuluna
denktir.

Teorem 10:|z| < R < 1 def fonksiyonua mertebeden yildizilde=

x+2a—1 ,
1 Z+—2_2a z
Ef* 0 -2)7? #0 (Jz| <R,|x| =1).
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Ispat: f fonksiyonu a. mertebeden yildizildir= g(z)=foz§d( fonksiyonu fonksiyonua.

mertebeden konveks olgundan

1 Z+31C+a22 1 z+—x-520(2_1z2
z (1-2)3 z (1—2)2

elde edilir ve boylece Teorem 9'dan ispat tamamiaraiur.

Not 4: Teorem 9'dakix = 0 ve Teorem 10'dakk = % durumlari [13] de verilngtir.

Teorem 11:|z| <R < 1,]|4| <§ ilel € Rvelx| =1icin

Re <e”(1 + Zf”(z))> >0

f'(2)
elde edilire
2x+1— e—Zil

T

71 #0.

z (1 -2)?
spat: ; "(2)
ot < ke (6700 +75) >0

e”—(z}c,) —isind . _ 4

cosA ¢x+1 (|Z|<R,|x|=1’x¢_1)_

Buradan

(1 + x)(zf,)l + (e—Zil — x)fl +0 . (34)

(34) denklemi (32)'del — 2a yerinee~% yazilarak elde edilebilir. (34)'ten sonraki kisifeorem
9'daki ile aynidir sadeck— 2a yerinee ~2* yazilmasi yeterlidir.

Teorem 12:|z| <R < 1,]|4| <§ iled € Rvelx| =1icin

Re <ei)l %) >0

elde edilire

X — e—le

1 fa T i m?
z (1—-2)2

z
0.

Ispati Teorem 11'deki ile benzgakilde yapilir.
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Not 5: Teorem 12'deki kgulu sa&layan bir fonksiyon tnivalent olmak zorunda[l4inalsina rgmen
Teorem 11'deki kgulu sa&layan bir fonksiyonun Univalent olmasi gerekmez.[5]

B. KONVOLUSYON YARDIMIYLA TANIMLANAN OPERATORLER

Geometrik fonksiyonlar teorisinde operatorler olgaknemli bir yere sahiptir. Birgok tiirev ve intaigr
operatori belirli analitik fonksiyonlarin konvolusyu olarak yazilabilir. Bu birgok agtarmada kolaylik
ve operatorlerin geometrik 6zelliklerinin dalingi anlasiimasini sglamistir. Ayrica konvolusyon
operatorleri yardimiyla yeni fonksiyon siniflarintanlanmg ve bu siniflarinin kapsama, katsayi
esitsizlikleri, 6rtme, distorsiyon ve blyume gibi temdozellikleri bircok argtirmaci tarafindan
arggtinlimigtir. Asagida bazi lineer operatorler verilgtir.

f € A, vevie {0,1,2,3,4}icin I;: A, - A, lineer operatdr olsun. Bu durumda,

Lof(2) =
2f'(2)
) = zf2(z> _f@ +2zf'(z)
[ F) = £(0)
L= |22
Of 7

2 z
nr@ = [ 1o
0

z

[if (2) = f%d( Jxl<Lx#1
0

dir. I, operatori T, nin genellgtirilmis halidir. Bu operatotrlerin her bifi;f = h; * f, 0<i <4
seklinde konvolusyon operattri olarak tanimlanilokar

ho(z) = i kz* = z
0 - - —_ )2
o] (1-2)
72

S k+1 z—5
m@ =) 5 =gk
k=1

h,(z) = Z 2= —log(1 —2)

k=1

2 —2[z + log(1 — z)]
h3(z)=2k+12k= z

k=1
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> 1 —xk 1 1-
h4(Z)=2—ka= log( xz) Jx[<1L,x#1
k_l(l—x)k 1—x 1-z

h; * f konvolusyonu; ve f fonksiyonlarinin ait oldgu siniflara gore dnceki bélimlerde gegartlari
ve Ozellikleri sglar. Ruscheweyh Turev Operatori yardimidg ve K, siniflarinin nasil
tanimlandgina bakilabilir.[16]

Oncelikle konveks, yildizil ve Univalent fonksiyanlarasindak c S* ¢ S seklinde bir kapsama
bagintisi vardir.

Hadamard Carpimi ile hef € A; icin

D%f(2) = *fz2) ,az-1

_Z
(1-2)“
ile tanimlanan operatér Ruscheweyh Tirev Operatiirfic]
Yardimci Onerme 6([4]): @ > —1 reel sayis! igin
z(D¥f(2))" = (a + D' f(2) — aD“f(2).
Teorem 13:f(z) € S*vea = —1i¢in f(2)
Def(z)+#0 (0<|z|<1)
sartini sglasin. Buradam®f(z) € S* dir.
Teorem 14:f(z) € K vea = —1i¢in f(2)
D“(Zf’(z)) #0 (0<|z|<1)
sartini sglasin. Burada®®f(z) € K dir.
BuradansS, ve K, siniflari
Sa={f(z) € A;:Df(2) € §*,a = -1}
K,=1{f(z) € A;:D%f(z) € K,a = —1}

*

olarak tanimlanir ve bu yeni aileler icin kapsaraghtilari su sekildedir:S,,, € S, veK,,1 € K, ve
bu siniflar icinsartlar gagida verilmitir.

Teorem 15: « = —1igin f(z) € S, olsun. Sonra

Df(2) 5_ 1
z ) 1}>2ﬁ—1

Re{( ,ZEU

olur ve buradd < g < 3/2 dir.

Sonug 2:a = —1igin f(z) € K, olsun. Sonra

Re{(D*f(2))")’~"} > Z€U

26— 1
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olur ve buradd < g < 3/2 dir.

V. SONUC

Univalent fonksiyonlarin farkli alt siniflari igikonvolusyon yardimiyla kaillarin oluturulmasi ve
konvolusyon olarak yazilan operattrler yardimndaiilanan yeni fonksiyon ailelerinin; kapsama,
univalentlik yaricapi gibi bircok 6zeflinin incelenmesi konulari son yillarda geometrikKsiyonlar
teorisinde oldukca ilgi géren bir konudur.
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