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ÖZET
Bu çalışmada; kontrol edilebilirlik ile kararlılık arasındaki ilişki ele alınmıştır.[2]’de verilen ve kontrol
edilebilirlik ile kararlılık arasındaki ilişkiyi ortaya koyan teorem, güncel kavramlara uygun hale getirilmeye
çalışılmıştır.

Anahtar kelimeler: Kontrol edilebilirlik, Kararlılık, *m -regüler  matris, r -kontrol edilebilir çift

RELATION BETWEEN CONTROLLABILITY AND STABILITY

ABSTRACT
In this study, relation between controllability and stability has been taken up. The theorem given in [2],  presented
relation  between controllability and stability, has been composed based on up to date concept.

Key Words: controllability, stability, *m -regular  matrix, r -controllable pair

1. GİRİŞ

Literatürde kontrol edilebilirlik ile kararlılık arasındaki ilişki birçok çalışmada ele alınmıştır,
[2],[3],[6],[8],[9],[10],[11],[12]. Bu çalışmada, güncel kavramlar yardımı ile bu ilişki ele alınmıştır.

N  boyutlu, karesel reel bir A  matrisinin regüler olup olmadığını araştırmak için )(Am  şart sayısını

kullanılmaktadır, [7]. 1* ³m  olmak üzere sıfırdan yeterince uzak olan matrisler için *)( mm <A  ise bu taktirde
Formata yerleşim hataları göz önüne alınarak yapılan yerleştirme sırasında matris regüler matrisler kısmında
kalır. Bu durumda A  matrisi, *m -regüler bir matristir. Literatürde 1* ³m  sayısı pratik regülerliğin şart sayısı
olarak adlandırılır, [5].

),( BA  matris çifti için ( )BABAABBNW N 12)( -= L  olmak üzere TNWNWY )()( ×=
matrisinin en küçük öz değeri )(1 Yl  olsun. rl >)(1 Y , 0>r  ise ),( BA , r -kontrol edilebilir bir çifttir
(Örneğin bak. [4]).

2. TEOREMLER

Teorem 2.1. N  boyutlu, karesel, reel A  matrisi; m  sütunlu, N  satırlı, reel B  matrisi ve N  boyutlu keyfi a
ve b  vektörleri verilsin. ),( BA  kontrol edilebilir bir çift ise bu taktirde ),( BA  kararlı hale getirilebilen bir
çifttir, [6].
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İspat: N  boyutlu, karesel, reel A  matrisi, m sütunlu, N  satırlı, reel B  matrisi ve a  ile b N  boyutlu keyfi
vektörleri verilsin. ),( BA  kontrol edilebilir bir çift ise

,...2,1,0),()()1( =+=+ nnBunAxnx                              (2.1)
denklem sistemi için a=)0(x ’dan başlayıp T’inci (T > 1) adımda verilen b=)(Tx  vektöründe çözüm
tamamlanabilir, [3],[10],[11]. Bu durumda (2.1) fark denklem sistemi için

¥®n , 0||)(|| ®nx                                        (2.2)
şartını sağlayan bir ,...2,1,0)},({ =nnu  kontrol dizisi seçilebilir. (2.1) sisteminin (2.2) şartını sağlaması
durumunda Schur kararlı bir sistem olur. Bu ise iddiayı ispat eder.

Teorem 2. 2. A , N  boyutlu  karesel  bir  matris  ve B , N  satır m  sütunlu bir matris ve ),( BA  kontrol
edilebilir bir çift olsun.

TT BBHAHA -=-                                       (2.3)
denkleminin pozitif tanımlı bir H  matrisine sahip olması için gerek ve yeter şart, A matrisinin Schur kararlı bir
matris olmasıdır, ( [2], Discrete Lyapunov Teoremi).

[2]’de verilen teorem 2’yi çalışmamıza uygun bir şekilde düzenleyerek verelim.

Teorem 2.3. A , *m -regüler bir matris; a pozitif bir reel sayı; ),,( BA r -kontrol edilebilir bir çift; 1-Aa

Schur kararlı bir matris ve 0>= THH  matrisi
TT BBHAHA 22 += a (2.4)

denkleminin çözümü olsun. Bu taktirde
AHBBBK TT 1)( -+-=                                      (2.5)

matrisi için BKA +  matrisi Schur kararlıdır.

 İspat: A , *m - regüler bir matris olduğundan (2.4) denklemi
TT BABAHAHA )2)(2()()( 1111 ---- -=-aa

biçiminde yazılabilir. ),,( BA r -kontrol edilebilir bir çift ise )2,( 11 BAA --a r -kontrol edilebilir bir

çifttir. Ayrıca 1-Aa  matrisi, Schur  kararlı bir matristir. Bu yüzden (2.4) eşitliğini sağlayacak bir 0>= THH
matrisi bulunur, [2]. Literatürde Sherman–Morrison–Woodbury formülü olarak bilinen (bak. [7])

111 )()( --- +-=+ TTT BBHBBIHBBI
eşitliği kullanılarak

AHBBBBABKA TT 1)( -+-=+

AHBBBBI TT ])([ 1-+-=

AHBBI T )[( 1-+=
yazılabilir. Buradan

H – (A + BK )H (A + BK )T  =  H – ( I + BBTH -1 )-1 AHAT[( I + BBTH -1)-1]T

 elde edilir. Buradan

111211 )]()1[()(

)()(
----- ++-+-=

-++
TTTT

T

BBHIBBHBBHHBBI

HBKAHBKA

a
(2.6)

olur.
Literatürde verilen bir A  matrisinin fark kararlılığının şart sayısı )(Aw  ve *w -pratik Schur kararlılık

parametresi tanıtılmıştır, [5]. (2.6)’da keyfi seçilen *m - regüler bir A matrisi için )1(,)( **1 ><- wwAw a
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olacak şekilde bir a pozitif reel sayısı vardır. Bu a  sayısını bulmak için ),...,2,1(,
2
1 skk ==a  seçilebilir.

(2.6), a  seçimi ve 0>= THH  dan
0)()( >++- TBKAHBKAH (2.7)

dır. BKA+  matrisinin Schur  kararlı bir matris olduğu görülmektedir. Sonuç olarak Sherman–Morrison–
Woodbury formülünün bir versiyonu olan

111 )()( --- +-=+ TTT BBHBBIHBBI
eşitlik kullanılarak

AHBBHBIK TT 111 )( ---+-=

AHBBHBBBI TTT 111 ])([ ---+--=

AHBBB TT 1)( -+-=

olacak şekilde seçilecek bir K   matrisi için BKA +  matrisi *w -Schur  kararlı bir matris olur. Bu ise iddiayı
ispat eder. Teoremde a seçimi öz değerlere bağlı olmadan seçilmiş oldu, [4].

(2.3) sistemini alalım. BKA+  matrisinin fark  kararlı olması için gerek ve yeter şart  (2.6) Lyapunov
fark matris denklem sisteminin pozitif tanımlı, simetrik bir 0>= THH  çözümünün var olmasıdır.

IYBKAYBKA T -=-++ )()(
eşitliği için BKA +  matrisinin fark asimtotik kararlılığının şart sayısı

||||))(( YBKAw T =+                                      (2.8)
dır [1,syf. 123].

)( 1
1

-+ HBBI Ts , 1-+ HBBI T  matrisinin en küçük singüler değeri olsun. (2.6)’da verilen eşitlik ve
fark asimtotik kararlılığının şart sayısı tanımı kullanılarak

||||||)]()1[()(|||||| 111211 YBBHIBBHBBHHBBIH TTTT ×++-+£ ----- a

||||||)(||||])1[(||||)(|| 111211 YBBHIBBHBBHHBBI TTTT ×+×+-×+= ----- a

||||)(||)1(||)( 1
1

121
1 YBBHIBBHBBHHBBI TTTT ×+×+-×+= --- sas

yazılabilir. Buradan
1)()( 1

1
1

1 =+=+ -- TT BBHIHBBI ss
olduğundan

||||||)1(|||||| 12 YBBHBBHH TT ×+-£ -a
elde edilir.

YAZARIN NOTU

Bu çalışma “Lineer Fark Denklem Sistemlerinin Kararlı Hale Getirilmesi için Bir Algoritma” isimli doktora
çalışmasından derlenmiştir.
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