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OZET
Bu calismada; kontrol edilebilirlik ile kararlilik arasindaki iligki ele alinmustir.[2]’de verilen ve kontrol
edilebilirlik ile kararlilik arasindaki iligkiyi ortaya koyan teorem, giincel kavramlara uygun hale getirilmeye
calistlmustir.

Anahtar kelimeler: Kontrol edilebilirlik, Kararlilik, y* -regiiler matris, p -kontrol edilebilir ¢ift

RELATION BETWEEN CONTROLLABILITY AND STABILITY

ABSTRACT
In this study, relation between controllability and stability has been taken up. The theorem given in [2], presented
relation between controllability and stability, has been composed based on up to date concept.

Key Words: controllability, stability, y* -regular matrix, p -controllable pair

1. GIRiS

Literatirde kontrol edilebilirlik ile kararlilik arasindaki iliski bircok c¢alismada ele alinmistir,
[21,[31,[6],[81,[9],[10],[11],[12]. Bu ¢alismada, giincel kavramlar yardimu ile bu iligki ele alinmustir.

N boyutlu, karesel reel bir 4 matrisinin regiiler olup olmadigini arastirmak igin u(A) sart sayisini

kullanilmaktadir, [7]. y* >1 olmak tizere sifirdan yeterince uzak olan matrisler igin p(A4) < y* ise bu taktirde
Formata yerlesim hatalar1 goz oniine almarak yapilan yerlestirme sirasinda matris regiiler matrisler kisminda
kalir. Bu durumda 4 matrisi, y* -regiiler bir matristir. Literatiirde y* >1 sayis1 pratik regiilerligin sart sayisi
olarak adlandirilir, [5].

(4,B) matris cifti icin W(N)=(B 4B 4B A 4“7'B) olmak izere Y =W(N)-W(N)
matrisinin en kiiciik 6z degeri A,(¥Y) olsun. 4,(Y)>p, p>0 ise (4,B), p -kontrol edilebilir bir g¢ifttir
(Ornegin bak. [4]).

2. TEOREMLER

Teorem 2.1. N boyutlu, karesel, reel 4 matrisi; m siitunlu, N satirli, reel B matrisi ve N boyutlu keyfi o
ve [ vektorleri verilsin. (A,B) kontrol edilebilir bir ¢ift ise bu taktirde (4,B) kararli hale getirilebilen bir
cifttir, [6].
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Ispat: N boyutlu, karesel, reel 4 matrisi, m siitunlu, N satirl, reel B matrisi ve o ile § N boyutlu keyfi
vektorleri verilsin. (A4, B) kontrol edilebilir bir ¢ift ise

x(n+1) = Ax(n)+ Bu(n), n=0,1,2,... 2.1
denklem sistemi igin x(0)=c’dan baslayip T’inci (T>1) adimda verilen x(7)=/f vektoriinde ¢6ziim
tamamlanabilir, [3],[10],[11]. Bu durumda (2.1) fark denklem sistemi i¢in

n—>ow, | x(n)]—>0 (2.2)

sarti1 saglayan bir {u(n)},n=0,1,2,... kontrol dizisi segilebilir. (2.1) sisteminin (2.2) sartin1 saglamasi
durumunda Schur kararl bir sistem olur. Bu ise iddiay ispat eder.

Teorem 2. 2. A, N boyutlu karesel bir matris ve B, N satir m siitunlu bir matris ve (4,B) kontrol
edilebilir bir ¢ift olsun.

AHA" - H =-BB" (2.3)
denkleminin pozitif tanimh bir H matrisine sahip olmasi igin gerek ve yeter sart, 4 matrisinin Schur kararl1 bir
matris olmasidir, ( [2], Discrete Lyapunov Teoremi).

[2]’de verilen teorem 2’yi ¢alismamiza uygun bir sekilde diizenleyerek verelim.

Teorem 2.3. A4, y* -regiiler bir matris; a pozitif bir reel say1; (4,B), p -kontrol edilebilir bir ¢ift; ad™
Schur kararli bir matris ve H = H” > 0 matrisi
AHAT = a®H +2BBT (2.4)
denkleminin ¢6ziimii olsun. Bu taktirde
K=-B"(BB" +H) "4 (2.5)
matrisi i¢in A4+ BK matrisi Schur kararlidir.

Ispat: 4, y* - regiiler bir matris oldugundan (2.4) denklemi
(A YH(@A™ —H =-(247'B)N247'B)T
bi¢ciminde yazilabilir. (4, B), p -kontrol edilebilir bir ¢ift ise (osz1 ,x/EAle) p -kontrol edilebilir bir

cifttir. Ayrica ad™' matrisi, Schur kararli bir matristir. Bu yiizden (2.4) esitligini saglayacak bir H = H” >0
matrisi bulunur, [2]. Literatiirde Sherman—Morrison—Woodbury formiilii olarak bilinen (bak. [7])
(I+BB"H™") ' =1-BB" (H+BB")™!
esitligi kullanilarak
A+BK =A-BB"(BBT +H) ' 4
=[/-BB"(BBT +H) ™14
=[(/+BB"H ™4
yazilabilir. Buradan
H—(A+BK)H(A+BK)" = H—(I+BB'H' )" AHA"[(I + BB'"H')"]"
elde edilir. Buradan
(A+BK)H(A+BK)" - H
(2.6)
=—(I+BB"H Y '[1-a®)H +BB"H'BB" |1+ H'BB")™
olur.
Literatiirde verilen bir 4 matrisinin fark kararhhigmm sart sayist w(4) ve w" -pratik Schur kararlilik

parametresi tanitimistir, [5]. (2.6)’da keyfi segilen y*- regiiler bir A matrisi i¢in w(aAil) <w, (w* >1)
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olacak sekilde bir a pozitif reel sayisi vardir. Bu « sayisini bulmak igin o = Lk, (k=12,...,5) secilebilir.
2

(2.6), a se¢imive H =HT >0 dan
H—(A+BK)H(A+BK)" >0 (2.7)

dir. A+ BK matrisinin Schur kararli bir matris oldugu goriilmektedir. Sonug¢ olarak Sherman—Morrison—
Woodbury formiiliiniin bir versiyonu olan

(I+BB"H") ' =1-BB" (H+BB")™!
esitlik kullanilarak
K=-U+B"H'B)y'B"H 4
={/-B"BBT +H)'BI"'B"H 4
=-BT"BBT +H)'4
olacak sekilde segilecek bir K matrisi icin 4+ BK matrisi w -Schur kararli bir matris olur. Bu ise iddiay1

ispat eder. Teoremde o secimi 6z degerlere bagli olmadan secilmis oldu, [4].
(2.3) sistemini alalim. 4+ BK matrisinin fark kararli olmasi igin gerek ve yeter sart (2.6) Lyapunov

fark matris denklem sisteminin pozitif tanimls, simetrik bir # = H” >0 ¢bziimiiniin var olmasidir.
(A+BK)Y(A+BK)" -y =-1
esitligi icin 4 + BK matrisinin fark asimtotik kararliliginm sart sayisi
w((4+BK) )= Y| (2.8)
dir [1,syf. 123].
o+ BB"H™"), I+ BBTH™" matrisinin en kiigiik singiiler degeri olsun. (2.6)’da verilen esitlik ve
fark asimtotik kararliligmin sart sayis1 tanimi kullanilarak
|H|<||(I+BB"H ™) ' [(1-a®)H+BB " H'BB" 1(1+H'BB") ™" ||| Y|
=1 +BB"H ™) || [A-a®)H + BB H ' BB ||| (1 +H ' BB") ||| Y|
=o,(I+BB"H™")||(1-a*)H + BB"H'BB" || .o,(I + H'BB")-|| Y|
yazilabilir. Buradan
o,(I+BB"H " Y=0c,(I+H 'BB") =1
oldugundan
IH||< | (1=e®)H + BB"H BB ||-|| Y |
elde edilir.

YAZARIN NOTU

Bu calisma “Lineer Fark Denklem Sistemlerinin Kararlt Hale Getirilmesi i¢in Bir Algoritma” isimli doktora
caligsmasindan derlenmistir.
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