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Viskoelastik Malzemeye Sahip Eksenel Donel Simetrik Problemlerin
Dinamik Analizi
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Ozet

Bu caligmada viskoelastik malzemeye sahip eksenel donel simetrik problemlerin dinamik davranist
Laplace uzayinda teorik olarak incelenmistir. Dinamik yiikkleme durumu igin sonlu elemanlar
formiilasyonu, Laplace uzayinda Galerkin yaklasimi ile yapilmistir. Problemin malzemesi izotropik,
lineer elastik veya viskoelastik olarak kabul edilmistir. Viskoelastik malzeme i¢in Kelvin tipi soniim
modeli secilmistir. Viskoelastik malzeme durumunda elastik-viskoelastik analojisi yardimiyla malzeme
sabitleri Laplace uzayinda kompleks karsitlari ile degistirilmektedir. Zaman uzayindaki gergek ¢oziimlere
geemek i¢in Durbin'in modifiye edilmis ters Laplace doniisiim yontemi kullanilmistir. Bu amagla diizlem
gerilme/sekil degistirme problemlerinin dinamik analizleri i¢in sonlu elemanlar metoduna dayali Fortran
dilinde bir bilgisayar programi hazirlanmistir. Bu ¢alismada bulunan sonuglar Newmark -adim adim
integrasyon yontemi- yardimiyla elde edilen ¢oziimler ile de karsilastirilmistir. Newmark yonteminde
zaman artim miktarlar kiiciildiik¢e hassasiyetin de o oranda arttig1, buna karsin Laplace uzayinda yapilan
¢oziimlerde ise, zaman artim miktar1 ne segilirse secilsin, sonuglarin degismedigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu elemanlar, Dinamik analiz, Viskoelastik malzeme modeli, Ters Laplace
doniistimleri.

Dynamic Analysis of Axisymmetric Problems Made Of Viscoelastic Material

Abstract

In this study, the dynamic behavior of axisymmetric problems is investigated theoretically in the Laplace
domain. For the dynamic loading cases, the finite element formulation in the Laplace domain is presented
using Galerkin approximation. The material of the problem is assumed to be homogeneous, isotropic,
linear elastic or viscoelastic. In viscoelastic modeling, the Kelvin model is employed. In the viscoelastic
material case, according to the correspondence principle, the material constants are replaced with their
complex counterparts in the Laplace domain. The solutions obtained are transformed to the time domain
using the modified Durbin’s inverse Laplace transform method. For this purpose, a general-purpose finite
element analysis computer program is coded in Fortran for dynamic analysis of the plane elasticity
problems. Present program results are compared with the results obtained by Newmark method in the
time domain. The results obtained in this study are found to be in good agreement with those available in
the literature.

Key words: Finite Element method, Dynamic analysis, viscoelastic material model, Inverse Lapalace
Transforms.
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1. GIRIS

Yanal basinca maruz istinat duvari, tiinel, ic
basinca maruz silindirik boru, iginde silindirik
bosluk bulunan levha veya diizlemsel yiiklenmis
kirigler diizlemsel elastisite problemlerine Grnek
olarak verilebilir. Diizlemsel elastisite
problemlerinin dinamik analizi ile ilgili pek ¢ok
calisma bulunmaktadir. Horgan ve Chan (1) statik

yikleme  durumunda  fonksiyonel  olarak
derecelenmis elastik malzemeye sahip silindir veya
disk problemleri i¢in kesin ¢Oziimii

gostermislerdir. Buna benzer ¢aligmalar1 Jabbari ve
ark. (2,3), Shao (4), Dai ve ark. (5), Jabbari ve ark.
(6) i¢c basmca maruz fonksiyonel olarak
derecelenmis malzemeye (FDM) sahip, diizgiin
manyetik alan altindaki borular igin
gercgeklestirmiglerdir. Bu ¢aligmalarda iginde delik
bulunan  fonksiyonel  olarak  derecelenmis
silindirlerin mekanik ve termal c¢oziimleri elde
edilmistir. Loy ve ark. (7), Pradhan ve ark. (8)
gelik, nikel ve zirkonun fonksiyonel olarak
derecelendirilmesi ile olusturulmus silindirik
kabuklarin dinamik davraniglarii Rayleigh—Ritz
metodu kullanarak incelemislerdir. Zhou ve ark.
(9) icinde delik bulunan silindirlerin serbest
titresim  analizlerini Chebyshev—Ritz metodu
yardimiyla yapmuslardir. Han ve ark.(10) FDM
silindirlerin zorlanmis titresimini sayisal hibrit
metodu kullanarak arastirmiglardir. Keles ve
Tiitlincti (11) FDM silindir ve kiirelerin analitik
¢ozlimlerini Laplace uzayinda gostermislerdir.
Degisken yiikleme veya geometri durumlarinda
analitik ¢oziimlerin yapilamamasi nedeniyle sonlu
elemanlar gibi yaklagik yontemlere
bagvurulmaktadir. Bu yaklagik yontemler ile
istenilen hassasiyette sonuglar elde edebilmek i¢in
problem yeterli sayida sonlu elemanlar ile
modellenmektedir.

Diizlem gerilme veya diizlem sekil degistirme
problemlerinin zorlanmig titresim analizleri ile
ilgili c¢aligmalarin ¢ogunda, basitligi nedeniyle
malzemenin elastik oldugu kabuli yapilmaktadir.
Gergekte malzemeler, bilinyesindeki ic
sirtinmeden dolay1 az veya ¢ok viskoelastik
Ozellige sahiptir. Gercek malzeme davranigini
yansitmak icin elastik bilinye bagmntilar1 yerine
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viskoelastik biinye bagintilarin1 kullanmak daha
gercekei olacaktir.

Bu caligmada malzemenin homojen, elastik veya
viskoelastik oldugu; cismin kiitlesinin ise, hacim
icinde diizglin yayili oldugu kabul edilecektir.
Viskoelastik malzeme igin Kelvin tipi malzeme
modeli  secilmistir.  Viskoelastik ~ malzeme
durumunda, elastik-viskoelastik anolojisi
yardimiyla malzeme sabitleri Laplace uzayinda
kompleks karsitlar1 ile degistirilmektedir. Bu
calismada sistemi idare eden hareket denklemi,
sistematikligi ~ ve  her  tirli  geometriye
uygulanabilmesi bakimindan, sonlu elemanlar
yontemi ile Laplace uzayinda Galerkin yaklasimi
kullanilarak elde edilecektir. Zaman uzayindaki
gercek ¢oziimlere gegmek i¢in Durbin'in modifiye
edilmis ters Laplace donilisim  yontemi
kullanilmistir (12—15). Bu amagla diizlem gerilme
veya diizlem sekil degistirme problemlerinin
dinamik analizleri i¢in sonlu elemanlar metoduna
dayali Fortran dilinde genel amagli bir bilgisayar
programi hazirlanmistir. Bu caligmada bulunan
sonuglar Newmark -adim adim integrasyon
yontemi- yardimiyla elde edilen ¢oziimler ile de
karsilagtirilmis ve bulunan sonuglarin literatiir ile
uyumlu oldugu gosterilmistir.

1. SONLU ELEMAN FORMULASYONU

Diizlemsel elastisite halinde olayr idare eden

hareket denklemleri gerilmeler cinsinden,
2

00, 0Ty u
ox T oy th=p53a (1)
01y, 0o, 0%v

o +W+fy_pw (2)

seklinde verilmektedir. Burada o, ve o, normal
gerilmeleri, 1, ise, kayma  gerilmesini
gostermektedir. fy, fy, x ve y dogrultularinda yayili
(hacim) kuvvetleri, p, kiitlesel yogunluk ve u, v
ise, swrasiyla, x ve y dogrultularinda
deplasmanlardir.

Sinir sartlar1 da gerilmeler cinsinden,
by = OxNy + Tyyn,y,

ty = Tyyny + oy, 3
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olarak yazilmaktadir. Uzama orani-deplasman
iligkisi asagida verilmistir.
ou ov du OJv

£x=$, Eyzar yxyza"'a (4)

Lineer elastik ve izotrop malzemeler icin biinye
denklemi,
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Ux Cll C12 0 gX
{ay } = Iczl €2 O ] {gy ] (5)
Txy 0 0 C331 Vxy

olup, burada cj;, malzeme sabitleri, diizlem sekil
degistirme halinde,

E(1-v) vE E
‘M= T saony T arna-m’ - a+v (6a)
ve diizlem gerilme halinde ise,

E vE E
=2 = Gy ‘2T gy C33=0G= 20+v) (6b)
seklinde verilmektedir. Burada, E, elastisite Laplace uzayinda kompleks Kkarsit1 ile yer
modiiliinii, v, Poission oranmm1 ve G, kayma degistirmektedir (16).
modiiliinii gostermektedir. E*=E(1+gs) ®)

Formiilasyon doniisim uzayinda yapilacaktir.
Zamana bagl bir f(t) fonksiyonun Laplace
déniisiimii, F(s),

WO1=F6) = [ e dt )
0

seklinde tanimlanmaktadir. Burada s, kompleks

Laplace parametresini gostermektedir.

Viskoelastik malzeme i¢in Kelvin malzeme modeli

Burada, E* viskoelastik elastisite sabitini ve g ise,
viskoz soniim oranini temsil etmektedir. (1) ve (2)
hareket denklemlerinin sifir baslangi¢ sartlar
altinda Laplace doniisiimleri alinip, h kalinlikli bir
eleman  icin  agihikli  artiklar  yOntemi
uygulandiginda, diferansiyel denklemler integral
formda yazilabilmektedir.

secilmigtir. Bu model igin elastisite modili
do. 6‘[
hff 1/;1[ = "y+f —psu]dA—O 9)
Ae x
6‘rxy
hff Y, % +f —ps?v|dA =0 (10)
Ae
Burada w1, w» agirlik fonksiyonlari ve A, eleman
alanidir. Kismi integrasyonlar uygulandiginda (9)
ve (10) denklemleri sirastyla,
Wz | 0
hffAe[ 28 1/)1f + P, ps u] dA — hf lpl(axnx +Tyny)ds =0 (11)
P,y — a
n [, |2 v ﬂ —of, + 2ps?| dA = h [ P (Tuyny + Ty, )ds = 0 (12)
seklini alirlar. Burada, S,, eleman smirim  Galerkin yontemi i¢in agirhik fonksiyonlar: olarak

gostermekte olup, ny ve ny ise dogrultman
kosintslerini temsil etmektedir. Ikinci kisimlardaki

parantezli ifadeler donligmiis uzayda smir
sartlarina karsilik gelmektedir.

ty = Oy + Tyyhy

ty = TyyNy + 0x1y, (13)
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doniigmiis uzayda deplasmanlarin varyasyonlari,
Y, =6u, Y,=6v (14)

secilmektedir. Agirlhik fonksiyonlar1 yerlerine
yazildiktan sonra (11) ve (12) esitlikleri bir tek
integral altinda toplanirsa,
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matris formuna dontigmektedir. Bu ifade Laplace  Bu calismada sonlu elemanlar formiilasyonu igin 8
uzayinda  virtiel i3 denklemine karsilikk  diigiimli eleman modeli segilmistir. Elemanin

)
<

gelmektedir. herhangi  bir  noktasindaki  deplasmanlar,
Uy
vy
Z

T _ [N 0N, 0 ...Ng 07]5,(_ -

{5}_ ON, 0N, .. 0N (=N (16)
Ug
Vg

diigim deplasmanlarina bagli olarak ifade seklinde yazilir. Burada diizlem gerilme veya
edilmektedir. Burada [N] sekil fonksiyonlar1  diizlem sekil degistirme halinde bir i diiglimiine ait

matrisi ve {d}, doniismiis uzayda eleman diigiim  [Bi] sekil degistirme matrisi,

deplasmanlaridir. Buna goére uzama orani- Ny 0O
deplasman iligkisi, [B1=]0 Ny (19)
U, Niy Niy
z= 5:3; = [B] {a} A7) if;l;ililr:rilenmysazélmaktaclhr. .Deplasman ve uzama
_ Y yasyonlari ise,
Uy + 7V, _
ve gerilme deplasman iligkisi ise, {g%} = [N] {Sd} ,  {6g} = [B] {Sd} (20)
{7} = [c] [B] {d} (18)  olur. (16), (18) ve (20) esitlikleri, (15)

denkleminde yerlerine yazildiginda,

(53) hff ([B]" [C] [B] + ps? [N]" [N])dA (@)

—{sd} hff [N]T{ }dA {8d} hJU [N]T {%}ds = (21)

seklini almaktadir. Buradan

1 =n [ 181711 1BldA, = on [ [ vrrivias

A€ Ae

T 7”5 T

{rey=nh [N]"{="{dA, {t3=h| [N] ds (22)

4° fy So ty
tarifleri yapildiginda, déniigmiis uzayda eleman olarak elde edilmektedir. Burada [k°], eleman
hareket denklemi, rijitlik matrisi, [m®], eleman kiitle matrisi ve {F*}=

_ _ {f}+{t°} ise eleman yiikk vektdrii olarak

s? [m°]{d} + (1 + g)[k°1{d} = {F°} (23)  adlandirilmaktadir.
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2. HAREKET DENKLEMLERI

Viskoelastik bir ortamda sonlu elemanlarin rijitlik
ve kiitle matrisleri uygun bir  sekilde
birlestirildiginde sistem hareket denklemi, sifir
baslangi¢ sartlar1 altinda, Laplace doniisim
uzayinda,

s M1{U} + (1 + gs)[K){U} = {F} (24)
Burada [K] ve [M]
sirastyla, sistem rijitlik ve kiitle matrisleridir. [U]

ve [F] sirastyla, diigiim deplasmanlar1 ve sistem
yikk vektorlerinin Laplace doniistimleridir. (24)
denklemi diizenlenirse, hareket denklemi Laplace

seklinde yazilmaktadir.

uzayinda cebrik  denklem takimi  haline
doniigmektedir.
[D]{U} = {F} (25)

Burada [D] déniismiis uzayda dinamik rijitlik
matrisidir.

[D] = (1 + gs)[K] + s*[M] (26)

(25) denkleminin ¢o6ziimii, Laplace doniisiim
uzayinda gesitli s parametreleri i¢in sayisal olarak

v

(b)
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bulunmaktadir. Bu degerlerden zaman uzaymna
gecis icin Durbin’in modifiye edilmis sayisal ters
Laplace doniisiimii (13) uygulanmaktadir.

3. SAYISAL UYGULAMA

Bu c¢alismada, zamana bagli yiikler altinda
diizlemsel elastisite problemlerinin  Laplace
uzaymda sonlu elemanlar yontemiyle dinamik
analizini yapan Fortran dilinde bir bilgisayar
programi  hazirlanmigtir.  Ekesenel — simetrik
geometriye sahip bir problemin deplasman ve
gerilme degerleri sonlu eleman ydntemiyle hem
Laplace uzayinda, hem de zaman uzayinda farkli
zaman artimlarina gore hesaplanmistir. Zaman
uzayinda yapilan hesaplamalar i¢in ANSYS paket
programi(17) kullanilmistir. Uygulama olarak
tiniform i¢ basinca maruz izotropik malzemeli bir
boru ele alimmustir. Malzeme  6zellikleri;

E=200x10° N/m? v=0.3, p=7850 kg/m* olup,
borunun i¢ yart ¢apt 1 m, dis yaricapt 2 m
almmistir. Boru kesiti, uygulanan yik ve sonlu
elemanlar ag1 Sekil 1°de gosterilmistir.

Sekil 1.(a) i¢ basinca maruz boru kesiti, (b) Dinamik yiik, (C) Ceyrek kesitin sonlu eleman agi

C.U.Miih.Mim.Fak.Dergisi, 27(1), Haziran 2012
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Boru i¢indeki dinamik i¢ basing adim tipi bir
fonksiyon olup, 1 N/m? biiyiikligindedir. Ele
alman  Ornekte  simetri  smir  sartlarindan
yararlanilarak boru kesitinin 1/4'i i¢in 25 eleman
alinarak ¢oziimler yapilmistir. A noktasindaki
deplasman ve gerilme degerleri, hem bu calismada
yazilan program ile Laplace uzayinda, hem de
ANSYS programi kullanilarak Newmark yontemi
ile zaman uzayinda elde edilmistir.

Problem ilk olarak diizlem sekil degistirme
durumu i¢in ¢Oziilmistir. Farkli zaman artim
miktarlart i¢in Laplace uzayinda elde edilen
deplasman ve gerilme degerleri ilk dort periyodu
kapsayacak sekilde hesaplanmustir. Sekil 2 ve 3
incelendiginde, degisik zaman artimlart icin
Laplace uzayinda elde edilen degerlerin {iist {iste
diistiigti goriilmektedir.

0.025
X Bu Calisma( dt=0.000128, N=64) © Bu Calisma (dt=0.000064, N=128)
6&?0_020 i A Bu Caligma (dt=0.000032, N=256) = —— Bu Calisma (dt=0.000016, N=512)
g
~0.015 H
3
=
0. .
EO 010
3
20.005 -
a]
O-OOO T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zaman (s.)
Sekil 2. A noktasindaki u deplasmaninin zamanla degisimi
5.0
45 X Bu Calisma( dt=0.000128, N=64) @ Bu Calisma (dt=0.000064, N=128)
4.0 1 A Bu Calisma (dt=0.000032, N=256) —— Bu Caligma (dt=0.000016, N=512)
‘€35 R B
> 3.0
25
©20
g15
< 1.0
[<5]
@ 0.5
0.0 ¢
_0-5 T T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zaman (s.)

Sekil 3. A noktasindaki oy gerilmesinin zamanla degigimi

Bu calismada bulunan sonuglarin dogrulugunu test
etmek igin problem, sonlu elemanlar modeli ve
Newmark yontemi ile zaman uzayinda ANSYS
yardimiyla ¢6ziilmiistiir. Elde edilen deplasman ve
moment degerleri Laplace uzayinda bulunan

18

sonuclarla karsilastirilmis ve Sekil 4 ve 5’te grafik
formda verilmistir. Grafikler incelendiginde, farkli
zaman artim miktarlar1 ile zaman uzayinda
bulunan ¢oziimler arasinda dikkate deger farklar
goriilmektedir.
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0.025 Bu Calisma (dt=0.000128) ~ ------- ANSYS (dt=0.000128)
= —-—-ANSYS (dt=0.000064) a  ANSYS (dt=0.000032)
% 0.020 ~ X ANSYS (dt=0.000016) e  ANSYS (dt=0.000008)
\:: 3 \\ [ N‘ 2 II. \\ A,\‘\\
£ 0.015 1 ¢ By I
c 0 1" ‘\\ //I \ \\ / III \ “\ y III : \
[ 1 \ ’ \ 3 ! -\ !} 2\
£ 0.010 - A Y ! \ ' \\ \
8 ¥ \ -’,l \ \“ - Y h \“
= A \\\ i \ //: L . \“ /,': \ \
A 0.005 1 N
5 / \S U a2 ’ 7 -
0-000 T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zaman (s.)
Sekil 4. A noktasindaki u deplasmaninin zamanla degisimi
5.0
45 Bu Calisma (dt=0.000128) ~ ------- ANSYS (dt=0.000128)
£4.0 —-—-ANSYS (dt=0.000064) a  ANSYS (dt=0.000032)
£35 - 23 X N e,
530 1 ' \\ 4 1.'/ “‘ / II/ \\‘\
b>2'5 T I,’ ‘\\ . /’l \“\‘ I’I '\‘\\ ,’I 5 “\
[ 2.0 - .I/ "‘ III o \“ 2 '/ 3 \‘\ /,” \\‘
£15 - )i Vv o \ v A / AN
g 10 n \“‘ " / .“\‘ III R \\‘ 'll, \.“\‘
O 05 T . N II N /, ,’I ‘\\ ,’I \\‘
0.0 x& K7 - ot Rr
-0.5 T T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zaman (s.)

Sekil 5. A noktasindaki oy gerilmesinin zamanla degisimi

Viskoelastik malzeme i¢in Laplace uzayinda elde elde edilen deplasman ve moment degerleri
edilen deplasman ve gerilme degerleri de Sekil 6  kiigiilerek statik degere yaklagmaktadir.
ve 7’de gosterilmistir. Cesitli soniim oranlar1 igin

C.U.Miih.Mim.Fak.Dergisi, 27(1), Haziran 2012 19
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R 0.025 Statik Bu Calisma (g=0.0)
> @ Bu Caligma (g=0.00001) A Bu Calisma (g=0.00005)
‘%‘ 0.020 ~ @  Bu Calisma (g=0.00015)
£ 0.015 -
g
£ 0.010 -
3
2 0.005 1
0-000 T T T T T T
0 0.001 0.002 0.0(E’» 0,004 0.005 0.006 0.007
aman (s.)
Sekil 6. A noktasindaki u deplasmaninin zamanla degisimi
5.0 -
45 | Statik ——Bu Calisma (g=0.0)
= © Bu Caligma (g=0.00001) A Bu Calisma (g=0.00005)
£ 401 & Bu Calisma (g=0.00015)
Z 35 7
e 3.0
s 25
£ 20
& 15
1.0
0.5
0.0
-0.5 T T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zaman (s.)

Sekil 7. A noktasindaki oy gerilmesinin zamanla degisimi

Problem, diizlem gerilme durumu igin ayrica  degerleri, diizlem sekil degistirme halinde oldugu
¢cozilmiistiir. Elastik ve viskoelastik malzemeler  gibi, soniimleyerek statik degere yaklagmaktadir.
icin Laplace uzaymda elde edilen deplasman ve

gerilmeler Sekil 8 ve 9’da verilmektedir. Cesitli

sonim oranlart igin deplasman ve moment

20 C.U.Miih.Mim.Fak.Dergisi, 27(1), Haziran 2012
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0.025 Statik Bu Caligma (g=0.0)
N © Bu Caligma (g=0.00001) A Bu Calisma (g=0.00005)
30.020 + 8 Bu Calisma (g=0.00015)
5
:E\LO.OlS .
C
@
g 0.010
%
'2.0.005 -
@)
0-000 T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zaman (s.)
Sekil 8. A noktasindaki u deplasmaninin zamanla degisimi
5.0 -
45 - Statik Bu Calisma (g=0.0)
o @ Bu Calisma (g=0.00001) A Bu Calisma (g=0.00005)
£ 40 = Bu Calisma (g=0.00015)
Z 35
> 3.0
o}
< 25
£ 20
5 15
© 10
0.5
0.0
-0-5 T T T T T T T
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007
Zaman (s.)
Sekil 9. A noktasindaki oy gerilmesinin zamanla degisimi
4. SONUCLAR edilen deplasman ve gerilme degerleri birbiri ile

Donel simetrik geometriye sahip diizlem gerilme
veya diizlem sekil degistirme problemlerinin
zorlanmis titresimi, hem Laplace hem de zaman
uzayinda incelenmistir. Sonlu elemanlar ve
Newmark yontemi kullanilarak bulunan sonuglarin

dogrulugu, gbéz Oniine alman zaman artim
miktarlarma baglidir. Geleneksel adim adim
integrasyon yontemlerinde zaman artimlar

kiictildiikge hassasiyet de o oranda artacagindan,
bu artim miktarlariin dogru secilmesi Snem
tagimaktadir. Sonlu elemanlar yontemi ile Laplace
uzayinda farkli zaman artim miktarlar i¢in elde
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neredeyse  cakigmaktadir.  Dolayisiyla, bu
calismada bulunan ¢dziimlerin diger klasik adim
adim integrasyon yontemlerine gore ¢ok daha iyi
oldugu goriilmiistiir.
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