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Oz

Bixler (1980), matematik ve sanat iliskisini tartisirken, matematikgi ve
sanat¢ilarin ayni fiziksel mekdni farkly tepkilerle yorumladigini ifade
etmektedir. Sanat¢i tepkisini, gordiigiinii ve anladigini sanat iiriinleriyle
yorumlarken, matematik¢inin ¢abasi bu yorumlart matematiksel bir dil ile
anlatmaya ¢alismak olmustur. Matematik egitimcileri olarak, bu ¢alismada
matematik egitimi kaygisiwyla es zamanli bir matematiksel yorum sunacagiz.
Ozellikle el sanatlart iginde yerlesik matematigi tartisacak ve el
sanatlarmin bize ilettigi mesajlarmn igine yerlesmis matematigi konusurken,
stkea  gordiigiimiiz - desenlerin  cebir ve cebirsel diigiinmenin temel
kavramlarindan olan fonksiyon ve izometri kavramlart ve bu kavramlarin
arasindaki iliskivye nasil yer verdigine deginecegiz. Bu baglamda,
orneklerle, dontigiim ve izometri kavramlarim inceleyecek ve sonrasinda
da, izometri tiirleri bashginda, doniisiim geometrisi fonksiyonlart olan
oteleme, yansima, donme ve kiiriime fonksiyonlarimi ele alacagiz.
Boylelikle, cebir kitaplarinda bir takim semboller arasina sikigip kalmus
olan izometri ve grup gibi cebirsel kavramlara el sanatlari icinde karsilik
bulmaya, bu kavramlar: deyim yerindeyse ete kemige biiriindiirmeye
calisacagiz. Bu ¢alisma gercek hayattan alinmig orneklere dayanarak, lise
matematik miifredatinda yer alan oteleme-yansima-dénme kavramlarinin
ogretimi baglaminda gretmenlere ve iiniversite seviyesinde geometri ve
cebir ogretimi derslerinde 6gretmen yetistiricilerine katki sunacaktir.
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Giris

El Sanatlan

El sanatlar1 ve buna bagli olarak iiretilen eserler bir biitiin olarak ‘kiiltiir {iriinii’diir
(Akpmnarh, Biiyiikyazici ve Kurt, 2010). Insan eliyle olusageldiginden, insanin yasama
bicimini de gosteren gdstergelerden biri olarak yasam bi¢iminin nesilden nesile
aktarilmasinda biiylik éneme sahiptir (Sarikaya Hiinerel ve Er, 2012). Ortadogu ve
Balkanlar cografyasim1 dikkate aldigimizda, ¢ogunlukla ebru, hat, tezhip gibi kagit ve
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tirevleri iizerinde gordiiklerimizin yaninda altin, bakir ve giimiis gibi madenlerin
islenmesiyle ortaya konan sanatlar ve oymacilik, kakmacilik gibi tahta tiirii zeminlerin
kullanildig1 sanatlar akla gelmektedir. Oya, dantel ve kumas desenleri ve hali ve kilim
siislemeleri de bu cergevede ele alinabilir. Ozellikle turistik bolgelerde en g¢ok
kargilasilan fincan ve vazo gibi toprak iirlinleri, sergiledigi renk ve desenler nedeniyle
en ¢ok dikkat ¢eken triinlerdendir (Sekil 1).

Sekil 1. Degisik renk ve desenlerle kapli seramik iirtinler

Bu baglamda, el sanatlar1 denilince genelde el ile veya el becerisinin 6n planda
oldugu basit el aletleri yardimiyla iiretilen nesneler akla gelmektedir. Ote yandan, son
zamanlarda teknolojinin gelismesiyle, elde dokunmus hali ve kilim 6rneklerinin sayis1
fabrikasyon tretimlere oranla olduk¢a azalmistir. Bu c¢alismada el sanatlari olarak
degerlendirilen yoOntemlerle tretilen nesnelerin iizerindeki siislemeler hakkinda
konusulacaktir. Bu ¢alisma kapsaminda amacimiz, el sanatlari {izerindeki siislemeler ve
bu siislemelerin sergiledigi matematikten yola g¢ikarak, temel doniigiimler (izometri)
kavraminin incelenmesidir. Bu sebeple, siislerin matematiginden bahsederken
karsilasacagimiz kavramlarin iyi anlagilmasi igin Oncelikle doniisiim geometrisi,
izometri ve fonksiyon ve en son ise grup tanimlarina yer verilecektir. Ayrica, miifredat
ve daha 6nce yapilan ¢alismalar 15181nda, ilkokul, ortaokul ve lise matematik kavramlari
arasinda yer alan geometrik doniisiimlerin anlagilmasinin 6nemi vurgulanacaktir. Bu
baglamda, bu ¢alijmanin &grencilere ve Ogretenlere izometri kavramini
anlamlandirmada ve 6gretim icin kullanmada katki sunacagini diisiinmekteyiz.

Siislerin Matematigi

Bu ¢aligmada, belli bir kurala gore dizilmis 6rneklerle ilgilenecegiz. Bu baglamda, belli
bir diizende dizilmis elemanlarin olusturdugu siislemeler olan tek boyutlu kusak
stislemeleri (freize groups) veya iki boyutlu kaplama siislemeleri (rosette groups) ve bu
tarz siislemelerin igerdigi matematik konumuzun daha cok ilgi alanina girmektedir.
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Fakat yine de konunun kapsamini smirh tutmak adina bu ¢alismada sadece tek boyutlu
kusak siislemeleri incelenecektir (Detayli bilgi i¢in bkz. Hoggar, 2006). Daha ileri
diizeyde bilgi almak isteyenler S. G. Hoggar tarafindan yazilmis olan Mathematics of
Digital Images kitabin1 veya kaynaklar boliimiinde verecegimiz diger kaynaklari
inceleyebilirler.

Kusak siislemelerindeki matematigi incelerken, dncelikle doniigiim ve izometri
kavramlar1 hakkinda genel bir bilgi verecek ve bu kavramlarin ilkokul, ortaokul ve lise
miifredatindaki yerine deginerek, matematik egitimi literatiirinde c¢aligmalar 1s181nda
neden dnemli kavramlar olduklarini tartisacagiz. Sonrasinda da, izometri tiirleri basligi
altinda doniisiim geometrisi fonksiyonlar1 olan Gteleme, yansima, dénme ve kiirlime
fonksiyonlarini ele alacak ve kusak siislemelerinde siklikla gorebilecegimiz tek boyutlu
stisleme oOriintiileri (kusak oriintiileri) kavramlarini inceleyecegiz.

Burada kullanildig1 sekliyle siisleme ve Oriintii terimleri benzer anlamlar igerse
de, ¢alismanin bundan sonraki kisimlarinda siislemeyi daha genel anlamda, Griintiiyii ise
belli bir kurala gore dizilim oldugunda kullanacagiz. Bu perspektiften bakildiginda,
kusak oriintiileri terimi, igerdigi matematik agisindan daha dogru bir terim olmaktadir.

Déniisiim ve [zometri Tanimlari, Matematik Egitimindeki Yeri

Bu kisimda, dncelikle doniisiim ve izometri tanimlarina yer vererek, miifredattaki yerine
deginecek ve matematik egitimde yapilan ¢aligmalar esliginde bu kavramlarin neden
onemli kavramlar olduklarini irdeleyecegiz.

Doéntisiim, Bixler (1980) ve Hoggar (2006) tarafindan bir noktayr veya bir
nesneyi ya da en genel haliyle bir sistemi belli bir ilk durumdan belli bir son duruma
doniistiirme islemi, fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir. Doniisiim bir fonksiyondur
¢linkii doniistiirdiigii biitiin noktalart yalniz ve yalniz bir tek goriintii noktasina esler.
Doniisim sirasinda seklin boyutlari degismemekte ve hatta seklin 6zellikleri ( Orn,
uzunluk, ag1, alan, vb. ) korunmaktadir.

Sekil 2. Cini iireten ve satan yerlerin cogunda yaygin olarak goriilebilecek bir ¢ini
tasarimi
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Sekil 2°de goriilen duvar tabagindaki ¢ini 6rnegindeki lale belli bir doniistim
fonksiyonu etkisiyle bir durumdan baska bir duruma déniisiirken biiyiikliigiinde, tabak
tizerindeki konumunda ve yoneliminde bir degisim bulunmaktadir. Benzer degisim mavi
yapraklarda ve diger ¢igeklerde de goriilmektedir. Ebru ve ¢ini uygulamalarinda siklikla
bu sekilde boyut degisikligine rastlamamizin nedeni, bu uygulamalarda ¢aligilan alant
tam olarak doldurma ve nesneleri belli bir alana sigdirma amacinin etkisi olabilir.
Ayrica doniistiiriilmiis nesnelerin mitkemmel bir sekilde doniistiiriilmiis oldugunu
sOylemek her zaman miimkiin olmamaktadir. Doniistimler sirasinda gbze garpabilecek
bu tir kiiciik farkliliklari, matematiksel genelleme yapabilmek adma dikkate
almayacagiz ¢iinkii bu eserlerin yapiminda esas amacin daha estetik olma ve galigilan
alant doldurma oldugunu diisliniiyoruz.

Ornegin, sekil 3’te goriildiigii gibi Katar miizeleri koleksiyonundan olan bu
tacin fotografi Istanbul Sultanahmet’teki Tiirk islam Eserleri Miizesi’nde Ocak 2016
tarihinde yapilan inci sergisi sirasinda ¢ekilmistir. Tanitim yazilarinda, altin, giimiis ve
dogal Korfez incilerinden yapildigr bildirilen bu tacin Galler prensesi Diana’nin iivey
annesi olan kontes tarafindan ve prensesin kendisi tarafindan da takildig
bildirilmektedir.

Sekil 3. Kontes Spencer'in incili taci

Ozellikle gini ve ebru uygulamalarinda gériilen bu esnekligin aksine, izometri
tanim1 boyut degisikligine izin vermemektedir. Izometri, uzunluklari koruyan bir
doniisiim fonksiyonudur (Baker, 2005; Hoggar, 2006). Yani, diizlem fizerindeki iki
nokta arasindaki uzakligin degeri doniisiim sonucunda degismez. Bunun dogal sonucu
olarak, doniisiime ugrayan nesnelerin boyutlar1 ve hatta agilarin degerleri de degismez,
ama acilarin isaretleri yani seklin yonelimi degisebilir.

Bu tanima uyan bir ta¢ da, yine ayn1 sergide fotograflanan Lady Roseberry’nin
tacidir (Sekil 4). Tanmitim bilgilerinde, bilinen en sira dis1 incili tag oldugu ve dogal inci
ve eski tarz kesimli pirlantalardan olustugu verilmektedir. Incilerinin Biiyiik (Pasifik)
Okyanusu incilerinden toplandigt da verilen bilgiler arasinda olan bu tacin
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stiislemelerinde boyut degisimi olmamis ama oturdugu silindirik ylizey nedeniyle
yonelimde bir farklilik olmustur. Eger bu silindirik yiizeyden kaynaklanan yonelim
farkini ihmal ederek dizilimi dogrusal kabul edilirse, “ta¢ {izerinde goriilen iki farkl
motif Hoggar (2006) tarafindan r; kodu ile tanimlanan 6teleme izometrisi dizilimini
gostermektedir”, denilebilir.

Sekil 4. Lady Roseberry'nin incili taci

Burada ele alinan izometri tanimi sadece iki boyutlu uzay olan diizlem icin
degil, iic boyutlu uzay i¢in ve hatta daha yiiksek boyutlu uzaylar i¢in de gegerlidir. Yani
burada s6z konusu olan uzaklik kavrami dort ve daha yiiksek boyutlar i¢in bizim
anladigimiz  fiziksel anlamda uzaklik kavraminin o&tesine gegmektedir. Diger
boyutlardaki izometrilerden s6z agilmigken konu ile ilgili ¢alismalarin tarihgesinden de
bahsedelim.

Izometri konusunun tarihgesiyle ilgili bilgileri 6zetleyen Bixler (1980),
Fedorov’'un 1890 yilinda i{i¢ boyutlu uzayda var olan 230 tane izometri Oriintiisii
tanimladigint yazmustir. George Polya’nin 1924 yilinda iki boyutlu uzayda 17 tane
izometri Oriintlisi oldugunu ispatlayabildigini ama bu oriintiilerin neler oldugunu
tanimlayanin ise ayni yil igindeki ¢aligmalariyla Paul Niggli oldugunu ifade eden Bixler
(1980), kusak oriintiilerinde (tek boyutlu uzayda) toplam yedi tane izometri driintiisiiniin
varligindan séz etmektedir. Kusak oriintiilerinde tespit edilen yedi tane Oriintiiniin
varligint yedi farkli izometri tiirii olarak algilamamalidir. Baker (2005) tarafindan da
belirtildigi gibi temelde {i¢ tane izometri tiirii vardir: Oteleme (translation), yansima
(reflection) ve donme (rotation). Bazi kaynaklarda dordiincii izometri olarak tanimlanan
kiirime (glide refletion) ise aslinda Oteleme ve yansima izometrilerinin bileskesidir.
Izometriler ayrica cebirsel yapilar olan “grup” olusturur (Portnoy, Grundmeier ve
Graham, 2006). Grup matematiksel olarak bos kiimeden farkli bir A kiimesi ve {izerinde
taniml1 bir islemle, A kiimesinin bu islem {izerinden kapalilik ve birlesme 6zelligi; ve
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etkisiz eleman ve ters elemana sahip olma Ozelliklerini sagladiginda olusan cebirsel
yapidir (Kutlu ve Kutlu, 1990). Bu baglamda, izometri ve grup kavramlar iligkilidir.

Matematik egitiminde temel doniisiimlerin (izometriler: Gteleme, donme ve
yansima) Ogretilmesi onemlidir. Hollebrands (2003) temel doniisiimlerin (izometriler),
onemli matematiksel kavramlar hakkinda temel olusturmas: ornegin lineer cebir,
ogrencilerin matematigi kendi alanlar1 (geometri ve cebir) arasinda iligkili bir disiplin
olarak algilamasi ve Ogrencilerin st diizey matematiksel diisiinme aktivitelerini
gergeklestirmelerine olanak saglamasi agisindan 6nemli kavramlar oldugunu ifade
etmektedir. Ote yandan yapilan bir ¢ok arastirma hem &grencilerin (Hollebrands, 2003;
Steketee ve Scher , 2011) hem de (hizmet 6ncesi) 6gretmenlerin (Yanik, 2011) temel
doniistimleri (izometriler) anlamlandirmada ¢ok zorlandiklarini bulgulamigtir. Bu
zorluklarin baginda gelen sebeplerden biri olarak, temel doniisiimlerin 6grenenler
tarafindan sadece hareket olarak algilanmasi gosterilmekte ve fonksiyon olarak
algilanmasinin 6nemi vurgulanmaktadir (Hollebrands, 2003; Steketee ve Scher , 2011;
Yanik, 2011, 2014).

Tiirkiye’deki 6gretim programlar incelendiginde, izometri (temel doniisiimler)
kavramu, ilkokul, ortaokul ve lise 6gretim programlarinda yer almaktadir. 2018 yilinda,
ilkokul 2. Siniftan itibaren “uzamsal iligkiler” alt 6grenme alaninda yer verilen
kazanimlar simetri (yansima simetrisi) {izerinedir. Ortaokul 8. sinifta ise, “doniisiim
geometrisi” alt 6grenme alani altinda Oncelikle Oteleme ve yansima doniisiimleri
islenmektedir. Lise Ogretim programinda da, sadece 12. Sinifta “doniistimler” alt
O0grenme alaninda, hem temel doniisiimler (izometriler: oteleme, donme ve simetri
(yansima simetrisi)) hem de temel doniigiimler ve bileskeleri ile ilgili olarak problem
¢ozmeye yer verilmektedir. Bunlarla birlikte yine 2019 yilinda yayinlanan, 6zel
yetenekliler matematik Ogretim programinda, ilkokul 2.siniftan itibaren “uzamsal
iligkiler” alt 6grenme alaninda simetri kavrami incelenmekte ve dgrencilerin 4. Smiftan
itibaren de sanatgilarin  eserlerini  simetri kavrami iizerinden incelemeleri
beklenmektedir. Ortaokul seviyesinde ise, yine 8. Sinifta “doniisim geometrisi” alt
O0grenme alaninda Oteleme ve yansima donisiimlerinin  “farihi yapilarimizdaki ve
geleneksel sanatlarimizdaki siisleme orneklerinden...” (p. 57) yararlanilarak islenmesi
beklenmektedir. Ote yandan, lise diizeyinde de 10. Smiftan itibaren hem “analitik
geometri” hem de “geometri ve mimari” alt 6grenme alanlarinda temel doniistimleri
(izometriler: 6teleme, donme ve simetri) nokta ve dogrular {izerinde olusturma ve hem
de temel doniigsiimlerin bileskelerini kullanarak motifler olusturma ve yine tarihi eserleri
inceleme ilizerinde odaklanilmaktadir.

Bu baglamda, bu ¢aligmada, temel doniisiimler (izometri) kavrami siislemeler
yoluyla incelenecektir. Bundan sonraki béliimlerde oncelikle oteleme, donme ve
yansima doniistimlerini (izometriler) el sanatlar1 baglamindaki Ornekler {izerinde
tantyacagiz. Daha sonrasinda ise, bu izometrilerle elde edilen yedi tane kusak
Oriintiislinii yine el sanatlar1 baglaminda inceleyecegiz.

izometri Tiirleri

Bu kisimda oncelikle temel doniigiimleri (izometrileri) yakindan tanimaya ¢aligalim.
Sonrasinda ise bu izometrilerden tiiretilen ve zaman zaman temel izometrilerle
karistirilabilen kiiriimeyi inceleyecegiz. Daha sonrasinda da yine bu baghk altinda
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izometrilere ait baz1 6zelliklere deginecegiz. izometri tiirlerini ve 6zelliklerini anlatirken
sekil 2 iginden aldigimiz lale 6rnegini kullanalim (Sekil 5).

Sekil 5. Cini deseninden alinmis lale 6rnegi
Oteleme

Oteleme izometrisi, uygulandigi nesnelerin biitiin noktalarin1 bir vektér araciligi ile belli
bir deger kadar belli bir yonde dogrusal olarak tasir. Burada belli bir degerden
kastedilen vektoriin biiyiikliigi, belli bir yonden kastedilen ise vektoriin yoniidiir. Sekil
6, lale 6rnegimizi x ekseninin pozitif yoniinde 6 birim Steleyen bir vektorii ve dtelenmis
laleyi (gorintiisiinii) gostermektedir. Bu ornekte ozellikle dikkat edilmesi gereken ve
yeni Ogrenenlerin en ¢ok karigtirabildigi ayrinti, iki nesnenin arasindaki boslugun 6
birim olmadigidir. Oteleme izometrisinde, her bir nokta dteleme vektorii kadar tasinir
yani sekil 6’daki ornekte fotograftaki lale ve yapraklarinin sol yan veya sag yan
kenarlar1 arasindaki uzaklik 6 birimdir.

u=(6,0)

Sekil 6. Lale ve u vektorii kadar 6telenmis goriintiisii
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Yansima

Yansima izometrisi, uygulandigi nesnenin biitiin noktalarim1 bir dogru (yansima
dogrusu) etrafinda yansitir, yani dogrunun bulundugu yerde bir diiz ayna varmis gibi
biitiin noktalarin goriintiisiinii olusturur (Sekil 7). Bunu yaparken, biitiin noktalarin
dogruya uzakligt —ki bu dik uzakliktir —ile o noktalarin goriintiilerinin dogruya uzakligi
ayn1 kalir. Dolayisiyla, yansima dogrusunun nokta ile goriintiisiinii birlestiren dogru
parcasinin orta dikmesi oldugu g¢ikariminda bulunabiliriz. Bu c¢alismada yatay
yansimalar Y, ve diisey yansimalar ise ¥; sembolii ile gosterilecektir.

Sekil 7. Lale ve x=3 dogrusunda yansimig goriintiisii
Doénme

Doénme izometrisi, uygulandigi nesnelerin biitiin noktalarini belli bir donme noktasi
etrafinda donme agis1 kadar saat yoniiniin ters yoniinde dondiiriir (Sekil 8). Dénmenin
saat yoniinde oldugu durumlarda ag1 negatif deger ile gosterilir. Bizim bu boliimde
ilgilendigimiz genellikle donmenin miktar1 (a¢1 degeri) oldugundan, ag¢1 degerini de
sembol i¢inde gosterecegiz. Ornegin, sekil 8’deki gibi, @ =120 derecelik dénme, D,
sembolil ile gosterilecektir.
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Sekil 8. Lale ve (2,1) noktasi etrafinda 120 derece donmiis goriintiisii
izometrilerin bileskesi

Izometriler de birer fonksiyon oldugu icin, her fonksiyon gibi onlarin da bileskesi
alinabilir (Portnoy vd., 2006). izometri bileskeleri sayesinde hem yeni izometri tiirlerini
tanima firsatt buluruz, hem de matematigin baska konularini izometriler ve sanat
baglaminda ele alma sansimiz ortaya ¢ikar.

Oncelikle sekil 9°da gosterilen yansima ve dteleme iliskisini ele alan Srnegi
inceleyelim. Seklin sol tarafinda goriildiigii gibi birbirinin ayn1 olan iki laleden alttaki
lale 16 birimlik u vektériiyle saga dogru (yatay dogrultuda ve pozitif yonde)
Stelenmistir. Ustteki lale ise, dnce x=3 dogrusu iizerinde, daha sonra da x=11 dogrusu
iizerinde yansitilmistir. Sonugta, Oteleme sonucu elde edilen goriintiiniin hemen
iizerinde, ayni boyutlarda ve aymi yonelimde bir goriinti elde edilmistir. Buradaki
dogrularin  arasindaki uzakligin 8 birim olmast tesadif degildir. “a” birim
uzunlugundaki @ vektériiyle dtelemek yerine, bu vektore dik dogrultuda ve birbirlerine”
% “birim uzaklikta yerlestirilmis iki paralel dogruda yansitmakla da ayni goriintii elde
edilir.

Durumun matematiksel analizi soyle yapilabilir. Diizlemde, sekil 9’da sol
taraftaki lalenin herhangi bir noktasini (x,y) ile gosterelim. Bu noktanin x=d; dogrusu
iizerinde yansitilnus hali (x,y) noktasi olacaktir. Yansima izometrisine gore de, x
noktasinin ve x noktasinin x= dl dogrusuna uzakliklart ayni kalacagindan |x — d,| =
|x" — dy| olur. Bu durumda, x" = —x + 2d; olacaktir. (x,y) noktasimin x=d, dogrusu
uzermde yansitilmig halini de (X y) noktasi olarak ele aldigimizda, aym diisiinceyle,
X = —x"+2d, olur. Yani, x = x+ 2d, —2d; olur. Béylelikle, lale iizerindeki
herhangi bir (x,y) noktasinin yansima izometrisine gore en son goriintiisii (x + 2d, —
2d4,y) olacaktir. Bu ise , Oteleme izometrisine gore, (X,y) noktasinin herhangi bir
u=(2d, — 2d,,0) vektorii kadar dtelenmis haline karsihik gelir. Burada, u vektdriiniin

uzunlugu m = 2|d, — d;| olacaktir. Diger bir deyisle, a birim uzunlugundaki ©
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vektoriiyle 6telemek yerine, bu vektore dik dogrultuda ve birbirlerine % birim uzaklikta

yerlestirilmis iki paralel dogruda yansitmakla da ayni goriintii elde edilmis olur. Benzer
analiz, yatay 6teleme yerine diisey veya egik 6telemeler i¢in de yapilabilir.

ax=3 bix=11
u= (16, 0)

Sekil 9. Yansima - 6teleme iligkisi

Dolayistyla &teleme fonksiyonu iki yansima fonksiyonunun bileskesidir
(Zembat, 2013a). Bu 6rnekteki durumu cebirsel olarak ifade etmek istersek,
Y,°Y, =0
veya
(Ye=3)°(Ye=11) = (017=16)
seklinde gosterebiliriz. Burada yukaridaki agiklamamizdan da goriilecegi iizere, ilk
nesnenin konumunun ve ilk dogruya uzakliginin énemli olmadigina dikkatinizi ¢gekmek
isteriz.

Bir sonraki 6rnegimizde dénme izometrisi ile yansima izometrisi arasindaki
iliskiyi inceleyecegiz (Sekil 10). Donme izometrisinde saatin ters yonii pozitif yon
oldugundan, orijinal sekillerimiz a dogrusunun sag tarafinda goriilmektedir. Ustteki
laleyi 6nce a dogrusunda sonra da a dogrusu ile 60° lik a¢1 yapan b dogrusunda
yansitalim. Alttaki laleyi ise, iki dogrunun kesisim noktasi olan D noktas1 etrafinda
120°lik agiyla dondiirelim. Sekil 10°da goriilecegi gibi elde edilen son goriintiiler ayni
hizadadir. Eger ilk sekiller iist iste, yani ¢akisik olsaydi elde edilecek son goriintiiler de
cakisik olurdu.
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Sekil 10. Yansima - dénme iligkisi

Yine burada da, dogrular arasindaki agmin (60°) donme agisiin (120°) yarisi
olur. Bir nesneyi bir donme noktas1 etrafinda « agis1 kadar déndiirmek yerine, o donme

noktasindan gegen ve aralarinda % derecelik ac1 bulunan iki dogruda yansitarak da ayni

goriintilyii elde edebiliriz (Buradaki ispati okuyucuca birakiyoruz). Dolayisiyla donme
fonksiyonu iki yansima fonksiyonun bileskesidir (Zembat, 2013b). Bu ornekteki
durumu cebirsel olarak ifade etmek istersek,
Y°Y =D
veya
(Ym=tane)® (Ym=tan(%+9)) =D,
seklinde gosterebiliriz. Burada ilk nesnenin konumunun ve ilk dogrunun egiminin

onemli olmadigina ama dénme noktasinin dogrularin kesim noktasit olmasi gerektigine
dikkatinizi ¢ekmek isteriz.

Kiiriime

Kiiriime izometrisi, 6teleme ve yansima izometrileri yardimiyla elde edilen bir bileske
izometrisidir (Sekil 11). Kiirime izometrisi, Tiirk¢e kaynaklarda o6telemeli yansima
veya yansimali 6teleme gibi adlarla amlsa da biz burada Bogazigi Universitesi gretim
iiyelerinden Prof. Dr. Ahmet Feyzioglu’nun siislerin matematigi derslerinde kullandigi
kiirtime izometrisi terimini kullanacagiz (yayinlanmamis ders notlari, Feyzioglu, 2016).
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u=(0,7

Sekil 11. Lale ve kiiriime (yansima ve dteleme)

Kiirlime izometrisinde dogrudan kendini olusturan o&teleme ve yansima
izometrilerinin  parametreleri —yani Oteleme vektorii ve yansima dogrusu -
kullanilmaktadir. Kiirlime izometrisini de cebirsel olarak ifade etmek gerektiginde,

Y°0 = K veya 0°Y = K
seklinde ifade edebiliriz.

u=(,7)

Sekil 12. Lale ve kiirtime (Gteleme ve yansima)
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Kusak Oriintiileri ve izometri

El sanatlart {izerindeki siislemeler ¢ok ¢esitlidir. Bunlar i¢inde genel bir kurala baglh
olmayan tamamen 0zgiin siislemeler olabildigi gibi kendi i¢inde bir Oriintii olusturan
stislemeler de bulunmaktadir. Sekil 13, bu sekilde oriintii olugturmayan tekil siislemelere
bir drnek olarak diisiiniilebilir. Renge dikkat etmedigimizde birbirinin ayn1 8 siisleme,
renk ayrimini dikkate aldigimizda ise kendi ig¢inde dorder defa donerek tekrarlayan
siislemeler goriilmektedir. Buradaki toplam 8 sayisinin Islam eserlerinde genel olarak
karsimiza ¢ikan sekizgen veya sekiz kdseli yildizla anlamsal iliskisi de olabilir veya
sadece geometrik dengeyi dikkate almak igin de Oyle tasarlanmug olabilir. Her bir
parganin i¢inde yer alan yapraklar ve lalelerin de belli bir oranda biiyiimesi izometrik
olmayan doniisiimlere giizel bir 6rnektir.

Sekil 13. Tekil siisleme 6rnegi

Her ne kadar oriintii olusturmayan tekil siislemeler, el sanatlarinda 6zellikle
taki siislemelerinde ¢ok karsimiza ¢iksa da biz bu ¢aligmada daha 6nce de bahsettigimiz
iizere Orinti olusturan tek boyutlu siislemeleri incelemekteyiz. Tek boyutlu
stislemelerin kusak (freize) oOriintiileri olarak adlandirildiginmi yukarida vurgulamistik.
Kusak oriintiilerinde, yukarida bahsettigimiz Gteleme, kiiriime, yansima ve donme
izometrileriyle karsilasmaktayiz. Icerdigi izometri tiirleri sayesinde 7 tane farkli kusak
oriintiisii karsimiza g¢ikmaktadir. Bu 7 farkli oriintii tiirlerini ayirt etmek icin de
literatiirde semboller acisindan birbirinden farkli ama igerdigi anlam agisindan ayni1 olan
cesitli isimlendirmeler bulunmaktadir. Her biri degisik acidan &nemli olan bu
isimlendirme ve gosterimlerden, kisa adi ITUC olan Uluslararas1 Kristallografi Birligi
(International Union of Crystallography) gésterimi olan IUC gosterimini kullanacagiz.
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Oriintii 1: Oteleme (p1) driintiisii

Oteleme oriintiilerinin goriintiilerinin ¢ok sade ve tasarimlarimin kolay olmasindan
dolay1 kusak siislemelerinde bu ériintiilerle siklikla karsilasmaktayiz. Istanbul Sehzade
Camii’nin zemin dosemesinde kullanilan halinin kenar siislemeleri, sadeligiyle ve
dolayisiyla kolay algilanabilir olmasiyla, kusak Oriintiilerinden biri olan &teleme
oriintiilerine giizel bir 6rnek olugturmaktadir (Sekil 14).

Sekil 14. Sehzadebasi camii doseme halisi

Ocak 2016’da ¢ekilen bu fotografta yer alan 6teleme Oriintiisiiniin daha yakin
goriintiileri ve tekrar eden elemanlar: sekil 15 ve sekil 16°da goriilmektedir.

Sekil 15. Oteleme 6riintiisii
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Sekil 16. Otelenen eleman
Oriintii 2: Kiiriime(p11g) oriintiisii
Kiirlime oriintiilerinde, izometrinin kendisi 6teleme icerdigi icin ayrica bir Gteleme

aramaya gerek yoktur ve genelde kiirlinen elemanin simetri ekseni de seklin ortasindan
gegen dogrudur (Sekil 17).

Sekil 17. Istanbul Tiirk islam Eserleri Miizesinde sergilenen eski halilardan

Ocak 2016°da Istanbul, Tiirk Islam Eserleri Miizesinde sergilenen halilardan
birinin gébek desenini ¢evreleyen bu kusak siislemesinde oriintiiyii ayirt edebilmek igin
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renklerdeki farklihgi goz ardi etmek gerekmektedir. Ozellikle kiiriinen seklin icindeki
kiiciik cicek her seferinde sari, yesil ve mavi gibi farkli renkler aldigindan oriintiiyii fark

etmeyi zorlastirmaktadir (Sekil 18-19).

Sekil 19. Kiiriinen eleman

Icerdigi gorsel estetik nedeniyle, yansima ve Otelemenin bileskesi olan kiiriime
oriintiilerini takilarda da gérmek miimkiindiir (Sekil 20).

Sekil 20. Diisey yansima ve 6telemelerden olugan kiirlime Oriintiisii

Oriintii 3: Diisey yansima (plm1) ériintiisii

Diisey yansima oriintiilerinde, 6telemeye esas teskil eden eleman, sekil 21°deki sagdaki
tabag1 cevreleyen dairesel kusakta oldugu gibi ortasindan gegen bir diisey eksene —
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oriintiiniin dairesel kusakta yer almasi nedeniyle aslinda diisey yerine yarigap ekseni
demek daha dogrudur —gore simetriktir. Diger bir ifadeyle, Oriintiiniin esas elemanina
diisey bir dogru etrafinda yansima izometrisi uygulandiktan sonra —tabagin kenarinda
yer alan dairesel kusaktaki mavi ¢icek ve yapraklari —siirekli 6telenerek bir oriintii elde
edilmistir. O nedenle bazi kaynaklarda diisey yansima ve Oteleme Oriintiisii diye
tanimlandig1 gorillmektedir (wikipedia: https://en.wikipedia.org/wiki/Frieze group).

Sekil 21. Caferaga medresesi uygulamali sanatlar merkezinde bir ¢ini 6rnegi

Oriintii 4: Donme (p2) driintiisii

Genel olarak donme izometrisinden bahsedildiginde, donmenin miktar1 da ag1 olarak
veya ¢emberin kacta kac1 oldugu ifade edilerek belirtilir. Fakat kusak oriintiilerinde hep
180° lik donmeler kullamldigi igin bu ayrinti verilmez. Sekil 22°de, Istanbul Hali
Miizesinde sergilenen halilardan Anadolu beylikleri donemine 15.yiizyila ait bir 6rnek
goriilmektedir. Bu halinin kenar siislemeleri iginde birbirinden bagimsiz olarak
tasarlanmig birka¢ tane donme izometrisi ve bu izometriden elde edilen elemanin ardisik
olarak 6telenmesiyle elde edilen 6riintiiler bulunmaktadir.
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Sekil 22. Istanbul Hali Miizesinde sergilenen Anadolu beylikleri dénemine ait bir hali

Bu oriintiide 6zellikle dikkat ¢ekmek istedigimiz, sekil 23’de daha yakin plandan
goriilen giil kirmizis1 ve krem renkli sekillerdir. Bu sekiller geometri merkezlerine gore
180° lik acilarla dondiriilmiiglerdir. Daha sonrasinda elde edilen sekiller Stelenerek
kusak orintiisii elde edilmistir. Kenar siislemelerinde en ¢ok goriilen Oriinti
tiirlerindendir.

Sekil 23. Dénme Oriintiisii

Oriintii 5: Diisey yansima ve donme (p2mg) oriintiisii

Bu oriintii tiirii yapist geregi pllg olarak bilinen sadece kiiriime Oriintiisiiyle
karigmaktadir. O nedenle ele aldigimiz Oriintilyli tam olarak vurgulayabilmek igin
kendimiz bir Oriintii tasarladik (Sekil 24). El 6rneginde oldugu gibi el simetrisi
kullanildiginda 180° lik donme ile kiirime arasinda karisiklik giderilmis olmaktadir.
Sekilde goriildiigii gibi, once temel eleman diisey eksene gore yansitilmis, sonrasinda da
elde edilen temel eleman ¢ifti 180° lik donmelerle tekrarlanmstir.

Bogazigi Universitesi Egitim Dergisi Vol. 37(2)



El Sanatlar1 ve Matematik: Cebir Diinyasina Bakis 141

Sekil 24. p2mg oriintiisii
Oriintii 6: Yatay yansima (p11m) driintiisii

Bu oriintii tiiriinde, temel eleman, merkezinden gegen ve 6teleme dogrultusuna paralel
(yatay) bir eksene gdre simetriktir. Istanbul, Topkap1 Saray1 yakinlarindaki Arasta Pazar
carsisinda yer alan bir diikkkdnda satilan kilim 6rneginde “C harfini” andiran beyaz
desenin olusturdugu oriintii bu gruba girmektedir (Sekil 25). C harfine benzeyen
eleman, yatayda yansitildiktan sonra 6telenerek oriintii olusturulmustur.

Sekil 25. p11m Oriintiisii
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Oriintii 7: Yatay ve diisey yansima (p2mm) ériintiisii

Hem yatay hem de diisey simetrinin oldugu desenler, belki de igerdigi simetrilerin
estetik goriiniimii nedeniyle el sanatlart iginde en ¢ok karsilasilan Oriintii tiirlerindendir.
Sekil 26’da goriilen halida, merkez alani ¢evreleyen kenar siislemeleri i¢cinde kogbasini
da andiran siislemede, dtelenen temel eleman kendi iginde hem yatay hem de diisey
eksene gore simetriktir. Hatta bu eleman da yansitilarak olusturulan elemanlar bileske
islemine gore bir degismeli grup olustururlar (Portnoy, Grundmeier, Graham, 2006). Bu
boliimde tanitmaya g¢alistigimiz izometrilerin matematiksel anlamda grup olusturmalari
bir sonraki boliimde daha ayrintili ele alinacaktir.

Sekil 26. Tiirk evlerinin birgogunda goriilebilecek bir kilim drneginde p2mm Oriintiisii
Grup Teorisi

Siislemelerde karsimiza ¢ikan diger bir matematiksel nesne de grup kavramudir. Daha
once de ifade ettigimiz lizere, matematiksel anlamda, grup, lizerinde belli aksiyomlar:
barindiran bir cebirsel yapidir: Grup olusturabilmek i¢in dncelikle bir kiime ve bu kiime
iizerinde tamimlanmig bir iglem gerekmektedir. Sonrasinda bu kiime ve islemin
olusturdugu sistem veya yapinin, ayrintilari asagida verilen kapalilik ve birlesme
ozelliklerini saglamasi ve etkisiz elemani ile her elemaninin ters elemaninin bulunmasi
gerekir.
Bu baglamda, her elemani farkli bir izometri olan bir A kiimesi diigiinelim.
e  Etkisiz izometri: Uygulandigi elemani oldugu gibi birakan, hicbir degisiklik
yapmayan izometridir.
e Yatay yansima: Uygulandig1 elemani, hemen alt tarafinda bulunan bir yatay
eksene gore yansitan izometridir.
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e Diisey yansima: Uygulandig1 elemani, hemen sag tarafinda bulunan bir diisey
eksene gore yansitan izometridir.

e Donme izometrisi: Uygulandigi elemani, kendi agirlik merkezi etrafinda 180°
lik donme ile dondiiren izometridir.

Bu A kiimesinin elemanlar1 ve bu elemanlarin bileske islemine gore verdigi
sonuclar sekil 27°deki tabloda verilmistir. Burada temel eleman, sekil 2’deki ¢inili
tabaktan alinan lale fotografidir ve tablodaki etkisiz eleman izometrilerinin kesisim
yerlerinde higbir izometri uygulanmamais haliyle goriillmektedir.

Etkisiz Yatay Du$ey 180°
Izometri Yansmma Yansmma Diame
Etkisiz
Izometri
Yatay
Yansmma
AN b ks
Diisey
Yansmma ;
180°
Dinme
7\ 7,

Sekil 27: Yansima ve donme izometrilerinden olusan bir grup

Tablonun ilk satirinda ve siitununda A kiimesinin elemanlar1 yukarida tarif
edildigi sekliyle aynen goriilmektedir. Tablonun yatay ve diiseyinde verilen islemlerin
temel elemana Once satir, sonra siitun sirastyla olusturulmasiyla ele edilen goriintiiler
ise, tablonun diger elemanlarini olusturmaktadir. Simdi tablonun elemanlarini
inceleyerek, (A,e) sisteminin grup olusturup olusturmadigini anlayalim.

e Tablonun iginde yer alan biitiin goriintiiler, A kiimesinin taniminda verilen

elemanlar oldugundan bu A kiimesi, bileske islemine gore kapalidir. A
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kiimesinin herhangi iki elemaninin bileske islemine gore goriintiisii yine A

kiimesinin bir elemanidir.

e Burada tanimlanan izometrilerden herhangi iigiiniin goriintiisii 6nce hangi
ikisinin igleme sokulduguna bakilmaksizin hep ayni sonucu verdiginden
kiimemiz bileske islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Mesela, verilen
ornekte yatay yansima, diisey yansima ve donme iglemlerinden olusan bir
bileske iglemi zincirinde su sonuglar elde edilir.

Y,°(Y4°D1go) = Y,,°Y, = Etkisiz izometri
(Y,°Y4)°D1go = D1go°Digo = Etkisiz izometri

Her islem sirasinda da aynmi sonug¢ elde edildiginden, bu o6rnegi birlesme

ozelliginin varligina kanit olarak kullanabiliriz.

e  Kiimenin elemanlarindan biri olan etkisiz izometri, etkisiz elemandir.

e Bu kiime i¢inde tanimlanan her izometrinin kendisiyle bileskesi etkisiz eleman
olan etkisiz izometriyi vermektedir. Bu nedenle, bu kiime i¢inde tanimlanan
her elemanin bileske islemine gore tersinin oldugunu sdyleyebiliriz.

Verilen A kiimesi bileske islemine gore biitiin gerekli sartlar1 sagladigr igin (A,
°) sistemi bir gruptur diyebiliriz. Hatta A kiimesinin elemanlar1 bileske islemine
girerken yerleri degisgse bile ayni sonucu verdiginden, yani degisme ozelligine de sahip
oldugundan, (A, °) sistemi bir degismeli gruptur.

Sonug¢ ve Degerlendirme

Bu caligmada el sanatlart i¢inde yerlesik matematigi tartisirken, sik¢a gordiigiimiiz
desenlerin cebir ve cebirsel diisiinmenin temel kavramlarindan olan fonksiyon ile
baslayarak, bu kavramin doniisiim ve izometri kavramlar ile iliskisine yer verdik. Bu
baglamda, oncelikle doniisiim ve izometri kavramlarimi inceledik ve sonrasinda da,
izometri tiirleri bagligr altinda doniisiim geometrisi fonksiyonlart olan Steleme, yansima,
donme ve kiirlime fonksiyonlarin1 ele aldik. Boylelikle, kusak siislemelerindeki
matematigi incelerken, kusak siislemelerinde siklikla gorebilecegimiz tek boyutlu
siisleme oriintiileri (kusak Oriintiileri) kavramlarini izometri tiirleri agisindan irdeledik.
Son olarak ise izometri tiirleri tizerinden grup kavrami ve bu kavramlarin arasindaki
iligkiyi stislemelerde nasil inceleyebilecegimize degindik.

Cebir kavramlarini, 6zelinde ise temel doniisiimleri (izometri) 6grenmenin
zorlugu gbz Oniine alindiginda (Hollebrands, 2003; Yanik, 2011, 2014), bu ¢aligmanin
hem &gretmenlere hem de dgretmen adaylara katki sunacagim diisiinmekteyiz. Oyle
ki, Ogretmenler lise matematik miifredatinda yer alan Oteleme-yansima-donme
kavramlarinin 6gretiminde, bu ¢alismada yer verilen 6rnekleri kullanabilirler veya bahsi
gecen aciklamalar esliginde teknolojinin de yardimi ile kendi &rneklerini
olusturabilirler. Ornegin, baz1 ¢alismalarda da belirtildigi iizere 6grencilerin teknolojiye
¢ok bagimli kalmadan da izometrileri insa edebilmeleri veya ifade edebilmeleri
onemlidir (Siinker ve Zembat, 2012; Yanik ve Flores, 2009). Bu baglamda, dgretenler,
Ogrencilere bu caligmada yer alan siislemeleri sunarak, bu siislemelerde hangi
izometrilerin nasil olustugunu sorabilirler. Ornegin, sekil 18’de kiiriimenin nasil
gergeklestigi sorulabilir. Yine 0rnegin sekil 26’da verilen kilim 6rnegi kullanilarak, iki
yansima fonksiyonu bileskesinin bir Oteleme fonksiyonu olusturacagi bilgisinin
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ogrenciler tarafindan izah edilmesi beklenebilir. Hatta dgrencilerinin kendi &rneklerini
olusturmalarna yonelik olarak etkinlikler iiretilebilir. Ornegin, proje baglaminda,
ogrencilerden tarihi eserleri ziyaret ederek, tarihi eserlerde ve mimari yapilarda
bulguladiklar1 izometrileri Ornekleriyle aciklamalari beklenebilir. Benzer sekilde,
iiniversite seviyesinde ise, Ogretmen yetistiricileri, geometri ve cebir Ogretimi
derslerinde de bir takim semboller arasina sikigip kalmis cebirsel kavramlardan olan
izometri ve grup kavramlarini, el sanatlari baglaminda ele alarak Ogrencilerinin bu
kavramlar1 igsellestirmelerine yonelik ¢aligmalar yapabilirler. Boylelikle, hem
ogrenciler ve hem de 6gretmen adaylari, matematigi insanin zihinsel eylemlerinin bir
tirlinii olarak inceleyebilme firsatin1 yakalayabileceklerdir.
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Handcrafts and Mathematics: A Look into the World of Algebra

Abstract

Bixler (1980), while discussing the relationship between mathematics and art, states that mathematicians and
artists interpret the same physical space with different reactions. While the artist, through art products,
reconstructs her reaction and what she sees and understands, the mathematician's effort has been to try to
explain such interpretations in a mathematical language. As mathematics educators, in this paper, we will
deal with mathematics and mathematics education simultaneously. More specifically, we will discuss the
mathematics built in handcrafts, examine how the patterns we frequently see in handcrafts include and depict
the concepts of functions and isometries which are the basic concepts of algebra and algebraic thinking.
Therefore, with real-life examples, we will discuss the concepts of transformation and isometry as special
kinds of functions, and then, focus on the functions in transformation geometry such as translation, reflection
and rotation. We contend that discussing algebraic concepts using examples coming from real life situations,
this study might contribute to the teaching of translation-reflection-rotation in high school mathematics
curriculum as well as the teaching of university level geometry and algebra.

Keywords: Handcrafts, function, isometry, group theory, mathematics education.
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