BEU Fen Bilimleri Dergisi BEU Journal of Science
9 (3), 997-1005, 2020 9 (3), 997-1005, 2020

Arastirma Makalesi / Research Article

Degisken gecikmeli kisith stokastik kontrol gecis sistemleri
i¢in regiilator problemi

Cerkez AGAYEVAY?"

"Mus Alparslan Universitesi, Iktisat Boliimii, 49250, Mus
2Institute of Control, Azerbaijan National Academy of Science, Baku
(ORCID: 0000-0003-0507-9785)

Oz

Bu makalede, dogrusal stokastik denklemler sinifiyla ifade olunan gecis sistemleri ele alinmistir. Gecikmeli faz ve
kontrol parametreleri iceren diferansiyel denklemler igin karesel amag fonksiyonu olan optimal kontrol problemi
olusturulmus ve sag ug¢ noktasinda kisita sahip olan durum i¢in optimizasyon problemi incelenmistir. Literatiirde
Dogrusal Karesel Regiilator olarak bilinen ve sabit katsayili stokastik diferansiyel denklemlerle ifade olunan bu
problemin optimal lig1 i¢in yeter ve gerek kosul, maksimum prensibi seklinde ispatlanmigtir. Bunun yani sira gegis
sistemleri igin 6nemli olan ge¢is noktalarinin bulunmast igin karsitlik kosullart bulunmustur. Sonda ise Dogrusal
Karesel Regiilator problemleri igin 6nem tasiyan optmal kontroliin geri doniisiim sekli bulunmustur. Coziimii,
Riccati denklemleriyle ifade olunan geri doniisiim problemi, bu ¢aligmada degisken gecikmeli stokastik sistemler
icin uygulanmustir.

Anahtar kelimeler: Optimal kontrol problemi, gecikmeli stokastik diferansiyel denklemler, gecis sistemleri,
Riccati denklemleri.

Regulator problem of restricted stochastic switching systems
with variable delay

Abstract

In this paper, the switching systems expressed by the class of linear stochastic differential equations are discussed.
For the differential equations containing the delayed phase and delayed control parameters, the optimal control
problem with the quadratic cost function is constructed. Stochastic optimization problem is examined for the
systems with the the right end point restriction. Linear Quadrature Regulator problem expressed by the stochastic
differential equations is investigated. Necessary and sufficient condition in terms of maximum principle has been
proven. In addition, transversation conditions have been found to establish the transition points that are important
for the switching systems. It is well known that, the feedback form of optimal control important for the Linear
Quadrature Regulator problems. The solution of feedback problem directly relate with Riccati equations.
Mentioned problem is solved for the stochastic differential equation with variable delay.

Keywords: Optimal control problem, stochastic differential equation with delay, switching systems, Riccati
equations.

1. Giris

Gergek problemlerde karsilastigimz sistemlerin dinamiginin belirlenmesinde gegmis bilgilerin 6nemi
bir ¢ok ¢alismalarda one siiriilmektedir [1]. Bu sistemlerin ifade olunmasi i¢in kullanilan matematiksel
modeller icerisinde gecikmeli diferansiyel denklemler 6ne ¢ikmaktadir. Ayni1 zamanda bir ¢ok biyoloji,
tip, ekonomi, mekanik vb. alanlarda karsilastigimiz bir sira sistemlerin tanimlanmasinda belirsizlikleri
g0z oniinde bulundurulmak zarureti duyulmaktadir [2-6]. Son zamanlarda yukarida belirtilen iki 6nemli

*Sorumlu yazar: c.agayeva@alparslan.edu.tr
Gelis Tarihi: 15.10.2019, Kabul Tarihi: 16.06.2020

997


mailto:c.agayeva@

C. Agayeva / BEU Fen Bilimleri Dergisi 9 (3), 997-1005, 2020

ozelligi iceren sistemlerin incelenmesi i¢in yapilan arastirmalara sik sik rastlanmaktadir [7-9]. Son
birkag yil i¢inde, 6zellikle hayat ve hayat dis1 sigortalardan, matematiksel finanstan, saglik, ekonomi ve
teknik sistemlerden kaynaklanan stokastik optimizasyon problemleri 6nemli 6lgiide gelismistir.

Rastgele etkilere ve zaman gecikmesine maruz kalan dinamik sistemlerin kontrol teorisi lizerine
yapilan arastirmalara 6rnek olarak, Agayeva ve Allahverdiyeva [10], Balakrishnan [11], Chernousko ve
Ananievski [12], Federico ve ark. [13], Larssen [14] calismalar1 gosterilebilir.

Dogrusal kontrol problemi, dogrusal stokastik diferansiyel denklemlerle ifade olunan ve belirli
amag¢ fonksiyonunun en iyi degerinin bulunmasina dayanan ilk optimal kontrol problemi olarak
bilinmektedir [15-18].

Bu problemlerin 6zel hali olan dogrusal karesel regiilator problemi, literatiirdeki en ¢ok ¢alisilan
kontrol problemlerinden biri olmasina ragmen, diizgiin ve diizgiin olmayan dogrusal sistemler igin hala
acik kalan g¢esitli optimal kontrol problemleri mevcuttur [19-21].

Diizgen olmayan hibrit sistemlerinin 6zel sinifi olarak tanimlanan gegis sistemleri, siirekli
degisime sahip dinamiklerin modellenmesinde genis sekilde kullamlmaktadir. Boukas [22],
Kharatatishvili ve Tadumadze [23], Tadumadze ve Arsenashvili [24], Aghayeva [25], Abushov ve
Aghayeva [26], Agayeva [27] ve benzer ¢aligmalarda bu sistemlerle bagh c¢esitli problemler ele
alimmustir.

Bu makalede degisken gecikmeli dogrusal stokastik diferansiyel denklemlerle ifade olunan
sistemler igin optimal kontrol problem ele alinmustir. Sistemin sag ug¢ noktalarmdaki kisitlar da dikkate
aliarak, optimal ¢6ziim i¢in gerek ve yeter kosul bulunmustur.

2. Materyal ve Metot
2.1. Problemin tammlanmasi ve 6n bilgiler

Bu boliimde, ¢alismada kullanilan notasyon ve tanimlari belirledik. N pozitif bir sabit olsun; R™ ile n
. | ile Oklid normunu ve (-,-) ile skaler ¢arpimu isaretlenmistir. Beklenen

boyutlu gergek vektor uzayini,

'

deger E olarak, {1,...,s} tam sayilariin kiimesi ise 1,s olarak gosterilmistir;
matrisler i¢in transpose islemini ifade etmektedir.

Varsayalimki, F} = 6(wl, t;— <t <t;), | = 1,5, bagimsiz w*(t), w2(t),..., w*(t) Wiener
siireglerinin iirettigi akimlar; (2, F%, P),l = 1, sise {F/,t € [t;_4, t;]} akimlarmin olusturdugu olasilik

simgesi tiirevi , * -

uzayi olsun. E f; |x(t, w)|?dt < +ookosulunu saglayan tiim dngoriilebilir stokastik siiregler uzaymi
Li,(a, b; R™) olarak gosterilmistir. R™’den R™’e yansiyan tiim lineer doniisiimler ise R™*™ gibi
gosterilmistir.

U=U'xU?x..xUS ve mt= (to,...,ti,xtll,...,xéi,ul,...,u") elemanlarindan olusan

l .
kiimeler 4; = Tt x 1_[ 0; X Hj= L U/ olarak gosterilmistir.

j=1
0, € R™, Q; € R™ agik kiimeler; T = [0, T] sonlu aralik ve 0 =t; < t; <...< tg = T olsun.

Varsayalim ki, A!,BY, L', Q' € R, C!, Dt € R*™i, ! Kl € R™ sonlu  deterministik
matrisler, G', M' € R™*™ yari-kesin positif, N' € R™>™ kesin positif deterministik matrislerdir. Aksi
belirtilmedigi  siirece makalede t = (tg, tq,...,t), u = (ut,u?,...,u’) ,x=(x1,x2,...,x5)
gosterimleri kullanilacaktir.

Asagidaki sekilde tamimlanan dogrusal gecis sistemini ele alalim:

dx'(t) = [A'%H(@®) + Bt (t — h(@®)) + CHl(t) + DYt (t — h(D))]dt +
[L'xt (@) + Q'xt(t — h(D))]aw' (D), 1)
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(@) = ot + Kbt e[t —h(t), 4], l=1,5s — 1, @)
x'(t) = KO, t €[ty — h(to) to] . ?)
ul(t) = ul(t,w) € Us = (W) € La(ti_q, ti; R™)|ul(t,)) € UL € R™} . )

Burada Ul 1 =1,s bos olmayan sonlu kiimelerdir. Ué kiimelerinin elemanlarmi mumkiin kontroller
olarak tamimlayalim. Problem, (1)-(3) sisteminin (4) miimkiin kontroller kiimesinde tamimlanan
¢ozlimleri igin,

s t
Jw) = EZ{(Glxl(tz),xl(tzD + f((Mlxl(t),xl(t)) + (N (), ul (1)))dt} ()
=1 t—1
amag¢ fonksiyonunu
E<qs(ts):xs (ts)) EG (6)
kosulu altinda minimize eden, (x1,x2,...,x%,ut,u?,...,u®) optimal ¢dziimiin ve t;,t,,...,ts gecis
dizisinin bulunmasindan olusmaktadir.
Burada h(t) > 0, t € [to, ts] stirekli diferansiyellenen deterministtik fonksiyon olup, %(tt) <1

kosulunu saglamaktadir, G ise bos olmayan kapali konveks kiimedir.

Tamm 1.Eger x'(t) € 0, fonksiyonu t € [t; — h(t,), t;] araliginda (2), (3) kosullarin tatmin ediyorsa
ve nerdeyse tiim [t;_;,t;] araliginda 1 olasiligiyla mutlak siirekliyse, o zaman {x(t) = x!(¢t,w!),t €
[t; — h(t)), t;], = 1, s} fonksiyoneller kiimesi (1) dogrusal stokastik diferansiyel denkleminin 7° e A,
elemanina uygun gelen ¢oziimiidiir denir.

Tamm 2. (x'(t), u'(t)), t € [ti_1 — h(t;—1), t;], L = 1, s giftleri (1)-(4) gegis sisteminin ¢dziimiiyse
ve (6) kosulunu sagliyorsa, m° € Ag’ye miimkiin eleman denir.

Tiim miimkiin elemanlar kiimesi A2 olarak tamimlayalim.

Tamm 3. Eger i}, | = 1, s miimkiin kontrolleri ve (1)-(4), (6) sisteminin ona uygun gelen %}, 1 =1, s
¢oziimleri varsa ki, (%},1i})ciftleri (5) fonksiyonunu minimize ediyor, 75 € A%elemanma (1)-(6)
probleminin optimal ¢6ziimii denir.

2.2. Dogrusal gecis sistemleri i¢in optimallik Kosulu

Ele alman (1)-(6) kisith stokastik optimal kontrol probleminin ¢6ziimii i¢in 6nce (1)-(5) kisitsiz
optimizasyon probleminin incelenmesi gerekiyor. Asagidaki teorem stokastik gecis sistemleri igin ele
alinan (1)-(5) dogrusal regiilator problemi i¢in gerek ve yeter kosulu ifade ediyor. Teoremin ispati,
Agayeva [27] calismasindaki yaklasimlara benzer yontemler izlenmekle, Agayeva ve Takan [28]
makalesinde verilmistir.

Teorem 1 ([28]). Varsayahm ki, ('(t),B'(t)) € L3i(ti—1, tr; R™) X L2 (ty—q, t;; R™*™) rassal
stirecleri
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(dy'(t) = —[A"Y'(t) + BY P (r()r' (©) + LY BH(E) + QY BL(r()r' (t) — Mixt (t)]dt
+ B ®dwi(t), tE [t t;—h()), =15
dyl(t) = —[AF L(®) + BHY Y (D)@ + LY BL(E) + QB ()P — Mix! ()] dt
+BI(M)dw' (), teft—h@)t), l=1s
PHE) = —Gxt @) + Yttt , 1=1,5 -1
Yo (ts) = —G x°(ts);

()

stokastik denklemler sisteminin ¢6ziimleridir ve burada 1 =r(r) fonksiyonu T =t — h(t)
denkleminin ¢oziimiidiir. Bu zaman =©° = (ty,..,tsxt ,...,x:,ul,...,u’) elemaninm (1)-(5)
probleminin optimal ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul asagidakilerdir:

a) ul(t), Il =1,s optimal kontrol adaylar1 asagidaki gosterimle belirleniyor:

{N tul(e) = CUPH(E) + DEPLr ) (8), EE [fos, b — h(8)) (8)

NEul(t) = CU9l(e), t € [t — h(t), t]
b) Timty,t,,...,t;_; noktalar: i¢in:

YLD [A X (8) + Blxl (& — h(ty)) + Clul(t) + D'ul(t, — h(t))] + B () [Lx' (t) +
Q'x'(ty — h(t))] = Y (DA™ XM () + B M (r (t)r' (1) + )
CH1ul*(t) + DM (r (t)r' (1)) + B () [L I (8y) + QU M (r (t)r! (1)]

gecis kurallar1 saglanmaktadir.

Simdi Teorem 1’e dayanarak (1)-(6) esitlikleriyle tanimlanan kisitli stokastik regiilatér problemini
inceleyelim. Kullanacagimiz yaklasimda ihtiyacimiz olacak Ekeland Varyasyon Prensibini
tammlayalim.

Ekeland varyasyon prensibi (Ekeland, [29]). K tam metrik uzay, f: K — R U {400} ise alttan sinirl
ve yarisiirekli fonksiyon olsun. f(x) fonksiyonu X, noktasinda positif £ degeri igin

f(xg) <inff(x)+ ¢

kosulunu saglasin. Bu zaman keyfi A > 0 igin 3x € K noktasi var ki,

1) f&) < f(xo0),
2) d(xg,%) < 2,
3) Vx # X igin

dogru oluyor.

Teorem 2. Varsayalim ki, (3'(t), B'(t)) € Li_l(tl_l, t;; R™) X Li_l(tl_l, t;; R™M*™) rassal stiregleri ve
A= (25,13, ...,25), A5 < 0 vektorii:

(dy'(t) = —[A"Y'(t) + B Y (r()r' (©) + L BH(®) +'QV B r()r' (t) — Mixt (t)]dt

+ B ®dwi(t), tE [t t;—h(®)), =15

) dyp'(t) = —[ALP'(6) + B YL@ + LY BH(D) + QU B (D)@t — Mix! (1)]dt
+ BY()dwi(t), te[t,—h(t)t), =15

Pity) = =G () + P Ytti(e), =15 -1

\ Y3(ts) = —A5G x5 (ts) — A3q° (ts);

(10)
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eslenik stokastik denklemler sisteminin ¢6ziimii olsun. Bu durumda;

5 = (to, .., ts, x3,..., x5, ul, ..., u%) elemaninm (1)-(6) probleminin optimal ¢6ziimii olmast igin gerek
ve yeter kosul, (8), t,..,ts_1 noktalarinda (9) ve ty noktasinda ise:

Y3 (t)[A5x5 () + BSxS(ts — h(ts)) + CSus(ts) + DSus(ts — h(ts))]

B (t)[L5x5 (65 + QxS (8 — h(e))] + g(ts) = 0; (1)

esitliklerinin dogru olmasidir. Burada q$(ts) ile ¢°(¢t) fonksiyonunun Tt noktasindaki tiirevi
gosterilmektedir.

Ispat. Her bir pozitif j tam say1s1 icin,

N

li(w) = min Z et = 1/j = ES' (e, u, D2 + |y — E(q° (&), x° (£))?
(cy)ee =

seklinde yaklasik fonksiyonu tamimlayahm. Burada &= {c:c <%y € G}, c=cl+....+c%,

SHx,u,t) = (Gt (t), x' (1)) + ffl’_ (M), 2 (O) + (N ), ' (ONde ve JO ise (1)-(5)
probleminde fonksiyonelin minimal degerini ifade ediyor. Varsayahm ki, V = (V1,...,V"), nerede ki,
vk =k d), d@kv*) =& P){(t,w) € [ty—1,tx] X 2:VF # uF} metrigine gore tanimlanan

kontroller uzayidir. Ekeland Varyasyon Prensibine gore , 3 ui‘j : d(ui’j Jub) < \/87 kontrolii var ki,

vul € Vlicin asagidaki esitsizlik saglanmaktadir:
. 1 . . S .
L) <Ij(w)+ Fd(uf,u), dw,u) = Zl=1d(ul'1,ul).

Boylece, kisitsiz

( 2 0
Jiw) = L) +E \/:} f 8 (ul, ul’)dt - min
t1—1
L o (12)
dx;’ = [Alxb (t) + Bixb (t — h(t)) + Ctubd (t) + D'ubJ (t — h(t))]dt +
[L'x™ (£) + Q'xb (t — h(t)]dw!(t), t € (-1, 1]
;P = olxb () + Kt et —h(t), ], Ll=1,..,s-1,
L x;7 = KO, t €[ty — h(ty), to], ul €U,
dogrusal stokastik kontrol probleminin ¢6zimiinii (to,tl,...,tr,x:’j,...,x:’j, ui‘j ,...,u:‘j ) olarak
gosterelim.

Varsayalim ki, tl'j € Li,l(tl_l,tl; R™), ﬂtl’j € Li_l(tl_l,tl; R™>™) rassal siiregleri ve sifir olmayan

S,J 11,j S,J . . .
(/10] AL I A J ) vektorleri var ki,
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(A (£) = —[A"PH (8) + BY Y (r(©))r' (8) + L BY (£) + QY B (r())r' () —
—Mxbi(t)]dtdxt = +B4 ()dwi(t), t € [ti_1,t;—h(t)), =15
dypt(6) = —[A"PY (&) + BT (@t + LE B (1) + QU (19!

. . - 13
—M'xM (D))de + B (D)dwi(t), te[y—h(t).t), =15 (13)
Y (@) = =276 () + @yt i), L= Ts— 1
Yo (t) = =277 6% (85) — A5 4° (8);
sisteminin ¢oziimiidiirler. (Af,’j , )li’j yeees )li’j ) vektorii
(=y + Eq°x> (t5), —c* + & + ES*(x*, ul,0),...,—c* + & + ESS(x5,u%,t) /]} (14)

ifadesiyle ve
JP = (2, It =1/j — ES' G, W), )2 + |y — E{q® (£5), x5 (£5))]?)z.

olarak tanimlanmuslar.

Bu durumda Teorem 1’e dayanarak, asagidaki sonuca varmis oluyoruz:
ubJ(t),1 =1, s elemanlar1 (12) kontrol probleminin optimal ¢éziimii olmasi igin gerek ve yeter kosul,

{Nl*ul,j(t) = CUYY (&) + DUYY (r())r' (1), t € [ty ty — h(t) (15)

NEPubI (6) = ChytI (), t € [t — h(t), t]
saglanmasidir. Bunun yani sira , tim ¢4, t,, ..., ts_1 noktalari igin:

Y (8)[AlxY () + BxM (6, — k() + Clubi (1)) + Db (6, — h(t))]
+ BY (e[ L T () + Q'xM (&, — h(2))] = (16)
YELI(E)[A X (8) + BU I (r(e)r (6) + CH Y (e)ut I (r (6))r ()]
BV @IL A (1) + QY (r () (8)]

ve 1, noktasinda ise:
W (t)[A°x% (t5) + B3 x™ (ts — h(ts)) + Cou® (t5) + D°u® (ts — h(ts)

+ B X (t) + Q¥ (6 — h(t)] + g3 (t;) = 0 4

gecis kosullarmi saglanmis oluyor.

, N , , . . .
Esitlik (14)’den |457]% + Zl_lall'f,;tll'f) =1 oldugunu ve (A37, 117,..., 237) = (A5, A,..., A) eger

j — oo yakinsakligini elde etmis oluruz.

Aym zamanda [;(u) konveks fonksiyonunun (ES™ (x,u,t),...,ESSI(x,u,t), E(q®(ts), x5/ (t5)))
noktasinda sonlu diferansiyelinin varigindan A} <0, [ =1,...,s oldugunu ve E{(q°(t,),x5(t,))
noktasinda A3’ G kiimesi i¢in normal olusturdugunu kanitlamis oluyoruz. Boylece,

Yo = —AYGY@) O ve 9 = —257q°(8) — 277 65x% (1)
ifadelerinden Y!(t)) = —ALG'x!(t) + PHYI(L) veyS(ty) = —A5q°5(ts) — ASGx5(ts) esitlikleri
elde ediliyor. Bununla da, ybi’j , ﬂtl’j dizisinin zayif limitinin ¥¢, 8} oldugu saglanms oluyor. Nihayet,
(15)-(17) ifadelerinde limit alinarak, (8),(9),(11) esitliklerini dogrulamis oluyoruz.
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2.2. Gecikmeli stokastik sistemler i¢in Riccati denklemi

Dogrusal Karesel Regiilatér problemlerinin 6nemli yonii optimal kontroliin geri doniisiim seklinde
ifadesinin oluna bilinmesidir. Bir basa Riccati denklemleriyle iliskili olan problem, bu caligmada
degisken gecikmeli stokastik sistemler igin Teorem 2’de esitlik (8) ile ifade olunan optimal kontrolii
ileri diferansiyel denklemlerle formiile etmekten ibarettir. Ele alman regiilatér probleminde geri
doniisim formiilii i¢in, (10) stokastik eklenik denkleminin ¢oziimii faz degiskenlerinin dogrusal
fonksiyonu olarak 1 olasilikla asagidaki gibi aranacaktir:

PHE) = —p' @) L 1=1,.5 (18)

Amacimiz, bilinmeyen p!(t), | = 1,..., s rassal siireglerinin seklini
dp'(t) = at(t)dt + y'()aw'(t) ,1=1,...,s

seklinde tanimlayip, uygun Ricati denklemlerini bulmaktadir. tokastik siireglerin zamana gore
diferansiyelinin bulunmasi i¢in bilinen Ito formiiline [3], dayanarak (18) esitliginden ve (1)
denkleminden:

—dyt(t) = dp'(t)x () + p'(O)dx' () + Y (O L'x () + y () Q'x' (t — h(t))dt =
dp'(®)x'(t) + pi[AXL () + Bixl(t — h(t)) + C (Ul () + D'(t)ul(t — h(t))]dt + (19)
YIO[L X (@) + Q'x! (t — h(D)]dt + p (B [L'x () + Q'x' (t — h(t))]dw' (D).
Her bir I = 1, s i¢in (10) denklemine gore:
t
ti—h
f [AV L) + DV BHE) + BV (r(®)r' (1) — M ()| dt + | [AV L) + DV BY(D)
ti—1
t;—h

t
+ B Y (r(0)r' ()9 — Mix (D] (1 - x)dt — f BO)dw!(t) =
ti—1
t

f [at(®)x (@) + ()AL () + p () B (t — h(D)) + p () CU () + p' () D' (t — h(t))
ti—1

+H O ) + v QX (Hh())]dt

t

t [ OO +p O + 900 (- h©)] aw' @)
ti—1

elde etmis oluruz. Burada y; ise [t;_1, t; — h(t;)] araliginin gosterge fonksiyonudur.

Son islemleri dikkate alarak, optimal kontrol i¢in

{Nl*ul'j(t) = CUp'(t) + Dp'(t — h(1)), x'(t — h(1)), t € [ti-1,ty — h(t))
Nl () = CUpl(®) ,x' (1) t € [t; — h(t), ti]

seklinde geri doniisiim ifadesini elde etmis oluruz ki, buradaki (pé, ytl) rassal siiregleri agagidaki Riccati
denkleminin ¢6ziimiidiir:
dp'(t) = —[p' (A + A"p'(®) + Y OL + Ly () + LEp (DL + p' () (©)B' +
BUpt(r(e)r' (&) + v r()r' (DQ' + @y (r())r' (1) + M' — p' () C' (V) pt(B)]de
+yH(O)dw' (), [ti-1, t1 — R] .
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dp'(t) = —[p' (A" + A" p' (D) + v (O + LYy () + LEp (D)L + M' -
p OCI NI p )] de + ¥ () dw (1), (& — h(t), 1] -

3. Sonug ve Oneriler

Bu calismada, diizgen olmayan rassal sistemler i¢in degisken gecikmeli optimal kontrol problemleri ele
almmustir. Optimal ¢6ziim i¢in gerek ve yeter kosulu ifade eden Teorem 2, incelenen regiilator
probleminde durum ve kontrol degiskenleri arasinda olan geri doniisiimii gostermektedir. Bu bilgiye
dayanarak calismada optimal kontrol i¢in a¢ik analitik ifade alinmigtir. Makalede ele alinan problem
Agayeva ve Abushov [30] calismasinin diizgen olmayan sistemler, Agayeva ve Takan [28]
makalesindeki modelin gecikmeli kontrol iceren durum igin gelistirilmis hali olarak kabul oluna bilir.
Belirtilen ¢aligmalardaki sonuglar ise, bu makaledeki (6), (9), (10) ve (11) esitlikleriyle tanimlanan
optimallik kosullarmin 6zel durumu olarak yorumlana bilir.

Yazarlarin Katkisi

Calismada tiim katki yazara aittir.

Cikar Catismas1 Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.
Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢alismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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