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Bir Sans Probleminin Baz1 Aritmetik 

integralin Hesabma T atbiki 

Dr. M. Emin Altan 

~ans problemi olarak spor-toto'yu ser;mi§ oluyorum. Spor-toto 
goz oniine alman futbol mar;lanmn dogru neticesini tahmin etme 
oyunudur. Bu oyunda tak1mlar arasmda yap1lan her futbol ma91 
bir satira yaz1lm1§hr. Oyuna i§tirak edenler her satira yaz1h mar;m 
kar§1sma tahmin ettigi neticeyi yazacakhr. Tabiatiyle bu tahmin bi
rinci tak1mm galip, maglup ve berabere kalmasma gore iir; halden 
birisini se9mektir. 

Boyle bir oyunda hatira §U sualler gelebilir: Bu ~ekilde tah
minleri yap1lan n mar;h spor-toto f i§lerinde birbirinden farkh ka9 
siitun vard1r ? Bu siitunlarm bir tanesi biitiin oyunlarm neticesine 
uygun olduguna gore ; bir eksik dogru tahminli, iki eksik dogru 
tahminli, ... kar; siitun vardir? 

Bu yaz1da bu sorularm cevaplanndan faydalana'rak baz1 aritmetik 
integralin hesaplanmas1 a<;1klanacak ve sonra yurdumuzda oynanan 
13 sahrh spor-toto i<;in yukardaki sorularm cevaplan verilecektir. 

1. Tarif.- Eger bir fonksiyon, degi§kenin yalmz tam ve pozitif 
saydan i9in tarif edilmi~se, fonksiyona aritmetik fonksigon denir. 

Ornek: f(n) = 1 + 2 + 3 +· ·· + n 

/(n) = 1·2 + 2·3 +···+ (n- 1) n 

fonksiyonlan hirer aritmetik fonksiyondur. 

f(n) aritmetik ise 

n 

L f(n) = /(1) + /(2) + · · · + f(n) = F(n) 
1 

toplam1 ile tarif edilen fonksiyon da aritmetik fonksiyon olup f(n) 
in 1 den n e kadar aritmetik integrali denir. 
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2. Bu yaz1da a§ag1daki §ekilde verilen aritmetik fonksiyon
Iann 1 den n ye kadar aritmetik integralini bulmak i9in bir §ans 
probleminden (spor-toto) faydalanma §ekli izah edilecektir. 

Fonksiyonlar: 

fi(n) = n 

/2(n) = n (n+ 1) 

h(n) = n (n+l) (n+2) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
f4(n) = n (n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) 

su . 3 · n satzrlz spor-toto fi~leri.- n tane futbol ma91 mevcut ol
ga~ her ma9m neticesini tahmin ederek (bu tahmi?, biri.?ci .~a~1~m 
1 

pt, maglup ve berabere kalmasm1 ifade etmek uzre u9 turludur) 
i sa ira yazahm. 

any~~ §:ekilde tanzim edilen fi§ler i9in a§ag1daki suallere cevap 

a) (n- 1) tane dogru tahmini gosteren siitunlann T1 say1s1 

b) (n-2) » ~ ) » » T; » 

nedir? 

c) (n-3) • l » » » T; » 
II 

Yazinin k . k .. 
Yukard k' onusu olan aritmetik integrallen hesap etme 19m 
cevapl a 1 sualleri iki farkh metodla cevaplandJracag1z ve sonra bu 

an e§itliyecegiz. 

1'1 s 
4

· Cevaplar. a) (n-1) tane dogru tahmini gosteren siitunlann 
,, ay1s1n1n h " I 

alll'lak esab1. 1 inci 9oziim: n satirdan n- 1 dogru olan anm 
el ' n elema · · · k B.. I e enian1 n 19mde her sabra bir yanh§ koyma tir. oy ec n 
·i.. n 1 er!' k · · H t 1
"'1 farkh 1 0 mbmasyonunu te§kil etm1§ oluyoruz. er 5~ 1.~a 

2 . Yanh§ tahmin konulacaX·mdan 9oziim say1s1 2·K1 =--=2n dir( ). 
Zn • o rt y cz 90 •• I l • 

.azarsak, n zum. Her sahrda dogru tahmin yerine 2 yanli~ ta ~~1~ 
tinden f satin dogru olan bir siitundan n-1 satm dogru ve bn bi-

arkh 2 t .. i ·' . ..________ n -ane sutun elde edilir. 0 halde T = 2n wr. 
(~) ---- It 11 

elemanin 1. ( 11 ) klinde de 
~o P ~er 1 kombinasyonu olan K;, baz1 kere ~e 

Steti!' p 
It 

Ve degeri n(n-1)·. -(n- p+l) . 
1 . 2~- dir. 
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b) (n-2) tane dogru tahmini gosteren siitunlarm T2 say1smm he-
" sab1, I inci 9oziim: Her iki satmnda yanh§ tahmin bulunan siitun 

say1s1 n elemanm 2 §erli kombinasyon say1s1 olan K2 dir. Her yanh§ 
n 

2 tiirlii olacagmdan, iki sabrda yanh§ 22 tiirlii olup biitiin yanh§ 

tahminli siitunlarm say1s1 T2 = 22 K2 = 4 n(n;-l) = 2n (n-1) dir. 
n n 

2 inci 9oziim : Fi§lerin tertibini §U §ekilde yapahm : Birinci 
satm yanh§ tahminde' alahm ve bu satm sabit tutarak s1rasiyle 
deger sabrlara yanh§ tahminler yazarsak bu §ekilde tanzim edilen sii-

tunlarm say1s1 2 Ti dir. Sonra ikinci satm yanh§ olarak sabit tutsak 
n-1 

ve diger sahrlan s1rasiyle yanh§ yazsak, boylece elde edilen siitunlarm 

say1s1 da 2 T1 olur. Bu §ekilde son sabra kadar devam edersek 
ll-2 

§U e§itlik elde edilir : 

T2 = 2 Ti + 2 T1 + · · · + 2 T1 

11 11 - l n- 2 1 

= 2 (Ti + T1 + · · · + T1
) 

n- 1 n- 2 1 

burada T.~ ler yerine (a) daki degerleri yaz1hrsa 
l 

T2 = 2[2(n-1)+2(n- 2) + ··· +2·2+2·1] 
11 

= 4[ (n- 1) +(n-2) + ··· + 2+ 1] 

T: yerine 1 inci 9oziimdeki degeri ahmrsa 

(1) 1+2+3+···+(n- 1) - n(n- l) - 2 

bulunur. Bu da / 1 (n) = n aritmetik fonksiyonunun 1 den n- 1 e 
kadar integralidir. Yani 

1

~
1 

/(n) = n (n- 1) 
1 2 

yaz1hr. 1 den n e kadar integral ivin n- 1 yerine n ahmr boylece 

(1') ±fi(n) = 1+2 + ··· + n = n(n
2
+l) 

1 

el de edilir. 
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c) (n-3) tane dogru tahmini gosteren siitunlarm T3 say1smm he-
" sab1. 1 inci r;oziim: a) ve b) de oldugu gibi yanh~Iann kombinas-

.1 T3 _ 23 K3 _ 8 n(n-1) (n-2) _ 4 n(n-1) (n-2) b I 
yonu le n - n - - - 1·2·3 - - 3 u unur. 

2 inci r;oziim: (a ve b) de yapilan fi~ tanzimine benzer yo! 
takip ederiz. Bu halde yalmz once birinci ve 2 ihci satirlan yanh~ 
olarak ahr diger satirlara s1rasiyle yanh~ tahminler yazarsak boy
lece elde edilen siitunlarm toplam1 ile a~ag1daki e~itlik elde edilir : 

T
3 

= 2 T2 + 2 T2 + · · · + 2 T2 
11 11- l rt-2 n- (••·- 2) 

T~ !er yerine ( b) deki degerler ahmrsa 
' 

T3 = 2 [2 (n-l)(n-2) + 2 (n--2) (n-3) + · · · + 2·2·1) 
n 

= 4 [ (n-1) (n-2) + (n-2) (n-3) + · · · + 2· 1) 

bulunur. T3 yerine 1 inci 96zilmdeki degeri ahmrsa 
n 

n (n-1)(n-2) 
1·2+2·3+3·4+···+(n-2)(n-1)= 3 

bulunur. Bu f2(n) = n (n+1) aritmetik fonksiyonunun 1 den (n-2) 
ye kadar aritmetik integralidir. 1 den n ye kadar aritmetik integ
ral i9in bulunan e~itlikte (n-2) nin yerine n almah, boylece 

i:f2(n)=1·2+2·3+3·4 + .. ·+ n(n+1)= n(n+l](n+
2

) 
1 

elde edilir. 

d) (n-4) tane dogru tahmini gosteren siitunlann T4 say1smm he· 
Tl 

sab1. 1 inci r;oziim: T4 = 24 K4 = 16 n(n-1)(n-2)(n-3). 
n n 1·2·3·4 

2 inci 9oziim : 

T
4 

= 2 T
3 

+ 2 T3 + · · · + 2 T3 

n n- 1 n-2 11 - (11 - 3) 

T: ler yerine (c) deki degerleri yaz1hrsa 
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T 4 = 2 [4(n-l)(n-2)(n-3) + 4(n-2)(n- 3)(n-4) . .. 4(3·2·1)1 
II 3 3 + + 3 

8 =3 [1·2·3 + 2·3·4+···+ (n-3)(n-2)(n- 1) ]. 

T4 yerine 1 inci c;oziimdeki deg·eri ahmrsa 
n 

1·2·3 + ~·3·4 +· · ·+ (n-3) (n-2) (n-1) = _n-'-(n_ l_,__)-'-(n......,.
4

_·2_,_)-'-(n_ 3..!_) 

bulunur. Bu /3(n) = n (n+ l) (n+2) nin 1 den (n- 3) e kadar arit
metik integralidir. 1 den n ye kadar aritmetik integrali ise bulunan 
e~itlikte (n-3) iin yer~ne n almah; boylece 

elde edilir. 

e) (n- 5) tane dogru tahmini gosteren siitunlarm T5 say1smm he-
" 

sab1. I inci 9oziim: T5 = 25 K5 = 32 n (n- l) (n- 2) (n-3) (n-4) 
Tl II 1•2•3•4•5 

2 inci 9oziim : 

T5 = 2 T'1 + 2 T
4 

+ · · · + 2 T
4 

ft rt- 1 11-2 11 - (11-4) 

T~ !er yerine (d) deki degerleri yaz1hrsa 

T5 = 
2 

[2(n- l)(n- 2)(n-3)(n- 4) + 2 (n- 2)(n- 3)(n-4)(n- 5) + 
n 3 3 

2(4·3·2·1)] +···+ 3 

bulunur. T5 in 1 inci c;oziimdeki degeri ahmrsa 
n 

1·2·3·4+2·3·4·5 +·· ·+ (n-4) (n-3)(n- 2)(n-1) 

bulunur. Buradan da 

n (n-4) (n-3) (n--2) (n- 1) n 
5 
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n 

L f4(n) = l ·2·3·4+ 2·3·4·5 + · · ·+ (n+l)(n+2) (n+3) = 
11= 1 

el de edilir. 

_ n(n+l) (n+2) (n+3) (n+4) 
5 

Bu §ekilde devam edilebilir. 
Ka9 tiirlii spor-toto siitunu doldurulabilir? 

Bu sualin cevab1 biitiin eksik tahminli siitunlar ile bir tane olan 
t~m tahminli siitunun toplamidir. Yani a§ag1daki toplam1 hesap etmek 
laz1md1r: 

0 n 

T,. + T1 
+ T2 + ... + T' + ... + T" = '1 Ti 

11 tt 11 n ,l.Jn 
i = O 

Burada Ti s b I.. I . d' d " em o unde iist indisler eksik tahmin say1sm1 a t m is e 
satir (m ) . 
t a9 say1sm1 gosteriyor; yo da hi9 eksik tahmm olm1yan, 
am tahm· . .. n • d 
b Id 1111 gosteren siitun say1s1dir. Bunlar i9in (a), (b), ... hallerm e 
u ugu1n d uz egerleri ahrsak 

yo = 20Ko=1 
1l It 

y2 = 22 K2 
n n 

0 halde 
T" = 2" K" 

rt 11 

" 
~ 
'""0 

bulunur. 

T:. ::::: 1 + 2 K1 + 22 K2 + ... + r K" = (1 +2)" = 3" 
11 11 n 

ll:::::::: 13 .. 
12 . zpn adedf degerler: 

Sl do" 
gru olan siitun say1s1 T1 = 2 K1 = 2· 13 = 26 

11 . 13 13 
i » » » T2 = 22K2=22.13·1~=312 

)) 13 13 1·2 

» ys - 2s K3 = 2s13·12·11 = 2288 
13 - 13 1·2·3 

)) )) 
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En nihayet birbirinden farkh biitiin siitunlann say1s1 : 

13 

L T' = 313 = 1594323. 
13 . 

i = O 
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