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PEIRCE’TE SAYININ TEMELLENDIRILMESI
Peirces Foundation of Number

Ozgii¢ Giiven'

OZET

Bu makalede Peirce’iin sayiy1 temellendirmesi ele alinmaktadir. Peirce, 1881 yilin-
da yazdigs ‘Sayinin Manugi’ adli makalesiyle sayilar icin aksiyomatik bir temellendirme
onerir. $6z konusu temellendirme i¢in Peirce baginular manugini kullanir. Peirce’e gore
aritmetik 6nermeler az sayida temel 6nermelerden kiyas yoluyla elde edilir. Sayilara yonelik
bu yaklagim Peirce’ti Dedekind, Peano, Frege cizgisine katar. Bu makale Peirce’iin say1y1
nasil aksiyomatiklestirdigini, hangi tanimlari verdigini ve yaklagiminin 6zgiin yanlarini
ortaya koymay1 amaglamaktadr.
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ABSTRACT

This paper focuses on Peirce’s apprehension of founding number. In 1881 Peirce
wrote a paper called ‘On the Logic of Number’ which contains axiomatization of num-
bers. Peirce used the logic of relations for axiomatization. He argues that arithmetical
propositions are syllogistic consequences from a few primary propositions. In this paper,
it is intended to indicate how did Peirce axiomatize arithmetic, which definitions did he
give and to determine his distinctive approach concerning foundation.
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Tiim rasyonel ve irrasyonel sayilar, bunlarin bilesimi olan real sayilar, kiime-ku-
ramsal yordamlar yoluyla olusturulabilirken dogal sayilar i¢in durum farklidir. Bu
nedenle 19. ve 20. yiizyll boyunca filozof matematikgiler, dogal sayilar1 daha te-
mel 6gelere indirgeyebilmenin yollarini arar. Boylesi bir cabadan umudunu kesen
Leopold Kronecker (1823-1891) iinlii ciimlesinde soyle demekeedir: “dogal sayilar
Tanr: aractligryla verildi, gerisini insanoglu diizenledi”." Elbette konu hakkinda caligan
matematik kokenli biitiin filozoflar boyle diisinmez. Sézgelimi Richard Dedekind
(1831-1916), Peano (1858-1932) ve Gottlob Frege® (1848-1925) dogal sayilar1 daha
temel 6gelere indirgemeye calisir. Bu baglamda, Frege, 1884 yilinda Aritmetigin
Temelleri’'ni; Dedekind, 1888 yilinda aritmetigin Sayilar Nedir ve Ne Olmalidir?’s
(Was sind und was sollen die Zahlen?), Peano, 1889 yilinda Yeni Bir Yonteme Gore
Sunulmus Aritmetigin Ilkeleri'ni (Aritmetices Principia Nova Methodo Exposita)
kaleme alir. Biitiin bu isimlerin yani sira sayilari temellendirmeye y6nelik bir baska
caba Charles Sanders Peirce’ten (1839-1914) gelir. Peirce, dogal sayilari aksiyoma-
tiklestirme yoluyla temellendirmek i¢in 1881 yilinda, Dedekind ve Peanodan 6nce
Sayinin Mantig1 Ustiine (On the Logic of Number) * adli makalesini yazar. Bu ¢alis-
ma s6z konusu makaleden yola ¢ikarak Peirce’iin sayilari aksiyomatiklestirme yoluyla
nasil temellendirmeye calistgini incelemektedir.

Belirttigimiz tizere Peirce, sayiy1 aksiyomatiklestirme yoluyla temellendirmek
amaciyla 1881 yilinda Sayinin Mantig: Ustiine’yi yazar.* S6z konusu temellen-
dirme igin Peirce baginular manugini kullanir. Baginular manugi, manugin geli-
simi agisindan 6nemli bir agamaya karsilik gelir. Bilindigi gibi Aristoteles’ten 19.
yiizyila kadar siiren uzun bir dénem boyunca manukta koklii bir degisim yasan-
mamugtir. Klasik manugin yapisinda koéktenci ilk biiyiik degisiklik 19. yiizyil-
da Frege eliyle gergeklestirilir. Frege'nin niceleme manugini ortaya koymasiy-
la manugin kapsami ve yapabildikleri artar. Yukarida dikkat cektigimiz tizere
aritmetigi temellendirme ¢abasinda olan Frege bu ugurda Aristoteles mantiginin
yetersiz olduguna inanir. Iste bu yetersizlik Frege'nin niceleme mantgini orta-
ya koymasiyla agilir. Ayni bicimde Frege'den bagimsiz olarak Peirce de aritmeti-
gi temellendirmek icin yeni bir mantik olan baginular manugint ortaya koyar.

! Aktaran Herman Weyl, Philosophy of Mathematics and Natural Science, New York, Atheneum,
1963, s. 33.

Fregede saymun  temellendirilmesi  icin  Bkz, Ozgﬁg giiven,  “Fregede  Sayinin
Temellendirilmesi”,Kutadgubilig, 23, 2013, s. 68-89.

Peirce’e yapilacak alinular icin The Collected Papers of Charles Sanders Peirce, I-VI ciltler ed.
Charles Hartshorne and Paul Weiss, Cambridge, MA Harvard University Press, 1931-1935, VII-
VIIL ciltler ed. Arthur W. Burks, Harvard University Press, 1958. Gonderimi yapilan yerin ilk
boliimii cildi, ikinci kismi sayfa numarasini verir.

Bu ¢alismasindan énce 1867 yilinda ‘Upon the Logic of Mathematics’ adinda bir ¢alisma yayimlar.
Peirce, Boole cebiri etkisiyle yazdigt bu ¢alismasint daha sonra kétii olarak niteler. (Peirce 4.333)
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Peirce’iin notasyonu’ Frege'nin niceleme mantugini simgelestirdigi notasyondan fark-
I1 olmakla birlikte her iki notasyon da bugiinkiinden ayridir. Yine de gerek Frege'nin
gerek Peirce’iin 6nerdigi mantik anlayist Aristotelesten sonra mantikta yasanan degi-
sikligin 6nemli bilegenlerindendir.

Bu baglamda Peirce’iin Aristoteles manuginin sinirliligini agan mantik anlayisini
ortaya koyan iki temel makalesini anmak gerekir. Bunlarda ilki 1870 yilinda kaleme
aldig1 Boole Cebir’in Gelistirilmesinden Kaynaklanan Bagintilar Mantg: igin
Notasyon Betimlemesi (Description of a Notation for the Logic of Relatives, Resul-
ting from an Amplification of the Conceptions of Boole’s Calculus) adli ¢aligmasi-
dir. Burada Peirce, baginular manugini ortaya koyar. Digeri ise 1885 yilinda yazdig:
Mantigin Cebri Ustiine: Notasyonlar Felsefesine Katki (On the Algebra of Logic:
A Contribution to the Philosophy of Notations) adli makalesidir. Burada ise mantig1
nicelestirmeyi onerir.

Peirce, 1870 tarihli makalesinde bagintilar manug; ti¢ gesit mantik terimi belirler
bunlar mutlak, basit bagint ve bagli (conjugative).® Mutlak olarak tanimlanan te-
rimler bir niteligin kavranigiyla ilgilidir. Bu tiir terimler bir seyi ‘a— olarak gosterir.
Peirce agisindan bu terimlerin gosterdigi nesneleri ayirt etmek icin ¢abalamak gerek-
mez. C")rnegin bir at, agag ya da insan mutlak terimlerin gosterdigi nesnelerdir. Ikinci
tiir terimin mantiksal bigimi bagintiy1 icerir. Burada tam bir génderimde bulunmak
igin baska bir terime gereksinim duyulur. Ornegin ...‘in babas, ...‘in oyuncag: basit
bagintilardir. Ugiincii tiir olan bagli terimlerde ise mantiksal bigim agisindan, tam bir
gonderimin yapilmast igin bir ya da daha fazla terime gereksinim duyulur. Ornegin

.10 ... i¢in satist ya da ...’ya .... ‘y1 veren bu tiirde bagli terimlerdir. Bu ayrimlardan
sonra Peirce bu terimlerin gésterimini de 6zellestirir.

Peirce’tin 1885 tarihli makalesi ise birinci-diizey ve ikinci-diizey yiiklemler man-
ugini, Peirce’iin diliyle soylersek ‘birinci-iclemsel bagintlar manugins’ ve ‘ikinci-i¢-
lemsel baginular manugint’ igerir.

Peirce, yukarida anilan ¢alismalariyla ozellikle de baginular manugt araciligiyla
say1y1 aksiyomlastirmak i¢in gereken zemini olusturur. Simdi bu durumun nasil ger-
ceklestigini konu edelim.

Sayinin Mantig1 Ustiine’nin ilk boliimcesinde Peirce amacin su sézlerle anlatir:
“Sayiya iligkin ilk (elemantary) 6nermelerden kimse kugku duyamaz: bu tiir ilk 6ner-
meler ilk bakista besbelli dogru goriinmemelerine karsin olagan (usual) kanitlama-
larla dogru durumuna gelir. Ne var ki, onlarin dogru oldugunu gérmemize karsin,
oyle kolayca, neden kesin olarak (precisely) dogru olduklarini gérmeyiz; bu yiizden

> Peirce felsefesi hakkinda calisirken onemli bir giiglik kullanilan notasyonla ilgilidir. Peirce’iin
dénemin mantik ve matematik geleneginin diginda kalmis olmasi ve son derece 6zgiin bir filozof
olmast kendi dil ve notasyonunu kullanmasina yol agar.

¢ Bkz., Peirce 3.63.
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iinlii bir Ingiliz mantke¢t bu 6nermelerin evrenin tiim boliimlerinde dogru olup
olmadigindan kusku duymaktadir. Bu makalenin amaci bu tiir 6nermelerin, kesin
olarak (strictly) az sayida ana (primary) 6nermelerden elde edilen tasimsal (syllogis-
tic) sonuglar oldugunu gostermektir. Tanimlar olarak niteledigim, ana 6nermelerin
mantiksal kékeni sorunu ayri bir tartismay1 gerektirir. ” (Frege, 3.252)

Gorildigi tizere Peirce agisindan sayr 6nermeleri, az sayida ana 6nermeden elde
edilen tasimsal sonuglardir. Bu bakimdan Peirce, Frege’nin mantik¢ilik anlayisina
yaklastyor goriinebilir. Animsanacagi gibi Frege ardindan Russell aritmetigin mantik
ilkelerine indirgenebilecegini 6ne siirer.

Peirce, Sayinin Mantig1 Ustiine’yi yazmadan 6nce heniiz 1866 yilindayken bile
“matematiksel kanitlamanin tasima indirgenebilecegini” 6ne siirer. Ardindan 1867
yilinda yazdigi Matematigin Mantig1 Ustiine (Upon the Logic of Mathematics)
adli galismasinda ise sunlari dile getirir: “Bu makalenin amaci, matematigin dog-
ruluklarinin tasimsal olarak izlenebilecegi genel 6nermelerin oldugunu gostermek-
tir. Bu 6nermeler matematikginin ilgilendigi nesnelerin tanimlart olarak alinabilir”
(Peirce, 3.20)

DPeirce say1 6nermelerini tiirettigi ana onermeleri herhangi bilgi kuramsal temel-
lendirmeye bagvurmaksizin konu eder. Bu ¢ercevede boylesi onermeler icin gerekli
oldugu ileri siiriilebilecek yetileri sdzgelimi gorii vb. konu etmez. Peki ana 6nermeler
nelerdir?

Peirce ana dnermeleri 5 tanimla ya da aksiyomla agiklar: lk tanim nicelikle ilgi-
lidir.

Birinci Tanim: 7 herhangi bir baginuli terim olsun. Béylece herhangi bir sey ile
baska bir seyin arasinda r oldugu soylenebilir ve bu bagka sey, ilk seyden 7 edilmistir.

Nesnelerin belli bir dizgesinde [Peirce kiime yerine dizgeyi/sistemi kullanir] bir
seyin 7’sinin [aRb] #si [bRc] olan herhangi bir seyin kendisi o seyin 7’si [aRc] ise bu
durumda 7, o dizgede gegisli bir bagint (transitive relatives) olustur.

[V a,b,c € X,(aRb AbRc)—aRc]

Ornegin “herseyi seven ... tarafindan sevilir (lover of everything loved by) tiiriin-
de baginular gecisli baginulardir. 7”nin gegisli bir bagint oldugu dizgede, herhangi
bir seyin ¢’su o seyin kendisini ve o sey tarafindan r edilmemis o seyin her r’sini iger-
sin. Bu durumda ¢ niceligin temel bir baginusi (fundamental relative of quantity)
olarak adlandirilabilir. Ozellikleri ise soyledir: ilkin gegislidir; ikincisi dizge igindeki
her sey kendisinin g’sudur; tigiinciisii kendisi diginda higbir sey bir seyin hem ¢’su
hem de o sey tarafindan ¢ edilmis degildir. Niceligin temel bagintsina sahip nesnele-
rin dizgesine nicelik ad1 verilir ve boylesi bir dizge nicelik dizgesi olarak adlandirilir.
( Peirce, 3.253)
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Ikinci tanim: Peirce bu aksiyomda basit niceligi tanimlar. Tki nicelikten biri dige-
rinin g’su olan dizgeye basit denir. ( Peirce, 3.254)

Ugiincii tanim: Burada Peirce, ‘bir sonrakinden daha biiyiik olma’ bagintisin ..
dan biiyiik olma’ yoluyla aciklar. Her ne kadar Peirce, “... dan biiyiik olma’y1 tanim-
lamamus olsa da, onun niceligin temel bagintisi yoluyla tanimlanabilecegini distiniir.
Soyle ki:

x, y den biiytiktiir ancak ve ancak x, y'nin ¢’su ise ve y, X'in g’su degilse. Bu du-
rumda x, y'nin g’sudur; y, X'in ¢’su degildir; tiim Zler i¢in z, y'nin g’su ise y, Znin ¢’su
degildir, oyleyse z, X'in ¢’sudur.

Dérdiincii Tanim: Bir basit nicelik dizgesi, siirekli, ayrik ya da karmadir. (Peirce,

3.256)

Siirekli bir dizge, biri digerinden daha biiyiik olan her niceligin ayni zamanda
digerinden daha biiyiik olan baz1 araci niceliklerden de daha biiyiik oldugu dizgedir.

Ayrik bir dizge, digerinden daha biiyiik olan her niceligin sonraki bazi nicelikler-
den daha biiyiik oldugu (es deyisle, daha biiyiik olan bir seyden daha biiyiik bir sey
olmaksizin daha biiyiik olarak) dizgedir.

Karma bir dizge, bazi nicelikler bazi niceliklerden biiyiik iken, digerlerinden daha
biiyiik olan dizgedir.

Bir ayrik nicelik dizgesi sinirly, yart sinirli ya da sinirsizdir. Sinirli bir dizge bir
mutlak maksimum ve bir mutlak minimum niceligi olan dizgedir; yar1 sinirl dizge
biri olmadan diger niceligi olan (genellikle minimum distiniiliir) dizgedir; ayrik diz-
gede ikisi de yoktur. (Peirce 3.257)

Besinci Tanim: araciligiyla Peirce, minimum ve maksimum tanimlarini ise soyle
verir:

x minimumdur ancak ve ancak x yalnizca kendisinin g’su ise.
x maksimumdur ancak ve ancak x yalnizca kendisi tarafindan q edilirse.

Sonsuz bir kiimede, verilen bir kiimenin niceliginden sonraki biiyiik olan her
niceligin kendisi de ayni kiimeye aitse, bu durumda her nicelikten daha biiyiik olan
o kiimenin niceligi de o kiimeye aittir. (Peirce 3.258) Bu ilke ayni zamanda matema-
tiksel tiimevarimi belirten ilkedir.

Bu bes tanim yoluyla Peirce ‘siradan sayilar’ (ordinary numbers) bugiin bizim
dogal sayilar adini verdigimiz sayilar i¢in aksiyomatik temeli olusturur. Bu temel,
sonsuz, yari-sinirli ayrik basit niceliktir, bu ise siral sayidir.

Sayinin Mantigin Ustiine'de yer alan ‘nicelik dizgesi® yerine kismi sirali dizge
(partially ordered set), ‘basit olma ozelligi’ yerine ‘baglanti’ (connection), ‘basit nice-
lik sistemi’ yerine ‘basit siralt kiime” ‘(simply ordered set) kullanilmaktadir.
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Bu tanimlardan sonra Peirce dogal sayilar i¢in kullanilacak aritmetigi betimler.

Peirce minium sayiyt ‘1" olarak adlandirir. Toplama ve ¢arpma igin yineleyici
(recursive) tanimlar verir:

“x +y demek, x=1 oldugu durumda y'den bir sonraki biiyiik say1 demeketir, diger
durumlarda ise X'+ y ‘den bir sonraki biiyiik say1 demektir. Burada x', x den bir son-
raki kiigiik sayidir.

x X y demek, x=1 oldugu durumda y sayisi demek, diger durumlarda ise
y + (x*Xy) demektir burada x’, xXden bir sonraki kiigiik sayidir.

Dikkat edilmesi gereken + ve X simgelerin ti¢lii bagintilar oldugudur, iki eslenik-
leri biri simgeden 6nce ve obiirii simgeden sonra yer alir.” (Peirce, 3.262-264)

Buradan sonra Peirce birlesim, degisim ve dagilim yasalarini kanitlar.

Peirce, Sayinin Mantig1 Ustiine’nin sonlarina dogru bir kiimenin sayallig1 (car-
dinality) diisiincesini one siirer. Sayallik, bir kiimenin icerdigi eleman ‘miktaridir’.
Sayallig1, sayma islemi yoluyla soyle aciklar:

“c dyle bir baginu terimi olsun ki, herhangi bir seyin csi her ne ise, o seyin tek
c’sidir ve o seyin bir c’si basit karsilama baginusi olarak adlandirilir.”

“bir kiimenin, her s nesnesi, yari-sonsuz, ayrik, basit sistem....” (Peirce, 3.280)

DPeirce, basit esleme bagintisi ile bugiin bire-bir esleme olarak nitelenen durumu
anlar. Boylece Peirce, bir kiimenin sayalligini dogal sayilarin bir boliimiiyle bire bir
esleme yoluyla saglar.

Peirce, yukarida dile getirdiklerimiz dogrultusunda <N,R,f1> ‘nin su 6zellikleri
sagladigi 6lciide bir dogal say1 dizgesi oldugunu ileri siirer.

1. R, N'de bir bagintdir.

2. N, R araciligryla kismi olarak diizenlenir.

3. N, R araciligiyla baglantilidur.

4. N'deki bir eleman N'de minimum eleman degilse, bu durumda o N'deki baz:
elemanlarin dolaysiz ardigigidur.

5.1, N'deki minimum elemandir ve N°de maksimum eleman bulunmaz.

6. N'de matematiksel tiimevarim gegerlidir.

Sonug olarak Peirce, Sayinin Mantigt Ustiine adli galismastyla tiim aritmetiksel
onermeleri mantiksal olarak tiiretebilecegi aksiyom bir dizge ortaya koymay1 bagar-
mustir. Oyle ki Peirce’iin Saymnin Mantigt Ustiine’sinde kusmi dogrusal siralama (par-
tial linear order) ve roptan dogrusal siralama (total linear order) anlayislarinin ilk dile
getirigleri bulunur. Bu ¢alismanin bir bagka 6nemi siral sayilar yoluyla sayal sayilarin
tanimt veren ilk ¢aligma olarak gériilmesidir. Biitiin bu basarilara kargin Peirce’iin,
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o donemde aritmetik temellerine donitk galismalarin odagi olan Avrupadan uzak
olusu ¢aligmasinin bilinmesini ve yayginlagmasini engellemistir.
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