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0z OBEGIN TUMLEYENI KUME MIDiR, OZ OBEK MiDIR?*

Ahmet Inam**

Bu gahigmada Russell Paradoksunun ¢oziilmesi igin olusturulan aksiyomatik
sistemlerden Von Neumann, Bernays, Gédel ve Morse’un gelistirdigi yapi iginde,
Lemmon’un deginmedigi bir sorunu irdelemeyi amachyorum.

Kiimeler kuramuinin, séziinii ettigim sistem icinde, Sbekler iizerine kuruldugu-
nu sdyleyebiliriz. Obek, tipk1 € gibi tammsiz birakiliyor. Obek, temelde, Russell para-
doksunu’ ¢ézmek igin iki aynliyor: 1. Oz bek ve Kiime

Ozobegin tammu: Ozox < Vy (x2y)

Kiimenin tammu: Kiim x <3y (xey)

Bu yazida irdelenecek sorun gudur: Acaba 6z 6begin tiimleyeni nedir? Sistem-
de, kiimenin tiimleyeninin 6z &bek oldugu kanitlanmistir.” .

Vx (Kiim x — 0z6 ~x) ' (D
burada ~x, x 6beginin tiimJleyeni anlamindad:r, :

Ornegin su dnerme bir teorem midir? :

¥x (Ozéx — Kiim ~x) (2)
ilk bakigta yle goriiniiyor. Ornegin E’nin, evrensel dbegin tiimleyeni &, bog kiimedir.
x, yerine E yazdigimizda, yukanidaki &nerme dogru oluyor! (Bos kiime, &, aksiyom
geregi, kiimedir!) ‘ -

Peki agagidaki dnerme i¢in ne diyebiliriz? -

vx (Ozox — Oz6 ~x) 3
acaba hangisi teoremdir, (2) mi, (3) mii? (3)’lin yanhs oldugu daha dogrusu en az bir
yanhglayici yorumu oldugu, (2)'nin dogrulayic yorumundan anlagiliyor. (3)’de x yeri-
ne B yazdigimzda (3) yanlis olur, ¢linkii Oz6E bir teoremdir, “mantik¢a” dogrudur;
oysa Oz6 ~E, Oz6e esittir. Kiimd, aksiyom olduguna gére, onun degillemesi olan
0z6@ yanhstir.

* Sevgili Hocam Teo Griinberg, samnm 1980 yiliych, beni masasinin bagina oturtmusg, &nce Russell Paradok-
sunu anlattiktan sonra, “bak bundan s6yle kurtuluyoruz” diyerek, kilme ve &z dbek tammlanm yapmmst,
Simdilik “birey” ve “8bek™ kavramlannin eklendigi bir kiimeler kurarminda karar kilmuga benziyor. (Sem-
bolik Mantik E! Kitabs, Cilt 3, Metu Press, Ankara 2000, 5, 65-127) “Simdilik” diyorum, hocam her zaman
diislincelerini yeniler, her dem téze diigiincelerle doludur. Bu yazunda ben yalnizca dz6bek ve kiimeyi gz
Sniine alan E. J. Lemmon’un monografisine bagl kalacagim. (Introduction to Axiomatic Set Theory,
Routledge and Kegan Paul, London, 1968).

*=Prof.Dr. , Orta Dogu Teknik Universitesi

! Russell paradoksunun kisa bir agiklamas: igin Tiirkge kaynaklardan biri Teo Grilnberg, Sembolik Mantik,
Cilt 3, Metu Pres, Ankara, 2000, s. 88-90.

% Lemmon, Teorem 105,
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Acaba (2)’yi yanliglayan, (3)'ii dogrulayan bir ébek bulupabilir mi? O zaman
hem (2), hem (3) tecrem olamaz. Boylece Oz Sbedini tiimleyenin hem kiime hem de
yine bir 6z 8bek olabilecegini gtstermis oluruz!

Bu ¢aligmada, (3)'1 dogru kilan en az iki 6bek oldugunu géstermeye ¢aligaca-
gim. Bunlar, Oz ve Og obekleridir. Oz ve Og obekleri siralanmus ikilililerden olugurlar.

Oz = {< X, y > x =y}, bu 6begi 6zdeslik &begi olarak adlandirabiliriz. Bu
obegi olusturan &n iiye x, ard iiye y"ye esittir!

O ={<x,y> x ey}, buobege de dzelik 5begi denilebilir. On iiyenin, ard
iiyenin 8Zesi oldugu, siralanmig jkililerden olusan bir 8bektir. Bu iki Sbek de 6z Sbek-
tir.

$imdi Oz’tin ve OF’iin tiimleyenlerini yazalim.*

~Oz={z: VxVy (z#<x, y>vx#Y}

“)

~Og={z2 VxVy G=<x, y>vxe y) (5)
Acaba (4) ve (5)le dile getirilen dbekler 6z bek midir? Bir obegm Oz Sbek olduﬁunu,
su teorem yardimyla da kamtldyablhrlz .

VxVy (Ozdy A y cx — 0z8%)° ' (6)

(6). bir agidan sunu sdyliiyor: Eger 6z 8bek oldugunu kamtlayacaglrmz dbek,
6z tbhek oldugu 6nceden kamtlanmus bir 6begi icine alirsa, ya da bir bagka tiirlii deyisle,
oz tbek oldugu kanitlanmig bir ébek, 6z obek oldugu kamtlanacak ¢begin alt kiimest
ise, kamt ger¢eklesmis olur. Oyleyse, acaba ~Oz ve ~0g’iin alt kiimesi olabilecek 6z
ébek var mudir? Ornegm

3Ix (x ¢ ~0z A Oz8%)

Q) o
ve 3y (y ¢ ~0g A Ozéy)

8
dogru mudur? :
' " Yanut, “evet”tir. Bunun igin agagidaki onermelen kamtlamak gerekiyor:

Og c~Oz

0

Oz ~0F

(10)

(9) ve (10) bakugimmzda mantikga esdeger oldugu asaﬁldab teoreme dayanarak sdyle-
yebiliriz.

VXVy xCy = ~y € ~x)°

~ Opyleyse birinin kamtlanmas: yetecektir! (9)'u kamtlarsak, Oz &begin tiimleye-
ninin 6z 6bek oldugu iki 6rnek bulmug olacagiz, biylece (3Y’iin dogrulayicy iki yoru-

* Lemmon, Teorem 168.
4 Timleyen x, ~x olarak gosterilir stiyle tammlamr x= [z:zex}
Buradan ¥y (y&~x <> Kiim y A y&x).

* Lemmon, Teorem 100.

¢ Lemmon, Teorem 46.
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munu yapmis olacak, (2)'nin teorem olmadifim: gdstermis olacagiz. ( (3)’iin teorem
olmadif zaten gosterilmigti!) Kamu ¢oziimleyici gizelge yardimiyla yapiyoruz!
Kanrtlayacagim:z sav:
Ogc~0z
0p ve ~ Oz’it ammsayalm:
~0z = {z: VxVy (z # <x, y> v X £ Y)}
Op={<x,y>:xe y}
0g, sdyle de yazilabilir:
O={z3xIyz=<x, y>Axey) }’
Kanita baslayabilir, 17 satirda bitirebiliriz:
—~H{zdxdy(z=<x, y>Aaxey)} c {2 VxVy @z <, y> vXZY)}]
(Savin Degillemesi) '

Kiima A 3x Jy (a=<x, y> Axey) 1, Alt kiime tanimm
— [Kiim a AVXVy (a#<x, y>v XZY)] 1,Alt kiime tanimu
Kiim a 2
dxdy(a=<x,y> A xey) 2

a=<b, ¢c> 3, Tikel Ozelleme
bec _ 5, Tikel Ozelleme
—KimavIxIyla=<x, y> Ax=Yy) 3, De Morgan
IxTyla=<,y>Ax=y) 4,8 ModusTollendo Ponens
a=<d, e> : 9, Tikel Ozelleme
d=e ' 9, Tikel Ozelleme
<b, c> =<d, e> 6, 10

b=d 12

c=¢ 12

b=e 11,13

b=c¢ 14, 15

beb ' 7, 16 X 17, Diizenlilik Aksiyomu
(Axiom of Regularity)® 3
Yukaridaki kanitta ulasilan 17. satirda be b’nin mantikga yanhs oldugunu

sostermek igin ¢bziimleyici ¢izelge yontemiyle kamt siirdiirelim.

1.beb {(Kanitlanacak Onerme)
2. Vx [x 20 = Ty (ye x A xny =)] (Diizenlilik aksiyomu)

3. {b} =& — Jy (ye {b)A {b]ny =) (2, Tiimel Gzelleme)

4, (b} =& {(MantikgaDogruOnerme)
5.3y (ye {b}A {b}ny =) 3, 4, Modus Ponens

6. fe {b}a {b}nf=T } 5, Tikel Ozelleme

7. fe {b) 6

8. {blnf= 6

7 Lemmon, Tanim 28,
® Lemmon, Aksiyom 10.
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9, Kiim b 1

10.f=b 7

11. {b}jmb=2 i 8,10

i2.be {blAbeberbe & 11, Kaplamsallik Aksiyomu
Dogru Yanhs

13. beb 12, Mantiksal Esdegerlilik
X

1,13

Boylece, Oz ve OF gibi iki 6z tbedin tiimleyenlerin de 6z dbek oldugunu
gostermig olduk. Genel olarak sdylendifinde Oz Sbegin tiimleyeni kiime olabilecegi
gibi (~E = @), 6z Sbek de olabilir. (0z650z, Oz6~0z, 0260z, 026~08).

ABSTRACT

Is Complement of a Proper Class, Proper Class or No¢?

1t is well known that in Von Neumann- Bernays- Géidel version of axiomatic
set theory classes are divided into two groups: sets and proper classes. Sets are
members of other classes and proper classes are not member of any class. In this paper,
it has been proven that complement of a proper class may be a set as well as a proper
class. Two examples of proper classes whose compliments are also proper classes are I
and E. '

Key Words: Axiomatic Set Theory, Von Neumann- Bernays- Godel, Sets,
Proper Classes. Complement. :



