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Ozetce— Hamilton dongiisii problemi (HCP), belirli bir ¢izge igin iyi bilinen bir NP-zor sorunudur. Cizgelerde,
ilk diigiimden baglayan, her diigiimii bir kez ziyaret eden ve tekrar ilk diigiimde duran bir yol bulmak, HCP'nin
birincil amacidir. Olusan diyagramda sonug¢ olarak tam bir dongii Uretilir. Diizenli yapisi ve gesitli kenar
baglantilarindan dolay1 hiperkiipler, paralel makineler i¢in tercih edilen topolojilerden biridir ve ayn1 zamanda
Hamiltonyen ¢izgelerdir. Diigiimler arasinda ideal eslesmenin kurulmasi, hiperkiiplerde Hamilton diyagraminin
olusturulmasini gerektirir. Bu makalede, hiperkiip bagl ¢izgesinin Hamilton ¢evrimini ve bu ¢gevrimi elde etmek
icin en uygun yolu bulan 6zgiin bir ydntem &nerilmektedir. Onerilen yontem éncelikli olarak kenarlar igin temel
kesme kiimelerini elde etmeye odaklanir. Temel kesme kiimeleri etkili bir kapsam agaci teknigi olan Kmax ve
Kmin agaglar1 olusturularak hesaplanir. Bu iki agag iizerinde yapilan temel kesme islemi sonunda her bir kenar
icin kesme sayisi elde edilir. Ardindan, en yiiksek kesme sayisina sahip kenardaki yiiksek oncelikli diigiimden
diisiik dereceli diigiime dogru bir yol takip edilir. Ayn1 diigiime tekrar gelmemek kaydiyla tim diigiimler bu
yontemle dolasilir. Sonug olarak her diigiim arasinda bir Hamilton yolu olusturulur. Onerilen algoritma ile yapilan
deneysel calismalarda basarili sonuglar iiretilmis ve tiim hiperkiipler i¢in bir Hamilton ¢evrimi elde etmistir.
Anahtar Kelimeler: Cizgeler, Hiperkiip, Hamilton ¢evrimi, Hamilton yolu, NP-zor problemler

Abstract— The Hamilton cycle problem (HCP) is a well-known NP-hard problem for a given graph. In graphs,
finding a path that starts from the first node, visits each node once, and stops at the first node again is the primary
goal of HCP. In the resulting diagram, a complete cycle is produced as a result. Because of their regular structure
and various edge connections, hypercubes are one of the preferred topologies for parallel machines and are also
Hamiltonian graphs. Establishing the perfect match between the nodes requires the creation of the Hamilton
diagram in hypercubes. This article proposes an original method that finds the Hamiltonian cycle of the Hypercube
connected graph and the optimal way to derive this cycle. The proposed method primarily focuses on obtaining
the basic cut-sets for the edges. Basic cut-sets are calculated by constructing Kmax and Kmin trees, which is an
efficient spanning tree technique. At the end of the basic cut-set process on these two trees, the number of cuts for
each edge is obtained. Then, a path is traced from the high priority node on the edge with the highest number of
cuts to the lower degree node. All nodes are navigated with this method, provided that they do not come to the
same node again. As a result, a Hamiltonian path is created between each node. Experimental studies with the
proposed algorithm produced successful results and obtained a Hamiltonian cycle for all Hypercubes.
Keywords : Graphs, Hypercube, Hamiltonian cycle, Hamiltonian path, NP-hard problems

1.Giris

Her sonlu baglantili kose-gegisli ¢cizgenin bir Hamilton yoluna, yani tiim kdselerden gecen basit bir
yola sahip olup olmadigi sorusu uzun zamandir ¢6ziim aranan NP-zor bir problemdir (Garey and
Johnson, 1990; Karp,1972). NP-zor problemler tistel karmagiklik gerektirir ve bu sebeple verilen ¢izge
icin Hamilton yolunu olusturmaya yonelik birgok c¢alisma vardir. Bu konudaki tiim calismalar
yaklasiklik esasina dayanmaktadir.
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Hiperkiipler, diizenli yapilar1 ve ¢esitli kenar baglantilar1 nedeniyle paralel makineler i¢in tercih
edilen topoloji olmustur (Boals ve digerleri, 1994). Bu 6zellikler, diigiimler arasi iletisim icin verimli
algoritmalarin gelistirilmesini saglar. Cizge teorisinde, hiperkiip Q,, olarak ifade edilir; 2™ diigiimii ve
n2™"1 kenar1 vardir. Bu topolojide Hamilton gizgesinin olusturulmasi diigiimler arasindaki miikemmel
eslesmenin olusturulmasinin oniinii agmaktadir.

Hamilton ¢izgeleri hakkinda literatiirde bir¢ok farkli ¢aligma yapilmis olup ilk olarak 1963 yilinda
Ore tarafindan tanitilmistir (Ore, 1963). Bir ¢izgenin gegerli Hamiltonyen yollarini bulmak igin bir 151k
filtresi kullanan 1s1k tabanli bir ¢oziim Onerilmistir (Sartakhti et al., 2013). Dikdortgen izgara
grafiklerinde bir Hamilton yolu bulmak i¢in dogrusal zaman algoritmasi sunulmustur (Keshavarz-
Kohjerdi and Bagheri, 2017). Dybizbanski ve Szepietowski, ¢ift olarak ayrik hatali kenarlar1 olan
hiperkiiplerde Hamilton ¢evrimlerini ele almistir (Dybizbanski and Szepietowski, 2021). DeBiasio ve
Spanier, Hamilton g¢evrimini dengeli k-parcali gizgelerde hesaplamayi incelemistir (DeBiasio ve
Spanier, 2021). Agueda vd. paralel ve dongii kenarli kenar renkli ¢oklu ¢izgelerde uygun Hamiltonyen
cevrimi incelemistir(Agueda ve digerleri, 2017). Herhangi bir ¢izge iki Hamiltonyen cevrime
ayristirtlabilirse, bu grafigin tiirlinlin ne olacagl sorusuna cevap aramislardir(Sivaraman ve
Zaslavsky,2022). Hatali biikiimlii hiperkiiplerdeki Hamilton ¢evrimleri ve yollar1 igin ¢oziimler
sunulmustur (Liu ve digerleri, 2019). Diizlemsel tiggenlerdeki Hamilton ¢evrimlerinin sayisi
hesaplanmistir (Liu ve digerleri, 2022).

Bu makalenin amaci, eger varsa, verilen grafikte Hamilton ¢evrimini elde etmek i¢in yeni bir
yontem Onermek, aksi takdirde bagh gizgeler icin bir kapsayan yol elde etmektir. Bu sekilde verilen
cizgeler igin iki 6zel kapsayan agag¢ olusturulur. Verilen gizgelerin 6zel yayilma agacglarini elde etmek
icin iki yaklagim vardir. Bu agacglar Karci'nin ¢alismalarinda Kmax ve Kmin olarak adlandirilmistir
(Karci,2020a; Karci,2020b; Karci,2020c; Karci and Karci, 2020; Karci et al, 2021). Kmax agacinin
olusturulmasi i¢in; dncelikle kok diigiim olarak maksimum dereceye sahip diigiim secilir. Maksimum
dereceye sahip birden fazla diiglim varsa, bunlardan biri istege bagli olarak secilebilir. Secilen diigiimiin
komsulari agaca kokiin ¢ocuklar olarak eklenir. Eklenen her bir diigiim i¢in agagta olmayan komsulari
bu diiglimiin ¢ocuklar1 olarak agaca eklenir. Agilacak diigiimiin se¢ilmesi ise oncelikli olarak maksimum
dereceye gore ve esitlik durumunda ise agactaki seviyesine gore belirlenir. Kmin agacinin olusturulma
asamalart da Kmax agacinda oldugu gibi gerceklesir. Ancak farkli olarak kok seciminde ve agilacak
diigiimiin belirlenmesinde minimum dereceli diigiim Onceliklidir. Her iki aga¢ da temel kesme
kiimelerini olusturmak igin kullanilir. Her temel kesme setinde kenar olusum sayisi, karsilik gelen
kenarin verimliligini temsil eder. Bu verimlilik degerleri kullanilarak, ¢alismada onerilen yenilik¢i bir
yol bulma algoritmasi ile Hamilton ¢evrimi elde edilmektedir. Bu ¢aligma ile ilk defa bagl ¢izgeler igin
temel kesme kiimeleri kullanilarak Hamilton ¢evrimi elde edilmistir.

Calismanin {igiincii boliimiinde sunulan deneysel caligsmalar gdstermistir ki; tiim hiperkiipler i¢in
Onerilen algoritma bir Hamilton ¢evrimi ve yolu bulmaktadir. Algoritmanin ¢aligma siiresi nesne
yonelimli insa edilmesiyle birlikte oldukca kisadir. Ozellikle biiyiik gizge veri setlerinde hiz avantaji
daha net izlenebilmektedir.

2. Onerilen Yontem

Hamilton grafiginin diigiimleri arasindaki dongiiyii olusturan yolu bulmak igin 4 adimli bir
algoritma dneriyoruz. ilk adimda, maksimum diigiim derecesine sahip diigiimlere 6ncelik veren Kmax
agaci olusturulur. ikinci adimda, minimum dereceye sahip diigiimlere 6ncelik verilerek Kmin agaci
olusturulur. Ugiincii adimda, Kmax ve Kmin'e dayali temel kesme kiimeleri kullanilarak Kmax ve Kmin
agaclarmin diigiimlerini agactan ayirmak i¢in kenarlarin kesilmesi uygulanir. Her bir kenarin temel
kesme sayisi, o kenarin etki degerini verir. Son adimda bu kesme degerlerine bagli olarak yiiksek
oncelikli ayrit ve bu ayrittaki yiiksek oncelikli diigiim se¢ilir. Segilen bu diigiimden baslayarak minimum
dereceli komsuya dogru ilerleyen bir yol izlenir. Bu yol, grafikteki tiim diigiimlere ulasan Hamilton
¢evrimini olusturacaktir.
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Onerilen yontem, nesne tabanl bir altyap: ile gelistirilmistir. Algoritmanin iki temel sinifi,
diigiimleri temsil eden GraphNode ve ayritlar1 temsil eden GraphEdge'dir. GraphNode smifinin
Ozellikleri Tablo 1'de, GraphEdge sinifinin 6zellikleri ise Tablo 2'de gosterilmistir.

Tablo 1. GraphNode smifindaki 6zellikler

Ozellik Aciklama

_id Her diiglimii tanimlayan benzersiz kod

_label Diigiimiin etiketi

_kMaxParentNode Diigiimiin KMax agacindaki atasi olan diigiim
_kMinParentNode Diigiimiin KMin agacindaki atasi olan diigiim
_kMaxChildren Diigiimiin KMax agacinda atasi oldugu ¢ocuk diigiimler
_kMinChildren Diigiimiin KMin agacinda atasi oldugu ¢ocuk diigiimler
_degree Diigiimiin derecesi

_kMaxLevel Diigiimiin KMax agacinda yer aldig1 seviye (jenerasyon sirast)
_kMinLevel Diigiimiin KMin agacinda yer aldig1 seviye
_kMaxParentNodeEdge Diigiimiin KMax agacinda ata diigiimle yaptig ayrit
_kMinParentNodeEdge Diigiimiin KMin agacinda ata diigiimle yaptigi ayrit
_neighbours Diigiimiin komsulari

Tablo 2. GraphEdge sinifindaki 6zellikler

Ozellik Aciklama

_id Her ayrit1 tanimlayan benzersiz kod

_label Ayritin etiketi

_nodel Ayritin bir ucundaki diigiim (siralama énemli degil)
_node2 Ayritin diger ucundaki diigiim

_isMaxChord Ayrit KMax agacinda yer aliyor mu?

_isMinChord Ayrit KMin agacinda yer aliyor mu?

_cutCount Ayrita uygulanan kesme sayisi

Tablol’de her bir diigiim smifi i¢in belirlenen o6zellikler, Tablo 2’de ise diigiimler arasinda
olusturulan her bir kenar i¢in belirlenen o6zellikler gosterilmektedir. Bir kenarin hangi iki diigiim
arasinda olustugu bilgisi nodel ve node2 isimli 6zellik belirteglerinde yer almaktadir. Tablo 1 ve
Tablo 2’de belirtilen bu 6zellikler 6nerilen algoritmanin tiim agamalari i¢in yiiksek 6neme sahiptir.
Ozellikle agag igerisinde bir diigiimiin tiim ¢ocuklarim ziyaret etmek i¢in bu yapiya ihtiyag vardir. Bir
diigiim i¢in temel kesme islemi uygulandiginda ayni islem bu diigiimiin tiim g¢ocuklarina da
uygulanmaktadir. Cocuk diigiimler arasinda farkli bir ailedeki bir diigiimle baglantisi olan diigiimler igin
de temel kesme iglemi uygulanir.

Yontemin ilk agamasi, Kmax agacinin olusturulmasin igerir. Kmax agaci, maksimum dereceye
sahip diiglimden baglayarak grafigin bir agac olarak agilmas1 ve agilacak siradaki diigiimiin se¢ilmesinde
maksimum dereceye sahip olmasini ve minimum seviyede (agagtaki yerlesim seviyesi) yer almasim
onceleyerek genisleme isleminin devam etmesi fikrine dayanmaktadir. Bu agaci olusturmanin amaci,
yiiksek dereceli diigiimleri 6n plana ¢ikarmaktir.

Algoritma, diigiim listesinin bir kopyasini olusturur ve en yliksek derecedeki diiglimii kok olarak
belirler. Kmax agacini temsil eden iki boyutlu bir diigim matrisi olusturulur ve kok diigiim, matrisin ilk
satirina yerlestirilir. Kok diigiim ana diigiim olarak belirlenir ve tiim komsulari bir alt satira yerlestirilir
ve bu diigiimler igindeki en yiiksek dereceli diigiim yeni ebeveyn olarak belirlenir. Bdylece agag, agaca
girmeyen diigiim kalmayana kadar insa edilir. En yiiksek dereceli diiglimiin se¢imi i¢in, agaca giren tiim
diigiimler bir kuyruga yerlestirilir. Bu kuyrukta diiglimler derecelerine gore One yerlestirilir. Ayni
derecede diigiimler varsa, agacgta daha diisiik seviyede olan 6ncelik alir. Bir diigiim agaca girdiginde,
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tiim komsulariin dereceleri bir azaltilir. Bu siireg, en yiiksek dereceli diigiimiin se¢ilmesinde 6nemli
bir rol oynar. Grafigin Kmax agacinin olusturulmasinin sézde kodu Algoritma 1'de verilmistir.

Algoritma 1. Kmax agacinin olugturulmasi

Function Kmax(dugumList)
agaci baslat
kok « En yliksek dereceli diigiim
ebeveyn < kok
ebeveyn diigiimiinii kuyruga ekle
kok diigiimiinii dugumlList’ten sil

dugumlList.length > 0 oldugu stirece:
ebeveyn diigiimiinii kuyruktan sil
ebeveyn._neighbours icindeki her diigiim icin:
¢ocuk « diigiim
eger cocuk agac icinde yoksa:
¢ocugun komsularinin diigiim derecelerini 1 azalt
¢ocuk diigtimi kuyruga ekle
cocuk diigiimi dugumList’ten sil

ebeveyn « Kuyruktaki en yiliksek dereceli diigiim (agag seviyesi diisiik olan 6ncelikli)

agaci dondir

Algoritmanin bir sonraki asamasit Kmin agacini olusturmaktir. Bu agacin yapiminda diigiimiin
acilabilmesi i¢in minimum derecede olmasi gerekmektedir. Esasen, tiim adimlar Kmax agacinin
olusturulmasina oldukca benzer. Ancak ana diigiim belirlenirken en yiiksek dereceli diigiim yerine en
diisiik dereceli diigiim se¢imi uygulanir. Kmin agaci olusturmanin amaci, disiik dereceli diigiimleri 6n
plana ¢ikarmaktir. Bir ¢izge i¢in Kmin agacimi olusturan programin sézde kodu Algoritma 2'de
verilmistir.

Algoritma 2. Kmin agacinin olusturulmasi

Function Kmin(dugumList)
agaci baslat
kok « En diisiik dereceli diigiim
ebeveyn < kok
ebeveyn diigiimiini kuyruga ekle
kok diiglimiini dugumlList'ten sil

dugumList.length > 0 oldugu siirece:
ebeveyn diigiimini kuyruktan sil

ebeveyn._neighbours icindeki her diigiim i¢in:
cocuk « diigim
eger cocuk agac icinde yoksa:
¢ocugun komsularinin diigiim derecelerini 1 azalt
¢ocuk digiimii kuyruga ekle
¢ocuk diiglimii dugumList’ten sil

ebeveyn < Kuyruktaki en diistik dereceli diigiim (agac seviyesi diisiik olan oncelikli)
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agaci dondiir

Kmin ve Kmax agaglari olusturulduktan sonra, temel kesme kiimelerinin insas1 gerceklestirilir ve
tim diglimleri agaclardan c¢ikarmak i¢in kesme islemi uygulanir. Bir diigiimiin agactan ayirma
isleminde, diiglimii ve ata diigiimii birlestiren ayrit kesilir, buna ek olarak diigiimiin hiyerarsik siradaki
tiim alt d6gelerinin kiris baglantilar1 da kesilir. Ancak bu kirisin diger ucundaki diigiim, agagtan ayrilan
diigiimiin ¢ocuklar1 arasinda yer almamalidir. Her kesme isleminde ayritin kesme sayist bir artirilir.
Kesme kiimesini olusturan yontemin s6zde kodu Algoritma 3'te verilmistir.

Algoritma 3. Temel kesme kiimesinin olusturulmasi

Function KesmeKiimesi(agac)
mevcutDiglim « null

agactaki her bir satir icin:
satirdaki her bir diigiim i¢in:
diigiimList < CocuklariBul(agag, diigiim)

digimList’teki her bir cocuk icin:
¢ocugun her bir komsusu icin:
eger komsu diiglimList icinde degilse:
kenarin kesme sayisini 1 artir

Bir diiglimiin agactan koparilmasi esnasinda g¢ocuk diigiimlerin kiriglerinin tespit edilmesi i¢in
diigiimiin tim c¢ocuklarina ulasmak gerekmektedir. Diiglimiin tiim c¢ocuklarima ulasmak igcin,
ozyinelemeli bir yontem yerine, smirsiz sayida diigiime ulasabilen O(n?) karmasikliginda bir yontem
Onerilmistir. Yontem, iki boyutlu matrisinin satirlar1 ve siitunlar1 arasindaki diigiimiin alt 6gelerini
bulmaya odaklanir. Diigiimiin biitiin ¢ocuklarini bulan yontemi Algoritma 4'te verilmistir.

Algoritma 4. Diigiimiin tiim ¢ocuklarinin bulunmasi

Function CocuklariBul(agac, diigiim)
digimList « [ ]
idList « [ ]
seviye < 0
ie2

i <agac.uzunlugu oldugu siirece:
satir = agac[i]

satirdaki her bir ¢ocuk igin:
eger idList icerisinde ¢ocuk._parentNode._id varsa:
¢ocugun id’sini idList igine at
¢ocuk diigiimi digiimList’e ekle

diiglimList’i dondur

Onerilen yontemin son asamas, tiim diigiimlerden gegerek bir Hamilton ¢evriminin olusturuldugu
yolu bulmaktir. Olusturulacak yolun ilk diigiimii, en fazla kesme sayisina sahip kenarin, diger bir deyisle
etkinlik degeri maksimum olan ayritin, dnem derecesi en yiiksek diigiimiidiir. Birinci diigiim secildikten
sonra ayni ayritin diger ucundaki diigiim ikinci olarak belirlenir. Bu agamadan sonra segilecek bir
sonraki diigiim i¢in komsu diigiimler arasinda en diisiik dereceye sahip olan segilir ve bu sec¢im
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ulagilmayan diigiim kalmayana kadar devam eder. Ayni dereceye sahip birden fazla diisiik dereceli
komsu varsa bu durumda komsu kenarlar kontrol edilir ve ayritlarinin toplam kesme sayisi en yiiksek
olan diiglim se¢ilir. Kesme sayilarinda da esitlik varsa bunlardan herhangi biri segilir ve devam edilir.
Yola eklenen her diigiim listeden kaldirilir, bu nedenle bir diigiim en fazla bir kez ziyaret edilir. Agaca
son diigiim eklendiginde, ilk diigiim arasinda bir kenar varsa, Hamilton dongiisti olusacaktir. Hamilton
yolu bulma yontemi Algoritma 5'te gosterilmistir.

Algoritma 5. Hamilton ¢evriminin ve yolunun bulunmasi

Function CevrimiBul()
hamilton =[ ]
oncelikliKenar «— Kesme sayis1 en fazla olan kenar
diigiim1 <« oncelikliKenar’in yiiksek oncelikli diigiimii
diigiim2 « oncelikliKenar’in disiik dncelikli diigiimii
diigim1°’1 hamilton’a ekle
diigiim2’yi hamilton’a ekle
mevcutDigim « diigim2

mevcutDigiim’iim komsular1 varsa ve bu komsulardan hamilton‘a eklenmeyen varsa devam et:
mevcutDiigiim «— hamilton‘a eklenmeyen en diisiik dereceli ve diisiik 6ncelikli komsu
mevcutDigiim’ii hamilton‘a ekle
cocugun komsularmin derecesini 1 azalt

hamilton‘u dondir

3. Deneysel Sonuglar

Onerilen algoritmanin giivenilirligini 6l¢gmek i¢in Q, hiperkiip 6rnegine uygulanmistir. Sekil 1°de,
16 diigiimii ve 32 kenari olan hiperkiip Q, i¢in Onerilen algoritmanin ¢aligma adimlart gosterilmektedir.
Hiperkiip bir Hamilton ¢izgesidir ve onerilen algoritma, Sekil 1'de gosterildigi gibi Hamilton dongiisiinii
ve yolunu tespit etmistir. Verilen 6rnek igin algoritma, en etkili kenarin 15. ve 16. diiglimler arasinda
oldugunu belirlemistir. Ayrica 15. diigiim Hamilton yolunun ilk diigiimii olmustur.

Verilen tiim 6rneklerde (Q, @3, @4) hiperkiipler i¢in Hamilton ¢evrimi algoritma tarafindan tespit

edilmistir. Algoritmanin iistel karmasikligi O(n?) olmas1 sayesinde biiyiik ¢izge veri setlerinde dahi
oldukga kisa siirede Hamilton ¢evrimi tespit edilmistir.
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Sekil 1. Hiperkiip i¢in olugan uygulama adimlarinin gorsel ¢iktilar

4. Sonu¢

Hiperkiiplerde oldugu gibi herhangi bir bagh ¢izge i¢in Hamilton yolu veya Hamilton dongiisii
bulma problemi NP-tam bir problemdir. Literatiirde Hamiltonyen yolunu/¢evrimini bulma probleminin
¢oziimiine yonelik bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Ancak bunlarin higbiri, kapsayan agaglar1 ve temel
kesme kiimelerini kullanmamustir. Bu yazida, gizgeler i¢in iki 6zel kapsama agacit (Kmax ve Kmin)
kullanarak temel kesme kiimeleri olusturulmus, bu temel kesme kiimeleri referans alinarak Hamilton
yolunu/cevrimini bulmak i¢in yenilik¢i bir metot dnerilmistir. Onerilen metot, temel kesme islemlerinin
ardindan olusan kenar verimliliklerine odaklanmaktadir. Kenar verimlilik sayilari kullanilarak Hamilton

109



yolu igin diigimlerin hangi sirayla gec¢ilmesi gerektigini belirleyen bir yontem uygulanmustir. Tiim
diigiimler bir kez ziyaret edildiginde son adim tamamlanmis ve bdylece Hamilton yolu olusturulmustur.

Onerilen yontem tamamen yinelemeli algoritmalar icerir, bu nedenle ydntemin zaman
karmagikliginin bir polinom isleviyle sinirlandirilmasi garanti edilmistir. Algoritma {izerinde yapilacak
gelistirmeler sonunda Hiperkiip gibi diger agirliklandirilmamus ¢izgelere de uygulanabilecektir. Ayrica
agirliklandirilmis gizgeler icin de algoritma revize edilecektir.
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