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. Bu kısımda Kmenta (1964) ve Ma
ddala ile Kaddane'nin (1965) araştır

malarından yararlanarak CES fonksİ

yonlannın tahmininde silnültane eşit

liklerden çıkan çeşitli problemler tar
tışılacaktır.

CES fonksixonu çoğunlukla aşağı

daki, gibidir;

(1) V = "([crK-\'+ I-cr L-p)-ı /1'

Fonksiyon belli bir mertebeden
homojen tutularak ö1çeğe değişen ge
tiriye yer verildiğinde;

(I') V= y[crK-P+(l-cr)L-prıı/p

olmaktadır.

V reel anlamıyla ele alınmaktadır,

w ücret haddini, r de sermayenin geri
oranını göstermektedir. p nihai out
putun fiyatıdır. (1'). denkleme bir çar
pan gibi bakiye Uo ilave ediliyor. Yani
(i '). denklemde (1). denklemdeki olma
yıp dır. Sistemde altı değişken yer al
maktadll':

Müteşebbisin k~r maksiınizasyonunu e
sas aldığı kabili edilctiğinde (1') denkle-

. me göre,

(2) pV - wL- r K

olur ve p, w ve r veri kabul.ectildiğinde

altı değişken] ilişkilendiren iki denklem
daha elde ectilir. Marjinal şartlarda,

P=t...
(3) W~)loıı (l-cr) L-(1+p) V l+p/ıı y -p/ıı

r=/"Iı crK-(l+P) V l--:-p/ıı y -P/Il

dir. Bu eşitlikte L ve K, (1') - (3)'ü sağ-

olur. Burada A faktör fiyatlarını sabit
tutan marjinal masraftır," diğer bir i

fadeyle

ac
(4) A = f{V' -

a[wL+rK]
aV

layan denge değerleridir. (1') - (3) eşit

likleri değişik şekillerde yazılabilir. Kar
maksimizasyonunda bazı aksaklıklann

bulunması halinde p, w ve' r çarpanları

gibi u 1> uı, u 3 faktörleri denkleme so
kulabilir.

(x) Recent Emprical AıiaIysis of Production Functions NBEK. New York 1967.
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(l ')-(3) denkleminin akla gelen ilk
şekli, kar maksimizasyonu şartlan al
tında, üretim fonksiyonundan doğru-

dan doğruya basit çarpma işlemiyle

elde edilebilir;

(6) 1 ~.. ~a
----ı< =b

burada,

(~) ı;ı+p V -p(l-~(/~(1+p)
p

(_r_) l/I+p V -p(l-~)/~(l+p)

p

a=~-ı;ı+py P/IL (l_cr)-I/l+p

b=~-l/I+p"i p/ıı (l+p) 6 -lfl+p

dir. Ölçeğe sabit getiri olduğu zaman
~= i dir ve (5). denklem sisteminin bi
rinci eşitliği ACMS tarafından tahmin
edilen denkleme dönüşmektedir.Serma
ye verileri veya sermayenin getiri ora
mna ait bilgiler mevcut değilse ACMS
ikinci denklemin tahminini yapmak
tadır.

Eğer il = i ve (5). denklem siste
minde w, r ve p bakiyelerden bağımsız

ise

U P/Il(1 +p)
o

olur. Kar maksimizasyonunda bir ak
saklık yoksa eşitlik İçin en uygun tah
min metodu en küçük karelerdir. Denk
lem bulunduktan sonra ikame elasti
kiyeti 1/(1 +p) = 'cr nin tahmini yapı

labilir (i) Veriler yeterliyse (5). denklem
sistemindeki iki eşitlik birbiriyle bölüne
rek bir araya getirilebilir.

K cr· w(6) - = [_](/1+P (_)111+'p
L I-cr r

Ancak bu son eşitlikte "i bulunmamak
tadır ve bu nedeme denklem kar maksi
mizasyonunda herhangi bir aksaklık

yoksa geçerlidir. Bir de, (6) nolu denk-

lemi basit en küçük kareler metoduyla
tahmin etmek mümkün değildjr.

(6). eşitlik alternatif tahmin metodu
getirmektedir. Eğer bir zaman süresinde
ele alınan sanayide toplam talep dal
galanmalar gösteriyor ise sanayiye ait
outputun random tesirlerden .ve (6).

eşitlikteki bakiyelerden bağımsız ol
duğu kabul edilebilir. Böylece, log
V'yı yardımcı değişken (instrumentul
variable) gibi kullanarak cr = J / (l +
p) ve cr / (1 - o) ile cr ve p'nin tutarlı

tahminlerj elde edilebilir. Bu tahminler
(1'). denklemde yerlerine konduğunda,

(7) V = "Iz ~

elde edilir, eşitlikte

z = [ cr K-P + (i_~) L-P ] -I/p

Burada önemle üzerinde durulması zo
runlu nolçta unutulmamalıdır. Üre
tim fonksiyonunda K ve L bakiyeler
den bağımsız değilse log V'nin log z'
ye göre en küçük karelerle elde edilen
regresyonundan ~ ile "i 'nin tutarlı tah
minIeri yapılamaz. Kmenta (1964) bu
durumda önemle işaret etmektedir. Bu
nedenle üretim fonksiyonunun tahmİ-

(1) Tahminde iteraliv metodun yöntemini Hilhorts (1961) veriyor. Bak, Brown (1962, ıP. 19).
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ninde direkt metodların daha kullanış

lı olduğu ortaya çıkar.

Doğrusalolmayanüretim fonksiyon
ları hala en küçük kareler metoduyla
tahmin edilmektedir(1). Kmenta'nın izah
ettiği yolu takip ederek ve (l ') denklem
Taylor serilerinin açıbhııyla birinci ve
ikinci mertebeye eriştirilebilir.

(1') denklem aşağıdaki gibi yapılabilir;

il(8) log V=log r -- f(P) + log U o
P

Bu eşitlikte

f (P) = log [oK-P + (1-cr) L-P] dir.
ACMS'nin amprik bulgularından ya
rarlanan Kmenta'nın yolu takip edilirse
f(P) nin p = O değerinin çevresinde a
çılımı yapıiır. Burdaki p=O değeri cr= i
değerine tekabül etmektedir. Böyle bir
açılım Cobb-Douglas durumunda ;

(9)
i 2

f(p)=-p [cr log K-f-(1-cr) logL] +-2- P cr (I-cr) {log K -log L] 2 + daha

yüksek terimler

olur. p'deki ikinci mertebeden yüksek
terimler dışta bırakılırsa, logaritmik

dönüşümle (1'). eşitlik aşağıdaki gibi
yazılabilir ;

(lO)

log V= lof y - +[ -p [crlog K+ (I-cr) log L]

i ] 2+ 2 p2cr (1- cr) [log K- log L + v

= log y + il cr log K + il (I-cr) log K

__ o iP6 cı -6) [log K - log L] 2+ v

Denklem (lO) daki katsayıların tahmin
leri varsa, y, Il, cr ve p de bunların fonk·
siyonu olarak tahmin edilebilir. Elde
edilen tahminlerin standart hataları K
lein'in (1953, p. 258) izah ettiği yolla he
saplanabilir. Bu son eşitlikte sermaye iş

gücü oramnın logaritmik dönüşümünün

karesi Cobb-Douglas durumundan ay
rılışı ifade etmektedir (bu terim P = O
halinde ortadan kalkmaktadır). Kmen
ta'nın (1964), p. 7) hesaplamaları (ikinci
mertebeden terim dahilolmak üzere)
sermaye -işgücü oranı ile ikame elastiki
yeti çok büyük veya küçük olmadığı sü
rece hesaplamalarda yüksek mertebeden
terimlerin dışta bırakılmasından doğan

hatanın önemli olmadığım göstermekte
dir. ikinci mertebeden terim alınmadı

ğında hatamn önemli olacağı iddia edi
lebilir. Sermaye ve işgücü inputlan Uo

ile bağıntılı olmassa bile V ile bağıntı

lıdır. Dışta btrakıl~n terimin katsayısı

negatiftir. Bundan ötürü Cobb-Douglas
fonksiyonunun en küçük karelerle ya
pılan tahminlerinde sermayeye göre out
putun elastikiyeti çok küçük, emeğe göre
e1astikiyet tahmininin ise çok büyük
çıkmasınayol açılmaktadır. Bu, sermaye
ve işgücü ile fonksiyonunun bakiyesi
arasında bağımsızlığın var olmaması ha
linde ortaya çıkan güçlüklerden ayrı bir
güçlüktür.

(1) Kmenta'nın (1964) verdi~ referanslam bak, Kanney ve Keeping ve Davidon.
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Bir firma örneklernesiyle işe baş

ladığımlZl farz edelim. Belirli şartlar

altında, böyle bir örneklernede işgücü

ve sermayenin üretimindeki bakiyelerle
bağıntılı olmadığı kabul edilebilir. Ör
neğin, müteşebbis yönünden bakiye bir
şans elemanı ise, bağımsızlık varsayımJ

beklenen kar maksimizasyonununa da
yanıyor demektir. Ancak tarımın dışın

da bu şartların gerçekleşmesi mümkün
kün değildir. Firmaların yatay kesit'
inde (cross-section) bakiyelerin firmalar
arasındaki farklılıkları aksettirtiğini

farzetmek genellikle geçerlidir. Firma
nın elinde bulunan ve ölçülmeyen diğer

faktörlerin varlığı· müteşebbis tarafın

dan biliniyor ve bu farklılıklarda input
seviyelerinin tesbitinde roloynuyor ise,
inputlarla bakiyeler arasında bir kore
lasyon meydana gelmektedir. Zaman i
çinde gözlenen firmalardan elde edilen
verilerde de aynı prob1em vardır. Bu

durumda bakiye kaale alınmayan değiş

kenleri temsil etmektedir. Çünkü üre
tim fonksiyonu iyi tesbit edilememiştir

yahut diğer faktörler iyi belirleneme
ıniştir. Bütün bunlar gösteriyor ki ge
nellikle üretim fonksiyonunu direkt ola
rak tahmin etmek için !bütün şartlar

sağlanarnamaktadır.

Faktör ve output fiyatları bütün
gözlemler için sabitse (böyle bir durum
faktör akımının aksaksız bir şekilde

gerçekleştiği tam rekabet halindeki en
düstrilerden yapılan örneklemelerde söz
konusudur) (I). üretim fonksiyonu ve
(S). denklemde gösterilen kar maksımi

zasyonu şartları altında, output ve fak
tör input seviyesi üretim fonksiyonunun
bakiyesi Uo (y parametresiyle ilişkili)

ile kar maksimizasyonundaki aksaklık

ların u ı. u 2 gibi (yJp ve wJp ile ilişkili)

fonksiyonları ş~kilde belirlenebilir. (IO).
eşitliğin logaritmik dönüşümü

(ll)

P
(1+-) X oil

-(I+p) Xz

olur. Bu denklem sisteminde;

X o = Log V
xi = Log L
xz= log K
V 1= log Ui , i=0,1,2·
k o= log y .

k ı =-log(~).ı il (l-cr)ıJil
p

r pJ il
k z=-log(----~). i ııcry

p

Gene1l1kle (ll). denklemlerin paramet
leri bilinmez. Ancak V o, V i ve V Z
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randüm değişkenlerinin birlikte dağılı

mı lıakkında yeterince kesin varsayım

lar yapabildiği takdirde, Kmenta'run
(1964) gösterdiği gibi, parametlerin tah
ıninine gidilebilir.

İstatistiki bakımdan yapılabilecek

varsayımlardan en uygunu, gözlemd~n

gözleme V o, V ı. V zbakiyelerinin bağım

sızlığı ve bunların -aynı sıradaki varyans
kovaryans matrikslerinin diyagonal
lığıdır. Gerçi bu varsayımlarında ekono
metrik yönü aydınlatılmış değildir. Ör-



neğin, firmaların yatay kesit verileriyle
uğraşılıyor ise V 1 ve V ı ile gösterilen
kar maksimizasyonundaki aksaklıklar

biribiriyle bağıntılı olmayacaktır. Fir
malar zaman süresi içinde inceleniyorsa
üretim fonksiyonunda kale alınmayan

ve V O ile gösterilen faktörler, şansa

bağlı olarak marjinal üretim şartlarına

aksettirilecektir. Bir de, bu faktörler şan

sa bağlı olarak sıra korelasyonludur1ar.
Sistemde egzojen değişkenler yoksa ta
mmlama (indentifkation) karmaşık bir
hal alır ve ancak geçerli olmayan var_O
sayımların yardımıyla tanım yapılabilir:

Yukarıdaki varsayımlar yapıldığında

maksimum olasılık tahmin (maksimum-

likeliood) yöntemi için geçerli tüm bil
giler var demektir. Kmenta (1964, p.
24-26) bu yöntemin aşağıdaki iki aşa

malı en küçük kareler metodona e.sit
olduğunu göstermektedir;

Z'lerin tarifi,

Zı= <P X o - Xı

Zı= <p X o - Xı

Z3= (xı - xı)2

şeklinde yapılıyor ve burada <P= (1 +
p/ıı) (l+p) dir.

, V ı ve V:2 bağımsız kabul edildikle>
rinden, (ll). denklem sisteminin ikinci
ve üçüncü eşitlikleri ;

(12) Cov (Vbvı)= °= <p2 var (xo) -,<p [cov (xo' Xl)+ Cov (xo,xı)]+Cov (xı,xı)

olduğunu göstermektedir. Sağ tarafta
ki kovaryanslarm yerine bunların 'örnek
lemeden tahmin edilen değerleri konulur-

. sa <p mn uygun (consistant) talımini (12)
eşitlik çözülerek elde edilebilir. (12).
eşitliğin gerçek köklerinin bulunduğu

ispat1anabilir, ancak bu köklerden han
gisinin kullanılacağı sorunu çıkmaktadır

Bu sorun da maksimum olasılık fonksi·
yonuna istinaden çözümlenebilir eğer;

p > O, 0< cr < 1, ve °< il < 1 ise kü
çük karekök değerinin olasılık fonksi
yonunun en büyük değerini vereceği is
pat1anabilir. <p nin uygun <p tahmini el
de edilince, yukarıdaki tarife uygun
biçimde Z 1> Z ıı ve Z 3 denklemleri ile

(13) Xo = a o + aı Z i + aı .zı + a3 z3 + E:

teşkil edilebilir, Bu eşitlikte,

ao=ko/(l- ıı<p)

a ı=- Il/'(l- Wp)
a ı=- Il(l-cr)/(l- ı.ı.<P)

a 3= P ııcr(1-cr)/Z{l- <p)
e=V0/(1- ıı<p)

Böylece, ai (i = 0, i ,2,3) nin tahminleri
yapıldığında p, Il, cr ve ko'da tahmin e
dilmiş olur. Zira, (ll). sistemin ikinci
ve üçüncü eşitliklerinden,

(14) Zj = k,+Vi ,i = 1,2
H-p

ve

(k i -k ı -+-V ı-V 2) 2 (l5)
(l+p)2

elde edilir. Buna ilaveten, V o, V h

V ı'nin bağımsızlığı varsayıldığında Zj

(i = 1, 2, 3) de e den bağımsızdır.

Bu durumda, a;'nİn ( i= 0,1,2,3) en kü
çük karelerle (13). denklemden yapılan

tahminleri uygun (Consistant) olmakta
dır. Nitekim, Kmenta (1964) (l2). denk-

lem kunanılarak ~ tesbit edildiğinde a j

tahminlerinin kesinlikle maksimum ola
sılık tahminlerinin niteli~ini taşıdığını

kanıtlamaktadır.
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le masraf fonksiyonunun çıkarılması ile

işe başlanmalıdır. Sonra marjinal mas

raf fiyata eşitlenir ve nihayet bulunan

değerler (3). denklemde yerlerine konur.

Böylece arz fonksiyonu LLe üretim fak·

törleri için iki tane türev talep fonksiyo

nu elde edilmiş olur. Gerçekte bu fonk

siyonlar, V,L ve K endojen değişkenler

Le p,w ve r egzojen olarak ele alındığın~

da daha da indjrgenebili~.(3). denklem

den ve toplam faktör masrafları kale

alınarak,

Fiyatlar gözlemden göz1eme deği.

şiyorsa tahminler geniş bir değişkenlik

gösterecek ve büyük bir hata riski tah·
minIerin seçiminde ortaya çıkacaktır.

(1') ve (3). denklemleri V,L,K,p,w
ve r değişkenlerinden herhangibirinin
tesbiti için kullanılabilir. Ancak, tam
rekabet şartları altında işletme ölçeğinin

tesbit edilemediği, yani arz elastikiyeti
nİn tam e1astik olduğunu gösteren fl
= 1 durumunda bu· değişkenler be1ir~

lenemez.

(I') ve (3'). denklemlerden kullanı

labilir sonuçlar elde etmek için öncelik-

[
.l p/l ..... p ) P/l+P] l+p/p

p= a w + b r

[
.1e~)p/l--;-P -L t,.I(_r_)p/l+P] p(l-fl)/Il(l+p) + II +.2'
apı p V fl(l-P)

r [.le r ).1/I+P PO-fl)/flO+P)]+- b - V
P P

Marjinal masraf fiyata eşitlenirse arZ fonksiyonu bulunur,

c w L r K w [ .l ( w ) .ljl+p P(l-fl)/(fl(1+P)]
(16)-=--+--=- a - V 'pv p v p v p p

eşitliği elde edilir. Buradan marjinal masraf,

fl = 1, yani ölçeğe sabit getiri için p çözülürse arZtn bu durumunda tam elastik ol

duğu görülür,

genellikle. fl ~ 1 olmadığı durumlarda;



[ (

W )P/I+P (r )P/I+P ](L+P)/P (l-ıı)
(L8) v = ce ~ + ~ -, p P

dir v.e burada,

ıı + P i
ce = ıı(l-:'-p) a

p - ~+ Pb)
- ~(l +p)

(18). denklemden V ve = , (3). denklem
sisteminin ikinci ve üçüncü eşitliklerin-

de yerlerine konulduğunda sermaye ve
iş gücü için türev talep elde edilir;

r PJl+P]
( -)

PL=
~Cl +p) cı [-!!-] -1/1 +P' [cı (W

p
) p/l +p +: p

~ + p i P

(l +p)(ıı+p)/p(l-~)

~(l+p) [ r ] -1;ı+P[ w pfl+p r Pfl+P]Cl+P) (Jl+p)/p
(19)K= ~+P p i P (L( p) +- P(-P-) (l-~)

Eğer p,w ve r egzojen iseler (18) ve (19)
denklemler indirgenmiş en uygun eşit

liklerdir ve bilinen özellikleriyle en kü
çük kareler metodu uygulanabilir. An
cak eşitlikler doğrusallıktanbir hayli u
zaktır. Bu nedenle iteratif bir yöntemin
seçilmesi yahut kmenta'nın (1964) i
leri sürdüğü biçimde doğrusallığa dönüş

türme işleminin uygulanmasıgerekmek
tedir. Bir de, eşitliklere sadece para
metre giriyor, halbuki daha fazla kat
sayı bulunuyor. Bu durumda eşitlikler

de ve eşitlikler arasında bazı kısıtlama

lara gidilmesi gereklidir. Ancak bu kıs1t-

lamalara gidilirken bunların çeşitli e
şitliklerde meydana getireceğiaksaklık

lar (disturbances) arasındaki ilişkinin

(aralarında hiç bir ilişki olmayabilir)
özellikleri çok iyi saptanmalıdır.

Kih maksimizasyonu için hiç bir
aksaklık söz kO,nusu değilse, her üç e
şitliğe giren bakiye aynıdır, yani üretim
fonksiyonunun kendisine ait bakiyedir.
Bu durumda, üç eşitliği denge duru
mundaki net kan fiyatın fonksiyonugibi
ifade eden bir tahmin eşitliği' içinde bir
araya getirmede fayda var,

II = pV-wL-rK

[
~(I+p) p/p(l-ıı)[ w -l/l+p r -1;ı+P] [

(20) = P - --[Q] , cı w(-) -+ pr (-) (Q) ]
~+P p p -

~(i +p)/l-~)p

Bu eşitlikte Q=cı(w/p)p/l +P+ p(r/p)P1l+p
dir. cı ve p terimleri bakiye elemanlarını

içermektedir ve bu elemanlar faktörle-

re ayrılabilir. Bunların dağılımı ile il
gili varsayımdan sonra maksimum ola
sılık metodları uygulanabilir. Genellikle,
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doğrusaİ oimayan denklemlerde nüm
erik metodlarla çözümlenebillr.

Kar maksimjzasyonunda aksaklık

ların bulunmadığı varsayımın geçerli ol
madığı ileri sürülebilir. (1') ve (3). denk
lemlerin tümünde bakiyeler eleman
!arına yer verilirse (L8) ve (19). denklem
lerdeki bakiyelerin hepsi farklı olabilir.
Fiyatların egzojenliği varsayımı muha
faza edilirse, (18) ve (19). denklemler
deki bakiye elemanlarının birlikte da
ğılımı (joint distibutioİı of the residu
al elements) belirtilerek maksimum ola-

. sılık metodlannın kullanılmasına gidile
bilir. Bundan böyle bağımsızlığı belirt
meye !üzum yoktur ve gerçekten baki
yelerin multivariyet nonnal dağılımı ta
kip ettiğini ve bağımsız olduklarını farz
edersek arz ve türev talep eşitliklerİnde

bakiyelere ait kovaryanslarm tahmin
lerini hesaplayabiliriz. Kmenta (1964,
p. 17-19) hesaplama yönünden maksi
mum olasılık yönteminden daha basit
olan iki aşamalı en küçük kareler yön
temini tavsiye etmektedir. Bu hesapla
ma usulünde önce sermaye- işgücü

oranının faktör fiyatlan oranıyla 10
garitmik regresyonundan ikame elas
tik.iyeti tahmin edilmekte ve sonra bu
neticeler diğer bir denklem sisteminde
kullanılarak parametrelerin tahmini ya
pılmaktadır. Ben, Kmentanın iki aşa

malı yönteminin yukarıda izah edilen
maksimum olasılık metodu kadar etkin

olduğunu tahmin ediyorum, ancak bu
etkinlik her üç eşitlikte bakiyelerin ba
ğımsız olduğu farzedildiğindegeçerlidir.
Eğer bakiyeler bağımsız değilseJer mak·
simum olasılık metodu daha avantaj
lı görülmekte, en azından hesaplamanın

kolaylığı yönünden tercilı, edilmektedir.

Output ve faktör fiyatlarının egzo
jen olduğunu kabul edelim. Output fiya
tı ise endojendir. Bu durumda (18) ve
(19). denklemler kullanılabilir. Output
fiyatı veri olarak alındığında gerçek fax
tör fiyatları egzojendir ve firmanın kar
maksimizasyonu yerine masrafları mi
ninize ettiği farzedilmektedir, Bütün
bu varsayımlar Kontrol altında bulunan
,endüstrilere ait çalışmalardabir modelin
uygulanma&Jna imkan vermektedir(1).
Bu durumda arz fonksiyonundan vaz
geçilmekte, sistem (1 ') nol~ üretim fonk·
siyonu ile üretim faktörlerinin türev ta
lep fonksiyonundan meydana gelmekte
dir. Buradaki faktör talep fonksiyonun
faktörlere ail denge seviyesi, (5) nolu
fonksiyon,da belirtildiği gibi output se
viyesine bağlıdır. Bu ilişkileri açıklıyan

eşitliklerİn de bazı parametreleri vardır

ve denklem içi ve denlclemler arası kısıt

lamalatIn yapılması gerekmektedir. Bu
nu yapmanıneu basit yolu üç ayrı fonk
siyon yerine bir masraf fonkfsiyonu kur
maktır. Masraf fonksiyonu (17). denk
lemdeki p= y nin (16). denklemde ye
rine konmasıyla elde edilebilir;

(21)

I!H-P[ p/l+p -1 Pi1+P] (ıı+p)!I.l(l+p)
C = p a- 1 w + b r V,

[
~_ ıı+p ] 1!I+P[ -1 p!l+p -1 P!l+P] (I.l+p)! !!(l+p)
V I.l(l+p) a w + b r V

ıı(l +p) [ p!l +p p!l +PJ 1+p!p (l-!!)!!!
= cıw ~r V

!! + p

(1) cr. Nerlüve (1963)
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Görüldüğü gibi, fonksiyon doğrusallık- İllentalnın (1964) CBS fonksiyonu ile
tan bir hayli uzaktır. çözümünde direkt ilgili açıklamalan doğrultusunda bir
iterativ yöntem uygulanmalı yahut K- yaklaşıma gidilmelridir. Eldeki Fc5nksiyon,

(22) log C= A* (1:) log Y+ (l;P) f (P) + y*

dir ve bu fonksiyonda
1< _ lo ıı(l+p) + l+p log [ ıı+p ljl+p -pj il (l+p) ]

A - g ıı + p P ııO +p) ıı 'Y

f (P
:> 1 [ljl+P pjl+p ljl+p Pjl+P]
'j = og o w + (1-0) 'y

P = O etrafında Taylor serisine ~öre f (p) aÇ1lırsa;

(23) f(P) = P [o log w + (I-o) log t- o log o - (i-o) log (1-0) ]

+ ~2 (o(ı-o{ log w - log 1']2+ o [ 1 + 20 log o

+ 2(I-O)logo-o)] log w+ (1-0)[ 1+20 log o

+ 2(1-0) log (1-0)] ıogr-[ (olog o + (1-0) log (1-0) ] 2

.[ (1-0) log (1-0) [ (l- log (1-0) )+ o log o [(ı-ıog O)]

+ (yüksek mertebeden terimler)

Neticede,

(24) log C= A + ( lt) log Y + (l+p)o[ l+p [1+20 log o

+2(1-0) log (1-0)] log W + (I+p) (I-w) [1+P [1

+ 2<1 log o + 2 (I-o) l~g (I-o) ) log i'

+ (l+p) po (I-o) [log w-log i' ]2 + v
2

olur. Bu eşitlikte A terimi Ak ve buna
eklenen o ile p fonksiyonudur. Y ise
yx altı Taylor serisi açılımının yüksek
mertebeden terimleridir. Tahmin yönün
den (24) nolu denklem kadar basit değil

dir. p ve o den ibaret iki katsayıyı be

lirlemek için elde üç katsayı bulunmak
tadır (log w, log r ve [log w-log 1']2 <min
katsayılan). Bu durumda (24). denklem
den üretim fonksiyonunun paramet-

leri aşırı belirlenmektedir (over indenfi
es). Emsalsiz (unique) tahminler elde
etmek, (2). denklemden iterativ m.etod
la tahmin de bulunmak kadar güçtür.

Buraya kadar yaptığımız açıkla

malarda, (a) bütün fiyatlar egzojen a
lınmış output ve faktör input seviyeleri
endojen olarak verildiği durumlarla,
(b) faktör fiyattan ve output egzojen
alındığında. arzın' sabit tutulduğu var-
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sayımı altında faktör inputlannın en
endojen olarak tayin edildiği durumlar
incelenmiştir. Bir diğer cazip durum da,
iş gücü inputn, sermeayenin getiri ora
nı ve uotput fiyatı egzojen olduğunda

görülmektedir. Ülke içi karşılaştırma

larda muhtemelen bu durum geçerli
olabilir ve belki iş gücünün seyyal ola
madığı, sermayenin ise rahatça yer de
ğiştirebildiği ve ticaretin hiç bir tahdide
ta bi tutulmadığı farzedile bilir. (Birden
fazla sanayi dalının varlığı kabul edilir
se iş gücünün seyyaliyetsiz1iği varsayı

nıı geçerliliğini kaybeder, çünkü ülkeler
arasında iş gücünün hareketsizliğimüm
kündür, ancak bir ülke içinde endüstri
ler arasında iş gücü akımının var olma
dığını kabul etmek bir hayli güçtür).
Bu durumda (l') ve (3). denklemleri
V,K,L cinsinden vi ve r ile p için çözül
melidir. İkame elastikiyeti, ölçeğe sabit
getiri farzedildiğinde log VLK nın log
rıp'ye görregresyonundan kolayca he
saplanabilir. Ölçeğe sabit getiri varsa
yımı yapılmadığındave sermaye stoku ile
sermayenin getiri oranı bilinmediğinde

hesaplamalar çok karmaşık bir şekil

almaktadır. Bu durumda maksimum 0-

lasılık veya diğer tahmin yöntemlerein
gitmek gerekir. Ancak burada en ciddi
sorun verilerin noksanlığıdır. Ölçeğe sa
bit getiri halinde bile, sermaye stoku ve
sermayenin ~tiri oranlanna ait verilerin
nOksanlığı veya bulunmaması (egzojen
lik varsayımları durumu hariç) güveni
lir bir ikame elastikiyetinin tahmin
edilmesini engelIemektedir.

Yeterli veri bulunduğunda mesele
doğru bir tahmin metodunun ne olması

gerektiğini sormaktan çok, hatalı tah
min yöntemi kullanıldığında ortaya ne
derecede farklılık çıktığım araştırmakta-

_dır. Böylece bir yaklaşnn Madda1a ve
Kadane (1965) tarafından benimsenmiş

tir. Bu araştırmacılar ölçeğe sabit geti
riyi ve output fiyat seviyesini sabit far
zediyorlar. Ayrıca, üretim fonksiyonu
nu tahminde doğrusallığı esas alıyor

lar. Diğer bir ifadeyle, ele aldıkları sis
temde CES fonksiyonuna erişmek için
bir Cobb-Douglas fonks~yonu kullanı

larak simültane eşitliklerin tesirlerini
analiz etmeyi amaçlıyorlar. Bunların

sisteminde yalnız üç eşitlik bul\l<nmak

tadır.

log V= log"( + o log K + (I-o) log L + Vo

(25) log~
L

Vlog __
K

_1_ log yı' (1-0) +~ı_ log~ + V ı
l-p l+p P

i L rlog "(PO + __ log _._ + V 2
J+p l+p P

ele alınan şartlarda endojen 01-w
p
duğundan (25). denklem sisteminin i
kinci eşitliğinden ikame dastikiyetinin
tahmirıden simültane eşitlikler sapması

(bias) söz konusudur.

Analitik olarak sİmültane eşitlik

ler sapması tesirlerini belirlemek için
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wip ve VLL terimleri L ve rlp'ye göre

ifadelendirilebilir, ve bu iki değişken

egzojen farzedilebitir. Sonra, (25). denk

lem sistemi'nin ikinci eşitliğinden 0=

1i ( 1+p) nİn en küçük karelerle tahmi

ni aşağıdaki şekilde yapılabilir;



(26) ~

v w
Cov ( log --, log-- )

L P

W
var ( log -- )

P
burada kovaryanslar örnekleme değer

leridir. Bunların yerine anakitle değer

leri konulduğunda asııntotjk olarak en
küçük karelerle bulunan değerlerin ne
olduğunu ve bu değerlerin gerçek ile
mukayesesi asıtmtotik sapmanın ş(as

ymtotic bias) ne olduğunu da ortaya
çıkaracaktır. Nihayet, (26). denklem
sistemine tekabül eden anakitle varyan
sını ve kovaryansıııı problemdeki ba
kiyelerin ve egzojen değişkenlerin var
yans ve kovaryanslarıyla gerçek pra
metreler şeklinde ifade ediyoruz. An
cak, bu yolla meseleye net bir eevap ver
miş olmuyoruz üstelik, bakiyelerin ve
egjozen değişkenlerin anakitle moment
lerindeki simülatane eşitliklerine ait
sapmaların (hias) bağımlılığı meseleye
genel bir cevap bulmaoın mümkün ol
madığını gösteriyor. Alternatif bir yak
laşım, bazı stokastik plana göre bakiye
lerin ve egzojen değişkenlerin değerle

ri ve parametreleri için muhtemel değer
tahmin etmektir. Maddala ve Kadane
(1965) üç durumda bu yöntemi uygulu
yorlar;

(i) L ve r iP egzojen
(ii) K ve L egzojen

(iü) r ip ve X egzojen
ve (25). denklemde bakiyelerin varyans
kovaryans matriksi üzerinde de bir çok
varsayımlar yapılır. Bu araştırıcılar de
ğişkenlerin seri halinde bağımsızlık

larını var sayıyorlar. (i). durumda L'nin
(O; 1,000) ve riP (0,5) aralıkları ile u
niform şekilde dağıldığın! farzediyor
lar ve logaritmik dönüşüınügerektiren
durumlarda negatif değerler ortaya çı-

kınca bu değerleri de kale almıyorlar.

Bakiyelerin varyans-kovaryans mak
ınaktiksi içinde aşağıdaki varsayımlar

yapılıyor ;

A. Tüm saptırmatar (rdisterbunces)
aralarında bağıntılı değildiL

B. A'daki varsayımın ayni kabul
ediliyor, ancak ekonomik ve teknik
saptırmaların nisbi varyanslan ters.
çevrilmiştir.

C. Bütün saptırmalar pozitif kore
lasyonludur ve teknik saptırmalarınvar
yansı ekonomik olanınkinden büyüktür.

D. C'deki varsayımlar aynen kabul
ediliyor, ancak teknik ve ekonomik
saptırmaların nisbi varyanslan ters çev-
rilmiştir. ' .

E. Ekonomik saptırmalar bir hayli
korelasyonludurlar fakat teknik saptır

malardan bağımsızdırlar.Ekonomik sap
saptırmalar teknik saptırınalardandaha
yüksek varyansa sahitptirler.

Diğer taraftan, bütün bakiyelerin
çok değişmkenli normal dağılım gös
terdiği kabulediliyor. İkame ~lastikiye

tinin üç gerçek değerinin her biri, 0"=

0,4, cr = 0,9, cr = 1,6 ile 'Y = 1 ve cr
= .3 için örneklemeer yapılmıştır (an
~ak örn~klemenin miktarı verilmiyor).
Ikame elastikiyetini hesaplamada iki
ayn tahmin yöntemi kullanılıyor. Bi
rinci tahmin log VLL nin log wip üze
rinden regresyonuna, diğeri de log wlp
nİn log VLL üzerinden hesaplanan
regrasyonuna dayanmaktadır. Araştır

macıların L ve r ip egzojenleri için el
de ettikleri neticeler tablo 12 de veril
miştir.

Tablo 12 deki gerçek ikame elas
tikiyetlerinin ACSM metoduyla, cr 'nın

l'e yakın olduğu durumlar hariç, a
çık' bir şekilde düşük tahmin edildiğisöy-
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ienebilir. Çeşiitli eşitlikierde bakiyeler
arasında bağımlılığın bulunması si
mültane eşitlik güçlüğünü ağ!rlaştır

maktadır. Bu güçlüklerden ötürü Mad
dala ve Kadane log w iP nin VIL'ye göre
regresyonunu önermektedirler.

Sonuç olara elde yeterli sayıda

ve güvenilir veri bulunmadıkça tahmin
güçlüklerini gidermek için çok az şey

yapılabilir. Diğer taraftan, elde yetidi
veri bulunsa bi1e gene simülatane eşit-

likler roblemi, dorusaıjık güçİükleri or
taya çıkmaktadır. Genellikle bu durum
larda tahmin problemini çözmede en
uygun metod maksimum olasJhk yak
!aşımıdır denilebilir. Üstelik bu metodla
çözüm yapmak için bilgisayarlar bulun
maktadır. Kısaca, CES üretim fonksi·
yonun sİmü1tane esitlikler sisteminden
hareketle çözülmesiyle yapılan tahmin
ler için ekonometrik metodlar gelişmekte
ve bilgisayar devrimleri de gerçekleş

mek ü7.eredir.

Tablo 12

İkame elastikiyetin,in Ortalama Tahminleri' ve Tahminierin Ortalama Varyansı (ger
çek ikame elastikiyetinin değişik değerleri ve bakiye varyans-kovvaryanks matriksi var
sayılıyor)

Gerçek ikame Bakiye Varyans - Kovaryan Matriksine
elestikiyeti ve ait Varsayım

regresyop tipi A B C D E

(1 = 0.4

(i) log V
bağımlı

L

Ortalama tahmin
~

0.32 0.10 0.31 0.15 O. ! icr
Ta/ıminİn ortalama varyansı (.0018) (.0034) (.0027) (.0038) (.0009)

(ii) log w
bağımlı

p

Ortalam Tahmin (J 0.41 0.43 0.51 0.63 0.38
Tahmini ortalama varyansı (.0040) (.0061) (.0018) ( .0462) (.0363)
(J = 0.9

(i) log V
bağımlı--T' -

Ortalama tahmin (J 0.88 0.83 0.86 0.77 0.76
Tahminin ortalama varyans ı (.0012) (.0040) (.0015) (.0026) (.0023)

(~i) log w
bağımJı

p

Ortalama tahmin
~

0.89 0.91 0.89 0.82 0.80(J

Tahminin ortalama varyansı (.0010) (.0050) (.0035) (.0028) (.0030)
(J = 1.6
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Tablo 12 'nin devamı

(i) log __V__ bağımlı
L

ortalama tahminin cr 1.36
Tahminin ortalama varyansı (.0243)

0.60
(. ro37)

1.29
(.0357)

0.76
(.0711)

0.58
(.0947)

(ii) log w____ bağımlı

p
).;

Ortalama tahmin cr
Tahminin ortalama varlansı

1.62
(.283)

1. 81
(.2025)

ı. 81
(.0930)

2.12
(.2442)

1.53
(.1982)

ai Maddala ve Kadene (1965) tarafından Montecarl0 çalışmalarında elde edilmiştir. İşgıicü ve

sermayenin getiri oranı egzojen kabul edilmiştir.
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