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OZET

Hangi populasyona ait olduklar: kesinlikle bilinmeyen
fertlerin ayirim ve smiflandirtlmalaron konu edinen diskri-
minant analizinin teorisi ana hatlariyla aciklannustr.

Swniflandirma islerinde \kullamlan kriterin seciniine ait
genel esaslar izah ediberek, ¢ok defiskenli normal populasyon-
lardaki distriminant fonksiyonu ve bununla ilgili bazi konu-
lar iizerinde durulmugstur. Ayrica, ele alinan iki akar tiirii icin
diskriminant analizinin nasil yapildigr gosterilmistir.

1. GIRIS -

Uzerinde c¢alisilan &rnege gi-
ren fertler bazan degisik populas-
yonlardan gelirler. Bu fertlerin
hangi populasyona ait oldugu co-
#u zaman kolayhikla tesbit edile-
mez. Eger tek bir karakter fert-
lerin gruplanm ayirdetmede ye-
terli bir delil olamiyorsa o zaman
iki veya daha fazla karakter ba-
kimindan bazi 6lglilerin alinmasi

gerekir. Boylece, bu &lgiilere da-
yanan herhangi bir indeks dege-
ri fertlerin mensub olduklann po-
pulasyenlara simiflandirslmalarm-
da daha etkili bir 6lgii olabilir.

Smiflandirmada  kullanilan
indeksin tegkili eldeki problemin
amacina gore degisir. Yakin za-
mana kadar gesitli ayinm vé s1-
mflandirma iglemleri icin degisik
kriterler kullamilmistir. Burada,
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uygulama alani son zamanlarda
bir hayli genigleyen diskriminant
fonksiyonu iizerinde durulacak-
tir. Bu fonksiyonun gikarilisi yan-
lis simflandirma ihtimallerinin
minimum yapilmas: esasmna da-
vanir. Diskriminant fonksiyonu
ile yapilan simiflandirmada fert-
ler riski en az olan populasyona
dahil edilirler.

Bu c¢alsmada 6nce smmilan-

dirma isleminde kullamlan kri-

terin secimine ait genel esaslar i-
zah edilecek, daha sonra c¢ok de-
giskenli riormal populasyonlarda
diskriminant fonksiyonu ve bu-
nunla ilgili bazi konular iizerin-
de durulacaktir.

2. Smflandirmada kullanilan
kriterin segimi.

Anderson (1958) simiflandir-
ma kriterinin se¢imine ait genel
esaslar genis bir sekilde incele-
mistir. Bu boliimde sadece m; ve
m, gibi iki populasyonun mevcut
. oldugu farzedilecektir. Elde edi-
len sonuglan ikiden fazla popu-
lasyon ig¢in de genellestirilebilir.

Fertlerin m; ve m; populas-
yonlarindan gelme ihtimalleri si-
rasiyle q; ve q; olsun'. Dagilisin

bir yogunluk fonksiyonunun ol-

dugunu farzederek m, populas-
yonunkini f; (x) ve m, ninkini
de £ (x), [x' = x1 % ... xp] ile
gosterelim. Ayrica bu populasyon-
lara ait siniflandirma bélgeleri
Ry ve R; olsun. Buna gore ashinda

m,’e mensup bir ferdin gene ay-
m1 populasyona dogru olarak si-
niflandirilma ihtimali,

P (IIl]/II’l],R) = 5R1 ‘fl (X) dx,dx =
dx; dx; ... dxp, Ry, R;FER ... (1)

seklindedir. Aym ferdin yanhs-
likla m; ye dahil edilmesi ihtima-
li de bulunabilir,

P (my/my, R) = fRefy (x) dx

= 1—5R1f1 {(x) dx (2)

Benzer yoldan m;'ye ait bir ferdin
gene m; ye dogru smmiflandirilma-
s1 ihtimali,

. P(my/mz, R) = {R.f; (x) dx (3)

ve yanhs smiflandirilma ihtimali
de,

P (m;/m;,R) = {Rif; (x) dx
= l—fRz f; (x) dx
(4)

olarak bulunur.

m; den bir fert cckme ihti-
mali g; oldufundan bu. populas-
yona ait bir ferdi dogru simflan-
dirma ihtimali q; P (my/m;, R)
yanhs smiflandirma ihtimali ise
q P (mz/my, R) dir. Aymi sekilde
m, den alinan bir ferdin dogru si-
niflandirilma ihtimali g P (m/
m;, R) ve yanhs simiflandirma ih-
timali de @: P (mi/m;,, R) dir.

Fertlerin yanlis simiflandiril-
malarindan ileri gelen kayiplan
her iki populasyon icin de: aym
olmayabilir. m;’e yapilan yanhs
simflandirma m,; ve <vapilandan
daha fazla kayba yol acabilir. Bu

(1) q, ve q, ye a priori ihtimaller de denmektedir. Bunlar populasyonlarin nisbi

fonksivonlanm ifade ederler.
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kayiplarin meydana getirdigi za-
mana genellikle yanls smiflan-
dirma maliveti denir. Bu mali-
yetleri Cp (m; deki ferdi yanls-
likla me siniflandirmanmin mali-
yeti) ve Cx (my, deki ferdi yanlhs-
likla m, ye simflandirmanmn ma-
liyeti) ile gbsterirsek m; ve m, ye
vapilan yanhs simiflandirma mali-
yetleri bulunabilir. Bunlar,

m; igin Caq P (mz/my,R)
m; i¢in Crqe P (mi/my, R) ... (5)
seklindedir. Boylece ortalama ma-
liyet bu iki maliyetin toplamina
esitti .Yani, :
G (C, CI) = CZlql P (mz/mll R) +
Cizqz P (my/ma, R) .cooonnnns (6)
dir. Bu ifade (2) ve (4).no. lu e
sitlikler yardimiyle asagidaki gi-
bi daha acik sekliyle yazilabilir.
G (C, q) = Caqu [Rfy (x) dx +
C12q2 SRI fz (X) 7o b opae el e (7)
Smiflandirmada segilecek en
iyi yol yukandaki ifadenin mini-
mum yapilmasma baghdir. Ko-
layca - anlasilacagl gibi Ry ve Ra
bolgeleri asapidaki gibi segilirse
bu ifade minimum olur.
R; : Caf (x) > Ceq:f; (x)
R:: Caqfi (x) < Comfs (x)

Diger bir ifadeyle; herhangi bir
% ferdi ,

f; (x) Ceq:

f; (x) Cuas (9)
ise m; populasyonuna,

£ (X) CuCIz

£ (x) Cudy (10)

ise, m; populasyonuna siniflandi-
rilirsa (7) mo. lu ifadenin dege-
ri en kiigiik olur. Esitligin sag-
lanmas: halinde smiflandirma
rastgele yapilir.

3. Cok Degiskenli iki Nor-
mal Populasyonda Smmflanduma

Anderson (1958) fertlerin si1-
niflandirilmalaninda kuljanilan
diskriminant fonksiyonunun ¢
karilisim gdstermistir. Bu konu-
da ayrica Kendall (1957} ve Ros
(1965) baz1 agiklamalarda bulun-
mustur.

p- elementli bir x vektdrii
her iki populasyonda da ¢ok de-
giskenli normal dagilislar goster-
sin. Bunun birinci ve ikinci popu-
lasyonlardaki yogunluk fonksiyo-
nu,

(8)

£ e 1 1 mys y-1 )
1L (x) = (2my2| VO |7 exp [ — ) (z—p®)’ (V ) (x—p® 1
£ . : @y (ymy-1
2 (X) = (zﬂ)pfz|vm |1,fz exp [ — = (x—pu®) (V@) (x—p® ]

7 U e R L e L R S {(11)

seklinde yazilabilir. Burada,
' B TR T e ) (12}



ortalama vektdrii,

variyans kovariyans matrisidir.

(9) ve (10) numarali esitsiz-
likler, ¢oziiliip her iki tarafin ta-
bii logaritmast almirsa R; ve R;

fi (x) Crq;
BTN . T O
£ (x) Ciqz

R:: W (x) = ) <ln Catt

...... Top (13)

smiflandirma bélgeleri soyle bu-
lunur:

(14)

fi (x) ve I, (%) in (11) deki degeri kullanilirsa,

1 ‘vﬂ)'
W) S el w13

fonksiyonu elde edilir. Goriildii-
gii gibi bu ikinci dereceden p-de-
giskenli bir polinomdur. Bu poli-
noma g¢ok degiskenli istatistikte
kareli diskriminant fonksiyonu
denmektedir. Pratikte ayirim ve
siniflandirma islemlerinde  kul-
lanilan bu gibi fonksiyonlarin

W (x) = XV @0—p®)— ——

Boylece x ferdini yogunluk
fonksiyonlar: £, (x} ve £z (x) olan
m,; ve m; populasyonlarma. smuif-
landirmak i¢in' W (x) degeri hesap-
lanarak (14) deki R, ve R; bélgele-
ri bulunur. Eger,
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[ (x—u® (V)" (x—p0—(x—p?)

(V) (x—p®) ] (15)

miimkiin oldugu kadar daha ba-
sit formda olmalari istenir. m; ve
m; populasyonlarinin variyans
matrislerinin,

V=V = yo (16)

oldugu kabul edilirse (15) deki
fonksivon asafidaki basit sekle
doniistir,

v

(U® + p@) V- (u—po) (17)

Caqu
Clch

W (x) > In = 6. {18)

ise ilgili fert my’e aksi halde m.'ye
simiflandirilir.




Cqu
e =——r 19
W (x) =1In e (19)
oldugu zaman siuflandirma rast-

gele yapilir,

q = gz ve Clz - - ,Cz1 ozel hali
igin,

Cuq:

C:!lql

In =1.0 (20)
oldugundan smiflandirma bél-
geleri,

R; : W(X)) 0
R:: W(x) <0 2 (21)

seklini alir. Buna gbre x ferdinin
fonksiyon degeri pozitifse simf-
landirma my'e, negatifse m.'ye ya-
palar.

4. A Priori ihtimallerinin Bi-
linmedigi Durumlarda Smniflan-
dirma

q: ve q; ihtimalleri bilinme-
digi zaman R; ve R, bblgelerini
birbirinden ayiran simir noktasi
daha farkh bir sekilde bulunur.

W (x) in m; ve m; populas-
yonlarindaki beklenen degerleri
sirasiyle A; ve A; olsun. x vektd-
riinlin her iki populasyonda da
ortalamasi p® varivansi V olan
¢ok degiskenli normal yapilis gbs-
terdigi farzedilirse,

A=E[W x| (m)]

= b (L —p@) V' (p®—p@)

1

_.___._..AZ

2

A, =E [W(x|m)]
1
=5 (u® —p@) V- (p®—p®)

gon |
=" A? (22)

oldugu kolayca bulunur. Burada
A iki populasyon arasindaki stan-
dardize edilmis mesafeyi gOster-
mektedir.

x'in variyans1 m; ve m; de
esit oldugundan bunun dogrusal
bir kombinasyonu olan W (%) in
variyansi1 da iki populasyonda ay-
ndir.

o'w = Var [W (x) | mi]
= Var [W (x) | m:]

= (—p?)
V7 (uP—p®)  (23)
= A’

dir. Ozetleyecek olursak, &rnek-
teki fert sayisi yeter derecede faz-
la ise W (x), m; de ortalamasi
A%/, variyansi A?, m,'de ise ortala-
masi1 —A?/, variyansi A? olan nor-
mal dagilis gosterir (Sekil 1).

R; ve Ra bdlgelerini birbirin-
den ayiran smur noktasi C olsun.
Her bir populasyona yapilan yan-
Irs smtflandirma ihtimalleri asa-
gidaki gibi bulunur.
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1 0O C 1
R, —_ —A — N R:
2 2
$ekil: 1. m; ve m, poplasyonlarina ait R, ve R, bolgelerl.
P (mu/m, R)—f : } ! W - AT b AW
my/mz, = T 2nA P | T [W(x) + 5 ] (x)
C

C
P (ms/m, R) = : W ()= A'] AW (x)
2/, = Tooa - (x)— > b x
C : A?
o ( 2 (24)
= A
C'yi hesaplamak igin yanhs smmf- denklem ¢oziiliir. Yani, bilinen
landirma maliyetlerini esit kilan Cz ve Cy degerleri igin,

C:P (m;/mz, R= Cz1P (m;/n'.h, R) (25)
esitligini saglayan C degeri iki po- sim verir. Ci; = Cxn oldugunda yu-
pulasyon arasindaki smir nokta- kardaki esitlik daha agik olarak,

SET L Sy LRe € otrs 42
e +——"'
® ( ; =1-90 2 J (26)
A A
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seklini’ alir, Normal ‘dagihs- egri- -

_ sinin simetrik o6zelliginden fay-

C__}_ Al C+—:I_A2
2 L,
oy e ] i
veya
G =0

bulunur. Boylece yanhs simiflan-
dirma malivetleri esit oldugu za-
“man R; ve R; yi birbirinden ayi-
ran smir noktast m; ve m; popu-
lasyonuna ait W (x) in ortalama-

P (m1/mz, R) = ik (D’lz/IIh, I')

1
= bl

5. Parametrelerin Tahmini

Diskriminant fonksiyonun-
da yer alan p®, u® ve V paramet-
releri genellikle bilinmediklerin-
den bunlara ait &rnek tahminle-
rinin kullanilmas1 gerekir. Her
bir populasyondan alinan belirli
genigliktekidrnek degerlerine go-
re fonksiyonun parametreleri tah-

. dalanarak, -

larinin orta yerinde olur. C'nin bu
degeri igin. (24) no. lu esitlikte
yerine koyulursa her iki populas-
yondaki yanlis simflandirma ihti-
mallerinin esit oldugu goriiliir.

(28)

min edilir. Parametrelerin bu tah-
min degerlerine dayanan yeni disk-
riminant fonksiyonu daha sonraki
fertlerin siniflandmriimalarinda
kullamlir.

1, populasyonundan Xi, X,
ity Ve T Bleirde Wl R s
Xatn2 miisahedeleri yapiloms ol-
sun. Boyle bir drnekten u®, p® ve
V nin tahminleri igin sirasiyla,

1 "1
x(” — 2 X;
n; j=1
1 !!.l--l»ll2
xBl = — I ox
2 j:n1+1
S ]11 x(]_) x.(].) -
= ———— I ¥ R 42 ’
s [ (R )
b R
+ - Z  (x—x) (x—x* ] (29)
j=nl+nz
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degerleri kullamlir. Béylece W (x) in Simek tahmini olan W (x),

W (x) =x8" (x¥—x®)—

seklinde yazlabilir © (Sitgreaves,

Yukardaki x, x® ve $ nin
beklenen degerleri bilindigi gibi
sirasiyle p®, p® ve V yi verirler.
Bu tahminleri kullanarak elde e-
dilen w (x) siiphesiz W (x) in
sapmasiz (unbiased) bir tahmini
depildir. v ve z gibi bir degisken
cifti icin,

E(y.Z) = E(y).E(2)

bagintis1 her zaman gegerli degil-
dir. Benzer sekilde iki sans degis-
keninin ¢arpimu gibi terimleri ib-
tiva eden W (x) in beklenen de-

3 = B (xP~%)

seklinde bir ¢oklu regresyon denk-
lemi yazilabilir. Burada,

B = (B, Bz --- Br)

¢oklu regresyon katsaylarnm, x
ise
o xP 4+ ne x?

g

(x(x) =L x(z)) S-1 (x{n_x(z)) (30)

1952)

geri W (x)’e esit olmaz. Ancak,
parametrelerin bilindigi durum-
da en iyi kriter olarak bulunan
W (x) istatistigin bu sartlar altin-
da yaklagik tahmini x, x@ ve S
yi kullanmak suretiyle bulunur.

6. Diskriminant Fonksiyonu
fle Coklu Regresyon Arasmdaki
fliski.

Bir Onceki boliimde oldugu
gibi m; ve m; populasyonlarmn-
dan mi + n; fertli bir drnek ¢ekil-
mis olsun. Bunlar igin,

e

Yoo e R
seklinde ifade edilebilen genel
ortalamay:1 gostermektedir. Ba-
gimhi  degisken olan y;¥ birinci
ve ikinci populasyonlarda sirasiy-
Ia,

m +4112
nz
O —— e S e U
b ek B ] 1
—1n :
ij — R ] =1 -+ 1, n.l + 2, PP o PR i o ) (31)

degerleriyle tarif edilirse, bu de-
gerlere gore elde edilen ¢oklu
regresyon denkleminin  katsay:-
lar1 (30) nolu esitlikteki diskri-
minant fonksiyonunun katsayila-
rina orantili olur. (Oztiirk, 1973)
Boylece vi® lere yukandaki gibi
uygun degerler verildigi taktirde
elde edilen ¢oklu regresyon denk-
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*»mi bir ¢esit diskriminant fonk
siyonu olmaktadir,

Coklu regresyon denklemi ile
diskriminant fonksiyonu arasin-
daki bu iliski ¢ok Snemlidir, Ka-
yip miisahedelerin. tahmini fonk-
siyona girecek degiskenlerin se-
¢imi gibi diskriminant analizinde



heniiz kesin bir aciklifa kavustu-
rulamamis bazi problemlerin ¢o-
ziimiinde ¢oklu regresyon igin
gelistirilen metotlarin  kullanil-
malar1 bu benzerlik sayesinde
miimkiin olmaktadir.

7. Iki Akar Tiiriiniin Ayirim
ve Sinflandinimas: Uzerine Bir
Uygulama.

Birbirine ¢ok benzeyen B.
Praetiosa ve B. Rubrioculus tiir-
lerini ayirdedici en ©6nemli ka-

rakterleri béceklerin bacaklarin-.
da bulunan sensory (his setaesi)
ve tactile (dokunma setaesi) or-
ganlarnimin uzunluklarindan  yal-
miz basimna sensory uzunlufuna ve-
ya tactile uzunluguna bakmak su-
retiyle bu iki tiir arasinda ayirmm
yapmak oldukg¢a zordur., Bu se-
beple iki setae’'nin bir arada in-
celenmesi zorunlu olmaktadr.

Cetvel 1. de B. Praetiosa ve
B. Rubrioculus’a ait sensory ve
tactile uzunluklar:1 verilmistir.'
(Ecevit ve Enns)

CETVEL 1
Practiosa ve B. Rubrioculus da Sensory ve Tactile Uzunluklar:
{mikron olarak)

B. Practiosa

B. Rubrioculus

No. Sensory (x;) Tactila (x2)

No. Sensory (x1) Tactila (x2)

1 40,95 24.99
3 42.35 3047
3 36.19 18.57
4 32.14 22.61
5 27.10 21.42
6 39.28 21.90
7 32.14 17.38
8 28.42 19.04
9 40.75 28.57

10 4047 29.19

11 39.28 27.38

12 34.52 2261

13 4047 19.76

14 35.71 20.23

5 41.66 28.57

16 34.52 20.23

17 43.33 32.14

18 40.95 27.38

19 35.71 26.19

20 4285 3095

21 -19.52 19.04
22 24.99 26.61
23 20.23 18.57
24 2023 19.04
25 21.42 19.52
26 23.80 . 21.90
27 2142 20.23
28 . 2142 17.14
29 3099 21.90
30 30.19 22.61
31 23.80 2142
32 23.80 21.42
33 23.80 22.61
34 23.80 22.61
35 23.80 2142
36 2499 22.61
37 26.19 2261
38 24.99 22.61
39 26.19 23.90
40 23.80 2142

(1) Orijinal veriler degistirilerek ahnrmstir.
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Cetvelde goriildiigli gibi B.
Praetiosa. tiiriinde sensory ve tac-
tila uzunluklarina ait degisim ge-
nislikleri sirasiyle,

27.10<x:1<43.33
18.57 <x2< 3214

diir. B. Rubrioculus tiiriinde ise
bu degisim genislikleri,

1957 <x,<30.99
17.14 <%, < 26.61

olmaktadir. Biitiin  karakterler
birbirlerinin iizerine girmis du-
rumda oldugundan bécek tiirleri-

b

0
P §
0 = X ®

sk

JZ

4

‘ 20
= 374495

i

20
= 244790
1 40
R e T %@
< ey 3

- 1
= S5 (19.52 + 2499 + ...

— 23.9685

R X ®

20

SR

260,

= —— (4095 + 4235 + ...

1
—— (2499 + 3047 + ...

nin ayinminda karakterlerin hig-
biri tek basma yeterli degildir. Bu
sebeple x; ve x; yi birlikte ihtiva
eden diskriminant fonksiyonu-
nun hesaplanmas1 gerekir.

q = Q2 ve C12 = Cz[ oldugunu
farzederek (30) da verilen disk-
riminant fonksiyonunu elde ede-
lim. Bunun igin once X%, X@ ve
S nin hesaplanmas: gerekir. Cet-
vel 1.-deki verileri kullanarak (29)
no. lu formiiller yardmmiyle bu
degerler kolayca bulunabilir. m=
n; = 20 oldugundan,

+ 42.85)

+ 3095)

23.80)



1
= 7 (19.04 + 2661 + ... + 21.42)

20
= 21.4545 (34)
degerleri elde edilir. Bunlan kullanarak,
RO = (x,® x,®)
= {37.4495 24.4790)
%0 = (%@ x,2)
= (23.9685 21.4545) : (35)
bulunur.
S yi hesaplayabilmek igin bir sekilde asagidaki gibi yazalim.
(29) da verilen formiilii daha agik
1 S“(I) SIZ(l) ] Sllm Sll(z)
oy m 4+ m—-2 l: Sy Spt ] % [ Sa®  Sx® :I (3\6) ;
Burada,
nl
50 = I (=% (xu®-%2)
Je=il
nl
S® — ¥ (@ —%2) (xp—%?) 37)
k=n1+l
dir.
Cetvel 1. deki deferler bu sonuglar elde edilir.

formiillerde yerine koyulursa su

2
Su(') = ¥ (xlkﬂ]_il(l))z
k=1 j
= (40.95—3745)* + (42.35—3745)* + ... + (42.85—-37.45)?
= 437.0253
40
Sl'z(l} — E (xlkﬂ)_ilﬂ)) (xzk_iz(l))
k=1

= (40.95—3745) (2499-2448) + ... + (42.85-3745)
30.95—24.48)
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= 311.5768

20
B N e (X = x,M)2
k=1
= (24.99-24.48)* + (3047—2448) + ... + (3.95—24.48)
— 408.4100 (38) .

Benzer yoldan Sy®, Sp® ve Sx® de bulunabilir.
Su@ = 168.4343

(EL38,2 74.8776 AaE it ek
So? = 843299 (39)
Boylece, ‘ ;

1 437.0253 3115768 168.4343 74.8776
Sl 3115768 4084100 | 74.8776 84.3299

[ 159331 10.1698
10.1698 12.9668

oldugu kolayca bulunabilir. Bu lar1 gostermektedir,
matris x; ve X, degiskenlerinin
variyans kovariyans matrisidir: Variyans - kovariyans matri-
Késegen elemanlar grup ici vari- sinin boyutlar1 2x2 oldugundan
vanslar, digerleri ise kovariyans- bunun tersi kolayca bulunabilir.
(322 0.125676 —0.098567 . 0
—0.098567  0.154426 (41)

(35) ve (41) deki degerler nulursa,
(29) no. lu denklemde yerine ko-

W (x) = 1.396122 x,—0.861720 x,—23.082645
diskriminant fonksiyonu elde edi- B. Rubrioculus tiiriine smiflandi-
lir. x, ve x, icin belirli degerler rilir. Cetvel 2. de x, ve % dlgiileri
igin W (x) nin degeri 0’dan bii- verilen akarlara ait fonksiyon de-
yiikse bu Olciilerin  alindigi akar gerleri ve smiflandinldiklar: tiir-
B. Praetiosa _tiiriine, aksi halde ler gbsterilmistir.

Fert No. X1 X2 W (x) ‘ Tiir

1 +23.80 21.42 — 8.312983 B. Rubrioculus

2 26.19 23.80 — 7.027145 »

3 36.19 18.57 11.440869 B. Praetiosa

4. |anme3214 17.85 6.407014 - T

5 - 30.99. 21.90 1.31150778 »
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A? nin ornek tahmini olan D?
yi
D = (,—{(n'_,—{(z))f §-1 (,-‘m__,—(a))

formiiliine gore hesaplayarak yan-
his simflandirma ihtimali buluna-

bilir (35) ve (41) deki degerler
yukanida yerine koyulursa,

D = 16.2148438

bulunur. Boylece yanls smiflan-
dirma ihtimali,

—2.013
1 1
ID.(.-D/Z) = '3‘;" exp ( — 3 7)) dz
= 0.0529
olur,
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