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Oz: Duggal ve Bejancu 1996 da yayinladiklari kitapta bir semi-Riemannian manifoldda lightlike
(null) alt uzayin varligin1 gosterdiler ve alt manifoldlarin geometrisi i¢in ihtiya¢ duyulan énemli bir
boslugu doldurdular. Semi-Riemannian manifoldlar i¢in unireglelik, kodaira boyutu gibi birasyonel
invaryantlarin yaninda maximum lineer bagimsiz lightlike vektorlerin sayilari olan k(U)
degerlerinin de bir birasyonel invaryant oldugu vurgrulanarak R®; Semi-Riemannian Uzayda 2-Cob
Ureteg kobordizmlere &rnekler verilmis, bunlarm kodaira boyutlar1 ve k(U) invaryantlar ifade
edilmistir.

The Examples of Generators of 2-cob Cobordisms in Semi-Riemannian Space R31
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Abstract: In their book published in 1996, Duggal and Bejancu demonstrated the existence of a
lightlike (null) subspace in a semi-Riemannian manifold and filled an important gap needed for the
geometry of submanifolds. In addition to birational invariants such as uniruledness and kodaira
dimensions for Semi-Riemannian manifolds, in this study, by emphasizing the k (U) values which
are the numbers of maximum linearly independent lightlike vectors, that are a birational invariance,
the examples of generators of 2- Cob cobordisms are given in Semi-Riemannian Space R(3,1).
Their codaira dimensions and k (U) invariants of these examples has been expressed.

1. GIRiS

Uzun zamandir

Birasyonel geometrinin en temel kavrami uniregleliktir.
Cebiro-geometrik  bir sekilde bunun anlami bir
manifoldun cebirsel egrilerle kaplanabilmesi demektir.

simplektik geometride birasyonel Dikkat etmek gerekir ki, cebirsel geometrideki tanimi

denkligin uygun bir kavraminin ne oldugu gergekten
acik degildi. Simplektik geometride blow-up/blow-down
gibi basit birasyonel operasyonlar biliniyordu[1,2].
Fakat esnek simplektik kategoride genel birasyonel
fonksiyon kavraminin agik bir genellemesi yoktu. Bu
durum son zamanlarda zayif faktdrizasyon teoreminin
gelistirilmesiyle biiyiilk oOl¢lide degismistir [3] ki bu
teoreme gore projektif manifoldlar arasindaki herhangi
bir birasyonel fonksiyon blow-up ve blow-down larin
(yukart ve asagi etkilerin) bir dizisi halinde
aynistirilabilir [4].

basit bir sekilde taklit ederek bu kavrami tanimlamak
anlamsizdir [5] ve her noktadan gegen sabit siniflarda bir
simplektik kiirenin olmasi da gerekir. Aksi takdirde her
basit baglantili manifold uniregle olmalidir [4].

Diger yandan Kollar- Ruan’in teoremiyle [6,7] bir
uniregle projektif manifold, bir nokta arakesitiyle,
sifirdan farkli bir cins sifir GW-invaryanta sahiptir. Bu
nedenle, eger bir nokta kisitlamasi dahil ederek sifirdan
farkli bir tiir sifir GW-invaryant varsa (M,w) simplektik
manifolda uniregledir denir [4].
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Duggal ve Bejancu 1996 da yaymladiklarn kitapta bir
semi-Riemannian manifoldda lightlike (null) alt uzaym
varligint  gosterdiler [8,9,10] ve alt manifoldlarin
geometrisi igin ihtiyag duyulan Onemli bir boslugu
doldurdular. Bu kitabin yayinlanmasindan sonra hedef,
lightlike geometrideki yeni geometrik sonugclarin ispati
ve lightlike geometrinin fizikteki uygulamalari oldu.
Boylece geometrinin 6nemli bir boslugu dolduruldu ve
yeni bir ¢aligma alani ortaya ¢ikti.

1942 yilinda Moskova Universitesinde Lev Pontjagin,
Charles Ehresmann sayesinde bir hiicre alt bdlimiini
kullanarak Grassmann manifoldlarinin homolojisini
calismaya baglamistir. Bu onun yeni Onemli bir
karakteristik sinif olugturmasina olanak saglamistir.[11]
1946 yilinda Shiing-Shen Chern kompleks vektor
demetleri igin bir siif tanimlamistir. [12] Chern
gostermistir ki kohomoloji yapisina sahip olan kompleks
Grassmann manifoldlarim1 anlamak, reel Grassmann
manifoldlarin1 anlamaktan daha kolaydir[11]. Chern
temel makalesinde Hermitian manifoldlar1 igin
karakteristik siniflarinin bazi ingaalarini vermistir. [11].

2. MATERYAL VE METOT

Tamm 1: R birimli ve degismeli bir halka ve R —
{0z} = R*, ikinci islem - ye gore bir grup ise R ye bir
cisim denir [13].

Tamm 2: R bir tamlik bdlgesi olsun. Ml =0,
olacak sekilde bir m > 0 tam sayis1 varsa boyle m lerin en
kiigiigiine R nin karakteristigi denir. Eger bu ozellikte

higbir m > 0 bulunamiyorsa R nin karakteristigi
sifir denir [13].

Tanim 3: R ve S tamlik bolgeleri verildiginde, R den S
ye 1-1 bir homomorfizma bulunabiliyorsa R, S i¢ine
gomiilebilir veya S, R nin bir geniglemesidir denir [13].

Tamim 4: Eger K, bir L cisminin alt cismi ise , 0 zaman
(L, K) siral1 ikilisi, bir cisim genislemesidir. L/K olarak
yazilabilir. K {izerinde vektor uzay: olarak L nin boyutu
[L: K] olarak yazilir. Bu boyutun sonlu oldugu durumda
L/K geniglemesinin kendisine sonlu denir [14].

Tamm 5: M bir €*  manifold olsun. pe M
noktasindaki tanjant uzay T, M olmak lizere,

Ip: oM X T,M — R
(Xp'yp) _’gp(Xp' Yp)

bi¢iminde tanimli sabit indeksli, simetrik, bilineer, non-
degenere (0,2) tensdrine M iizerinde bir metrik

tensor denir [15].

Tanmm 6: M bir C* manifold olsun. M bir g metrik
tensorli ile donatilmigsa, M ye bir semi-Riemannian
manifold denir [15].
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Tanmm 7: Bir M Semi-Riemannian manifoldu iizerinde
tamimli g metrik tensoriiniin indeksine semi-Riemannian
manifoldun indeksi denir ve indM ile gosterilir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyM dir. Ozel olarak, v = 0
ise Vp € M igin g,,, T,M flizerinde pozitif tamimli bir i¢
carpim oldugundan, M bir Riemannian manifold olur.
v = 1ven = 2 olmasi durumunda ise, M ye bir Lorentz
manifoldu denir [15].

Tammm 8: V sonlu boyutlu reel vektér uzayi, V
iizerindeki simetrik bilineer form

y: VXV >R

R-bilineer fonksiyonu olsun. V
simetrik bilineer formu

iizerinde tanimli y

) v#0 iken y(v,v)>0
tanimlidir.

ise y pozitif

(i) v+0 iken y(v,v) <0 ise y negatif
tanimlidir.

(iii) Vw €V iken y(v,w) = 0 sart1 sadece v =
0 i¢in saglaniyorsa y ye non-degeneredir

denir [15].

Tammm 9: M bir Semi-Riemannian manifold olsun.
X, € T,M olmak lizere,

) g,(Xp,X,) >0 veya X,=0 ise X,
vektoriine spacelike,

i) g,(Xp, X,) < 0ise X,, vektoriine timelike,

iii) gp(X,, X,) =0, X, # 0 ise X, vektdriine
lightlike (null) denir [15].

R™ n- boyutlu reel vektor uzay1 olsun.

Tamm 10: Eger bir {f,(x),t € T} ailesi, f,(x) € R[x]
olmak tizere bulunabiliyorsa,

X={xeR"f,(x)=0,VTET}CR"
altkiimesine R™ nin bir afin manifoldu denir [16].

Ornek 1: R de keyfi bir sonlu altkiime bir afin
manifolddur. Yani,

X={r,7r, ...,tn} CR

bir afin manifolddur. Ciink{i,
X={xeRx—-nr)x—-r).(x-r)=0cR

yazilabilir [16].

Onerme 1: X, R de bir afin manifold olsun. Bu takdirde

X=R veya X = @ ya da X, R nin sonlu bir altciimlesidir
[16].
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Ornek 2 : n =2 durumunda iki degiskenli polinomlarin
stfir yerleri olarak,

X ={(x,y) €R?* f(x,y) = ax + by + ¢ = 0}
kiimesini alalim, burada a, b, c € R sabit sayilar olsun.
Bu kiime diizlemde bir dogrudur. Dolayisiyla keyfi
dogru diizlemde bir afin manifolddur.

Onerme 2: Herhangi sayida afin manifoldlarin arakesiti
de bir afin manifolddur [16].

Onerme 3: X,, X, afin manifoldlar ise X; U X, de bir
afin manifolddur [16].

Sonug¢ 1: Sonlu sayida afin manifoldun birlesimi de bir
afin manifolddur.

Simdi R™ deki afin manifoldlarla bir topoloji

olusturacagiz. I ile R™ deki tim afin manifoldlar
sistemini gosterelim. Yani,

3 ={X:X c R™ bir Afinmanifold}
olsun. Boylece
T1) R"€ 3
T2) Q€S

T3) Vvt € T icin X; € J iken ﬂXT €T

TET
m
T4) Xy, .., Xm €T igin UXT €3
=1

dir. Dolayisiyla 3 sistemi, R™ de kapali kiimelerle
olusturulmus bir topolojidir. Bu topolojiye Zarisski
topolojisi denir [16].

R™ deki sonlu sayida noktadan olusan keyfi bir altkiime
Zarisski topolojisine gore kapalidir. Onerme 1 e gére n
=1 i¢in R deki Zarisski topolojisine gére R nin kapali
altkiimeleri ancak R, @ ve sonlu altkiimelerdir. Buna
gore R de [0,1] araligi oklid topolojisine gore kapali
olmasina karsin Zarisski topolojisine gore kapali degildir
[16].

Onerme 4: R de Zarisski topolojisi Housdorf topolojisi
degildir [16].

Tanmm 11: X bir topolojik uzay olsun. Eger, X;,X, c X
kapali altkiimeleri, X; #X X, # X, iken X; UX, =X
olacak bicimde bulunabiliyorsa X topolojik uzayina
indirgenebilir denir. Aksi halde X topolojik uzayma
indirgenemez denir. [16].

Ornek 3: Zarisski topolojisine gore R topolojik uzayi
indirgenemezdir.

Onerme 5: M topolojik uzay indirgenemezdir ancak
ve ancak M deki keyfi iki bostan farkli agik kiimelerin
arakesiti bos degildir [16].

Onerme 6: R™ indirgenemezdir [17].
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Onerme 7: U, R" de bostan farkli keyfi bir agik kiime
ise U = R™dir. Yani U, R™ de yogundur [17].

Onerme 8: B c R™ bir alt kiime ve f € R[xy, ..., X,]
oyleki f(x) = 0, vx € B olsun. Bu takdirde f(x) = 0,
Vx € B dir [16].

Lemma 1:( R™ igin Cebirsel Esitsizliklerin Onemli
Olmadig1 Prensibi):

pi € R[x4, ...
olsunlar.

,%,], i=1,...k sifirdan farkli polinomlar

B={xeR™p(x)+0,i=1,..,k}

olsun. Bir F(x4, ..., Xx,) polinomu i¢in F|z = 0 (Vx € B
icin F(x) = 0) ise, F|zgn = 0 dir [16].

Sonu¢ 2: p; € R[xy, ... stfirdan farkli
polinomlar ve

, X ], =100k

B={xeR™p(x)+0,i=1,..,k}

olsun. f.g € R[x4, ..., x,,] 6yle ki, f|g = glg olsun. Bu
takdirde f|gn = g|gn dir.

Tanim 12: Bir (C, d, 1)kobordizm kategorisi su sartlari
saglayan bir ti¢liidiir.

1) C bir sonlu toplamli ve baglangi¢ nesnesi @ olan bir
kategoridir.

2) 0:C » C funktori d0M =@ (her M € C igin) ve
00 = @ sartin1 saglayan toplamsal bir funktordiir.

3) 1:0 — id funktori, id birim funktér olmak izere
toplamsal funktdrlerin bir dogal transformasyonudur.

4) C nin her zaman bir kiigikk C, alt kategorisi vardir

Oyle ki C nin her elemani, €, m bir elemanina
izomorfiktir.
Burada, kompakt diferansi-yellenebilir manifoldlar

durumunda @ , bir bos manifold olarak ve t da M nin
OM yi igermesi olarak diisiiniliir. D, alt kategorisinin
varligi, Whitney gdmme teoreminin, (her manifoldun
R® un bir alt manifolduna izomorfik olmasi)
bicimindeki ifadesiyle algilanir [18].

27 farkli durum igin kobordizm problemlerinin bir
listesini [19] de gorebiliriz.

Kobordizm temel tanimi, su denklik bagintisiyla verilir.

Tanim 13: M ve N, n boyutlu iki kompakt manifoldlar
olmak tizere, eger n+l boyutlu bir W kompakt
manifoldu, sinirt M ve N nin ayrik birlesimi olarak
yazilabilecek sekilde bulunabilirse M ile N ye kobordant,
W ye de M ile N arasinda bir kobordizm denir [20] (bkz.
Sekil 1).
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Sekil 1: Kobordizm (W; M, N).

Generators for 2Cob

[ (associativity) oassociativity)

(counit)

(cocommutativity)

“  (Frobenius relation)

Sekil 2: 2 boyutlu kobordizmler i¢in iiretegler ve onlarla iiretilen denk
kobordizmler

Tamm 14: Bir Semi-Rieamannian manifoldda
maximum lineer bagimsiz lightlike (null) vektorlerinin
sayisina k(U) indexi denir [21].

Onerme 8:
U — spacelike, boyU =1
k(U) = 0 & {U — spacelike, boyU > 1
U — timelike, boyU =1
[21].

Cebirsel geometride, Kodaira boyutu « (X), projektif bir
X yapisinin kanonik modelinin boyutunu 6lger. Bir cisim
iizerinde tanimli n boyutlu bir X diizgiin cebirsel
yapisinin kanonik demeti, X in kotanjant demetinin n.
nci dig kuvveti olan bir d tamsayisi igin, Ky in d. nci
tensor kuvveti yine bir dogru demetidir.

n
KX = AQ}(

n-formlarinin ~ dogru  demetidir. d> 0 igin
HO(X,Kx) global boliimlerin vektdr uzayi, X diizgiin
projektif yapisinin birasyonel invaryanti olmasindan
dolayt  olaganiistii 6zellige sahiptir. Yani, bu vektor
uzayl, daha diisiik boyutlu alt kiimelerin disinda X'e
izomorfik olan herhangi bir diizgiin projektif yap1 igin
karsilik gelen uzay ile kanonik olarak tanimlanir. d > 0
icin X in d.nci P, ¢ogul genusu (plurigenus), Kx% nin
global bolumlerinin  vektér uzayimin boyutu olarak
tantmlanir:

P, = dim HO(X,Kyxd)

Buna gore X in kodaira boyutu k (X),
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eger herd > 0icin P, =0 ise

K(X): [ P"/dk yi sturl yapan k larin minimumu, diger durumlarda

bi¢imninde tanimlanir. Bdylece n boyutlu bir X projektif
yapisinin kodaira boyutu ya —co dur ya da 0 ile n
arasinda bir tamsay1 degeridir [25].

Cebirsel geometride K -cismi tizerinde tamimli bir
cebirsel yapiya “ruled” denir, eger o, bir projektif dogru
ile K iizerindeki bazi yapilarin ¢arpimina birasyonel ise.
Bir cebirsel yapt “uniruled” dir eger, o bir rasyonel
egriler ailesi ile kaplanirsa. (Daha kesin bir ifadeyle, X
uniruleddir eger, vardir bir y ve y X P, - X dominant
rasyonel map Oyle ki, Y ye projeksiyon boyunca etki
etmez) [25].

Karakteristigi 0 (sifir) olan bir cisim iizerindeki her
uniruled yap1, -0 kodaira boyutuna sahiptir. Tersi, en
fazla 3 boyutta bilinen bir varsayimdir: karakteristigi
sifir olan bir cisim {izerindeki cebirsel yapinin kodaira
boyutu -0o ise uniruled olmalidir. Bununla ilgili su
ifade tiim boyutlarda bilinir: Boucksom, Dewailly, Paun,
ve Peternell gosterdi ki, karakteristigi sifir olan bir cisim
iizerindeki bir diizgiin projektif X yapisi, uniruleddir. <
X in kanonik demeti pseudo-effektive degildir (Yani, reel
sayilarda tensorlendirilmis Neron-Severi grubundaki,
efektif bolenlerle elde edilmis kapali konveks koni
icinde degil) [22,25]. Cok o6zel bir durumda
karakteristigi sifir olan bir cisim {iizerindeki P" de
derecesi d olan bir diizgiin hiperyiizey, uniruleddir <
d < nise, (Ashnda P" deki derecesi d < n olan bir
diizgiin hiperyiizey Fano yapisindadir ve bundan dolayi,
(unireglelikten daha giicli olan) rasyonel baglantilidir)
[25].

Sayillamayan cebirsel kapali K- cismi iizerindeki X
cebirsel yapisi uniruleddir. << En az bir rasyonel egri
vardir 6yle ki X in her k noktasindan geger. Tersine, bir
K- sonlu cisminin cebirsel kapanist iizerinde, cebirsel
yapilar vardir ve bunlar uniruled degildir. Fakat bunlarin

her K noktasindan gecen bir rasyonel egri vardir (p -tek
alinmak {izere herhangi bir F, non-super singiiler
abelyen yiizeyinin Kummer yapisi bu dzellige sahiptir)
[23,25].

Uniruledlik bir geometrik 6zelliktir. Cisim geniglemeleri
altinda degismezdir. Oysa ki ruled yap1 boyle degildir.
Pozitif karakteristikte uniruledlik ¢ok farkli davranir.
Ozellikle genel tipte uniruled yiizeyler (hatta unirational)
vardir. p = 5 olan p asal sayilari igin F, iizerindeki P*
de xP*1 4 yP*l 4 zP*1 4 wPHl = ( yiizeyi bunun bir
ornegidir [24]. Boylece  uniruledlik,  pozitif
karakteristikte kodira boyutununun —o0 olmasini ima
etmez [25].

Kisaca ozetlersek;
1 boyutlu egriler i¢in,
Diizgiin projektif egriler, g = 0,1,... gibi herhangi bir

dogal say1 olan genuslarina gore ayrik olarak
simiflandirilir. Buradaki ayrik olarak smiflandirma su
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anlamdadir: bir genus verildiginde o genuslu egrilerin
indirgenemez bir moduli uzay:1 vardir.

Bir X egrisinin Kodaira bayutu :

K=-0 : genus O (projective line PY): Kx efektif
degil, her d>0 i¢in P4=0

K=0 : genus 1(eliptik egriler): Kx asikar demet,
herd > 0 igin Pg=1

K=1 :genus g = 2 (genel tipten egri): Kx genistir
(ample), her d = 2 i¢in P4=(2d-1)(g-1)

2, 3 ya da daha biiyiik boyutlarin siniflandirmalart i¢in
bakiniz [25].

3. BULGULAR

3.1. R% Semi-Riemannian Uzayda 2-Cob Ureteg
Kobordizm Ornekleri

Ornek 1:

R% Semi- Rieamann alt uzayinda bir kobordizm 6rnegi
olarak en temel kobordizmlerden pantolon seklindeki
kobordizmi g6z Oniine alalim. | dogrusu olarak
{z =4y+12; x =0} dogrusunu ve p parabolii olarak da
{z =- 4y?; x = 0} paraboliinii géz 6niine alalm. | ninz >
0 olan kismini z- ekseni etrafinda dondiirelim. Bu tam
donmede biiyiik cemberler olusacagindan pantolonun iist
tarafinda bosluklar olusacaktir. Burada déonmeyi dénme
acisma gore ilk 180 ve son 180 derecelik agilarla ayirip
ve kiiresel koordinatlar ile istenilen yiizeyi saglayacak
donme acilarii saglamak gerekir. Benzer sekilde z < 0
kismini da; z = 7o a karsilik gelen 1 dogrusu ilizerindeki
noktaytr A ile, z = zo a karsilik gelen p paraboli
tizerindeki noktay1 da B ile gosterirsek, A noktasini, A
ile B nin orta noktasi etrafinda xy- diizlemine paralel
kalacak sekilde dondiirelim. Bu dondiirme sonucunda bir
¢ember elde edilecektir. Bu ¢gember hem 1 dogrusuna
ve hem de p paraboliine teget bir gemberdir. Bu sekilde z
degerlerine gore elde edilecek ¢emberler pantolon
ylizeyinin uzun bacaklarint  olusturacaktir.  Simdi
pantolonumuzu z>0 ve z < 0 gore ayiracak olursak 3
par¢a elde ederiz. Birinci parga z>0 a karsilik gelen
donel yiizey, ikinci ve {glincii pargalar ise z<0 a
kargilik gelen biri digerinin yansimasi gseklinde iki
pantolon bacagini olusturan yiizeylerdir. Birinci donel
ylizeyi de parametrik ifadesini yazabilmek adina y<0 ve
y>0 olmak fiizere tekrar ikiye ayirirsak, pantolon
ylizeyini 4 parcaya ayirmis oluruz (Sekil 3).

Simdi bu yiizeyin parametrik denklemini verelim:
I yiizeyi:

a € [0,1] ve w € [0, ] olmak lizere

3 3
X =2cosw+a [Ecos (_E” +2(w — n)) - ZCOSW]

3 3 3
Y = 2sinw+a Esin —ETE+2(W—1T) —ZSinw—E

Z=4(1-a)
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biciminde verilebilir. MATLAB ile bu ylizeyi ¢izersek
Sekil 4-a’daki grafik elde edilir.

T 2cost, 2sin, 4) ; 1e]0.21]

4l [

Sekil 3: {z=4y+12; x =0} dogrusu ve {z = -4y% x = 0} parabolii ile
elde edilen kobordizm tasarim 6rnegi

@ (b)

Sekil 4: Pantolon tipi kobordizmin I ve II nolu pargast
II Yiizeyi:

a€[0,1] ve w € [m, 2n] olmak iizere,

3
X = 2cosw +a [EsinZW - ZCOSW]
3 3
Y =2sinw+a [—ECOSZW — 2sinw + E]

Z=41-a)

biciminde verilebilir. MATLAB ile bu ylizeyi ¢izersek
sekil 4-b deki gibi grafik elde ederiz.

III Yiizeyi:
k € [—4,0] ve te€][0,2rm] olmak iizere,
P k 3 -k .
=573 2| o8
Y—k 3+v—k 't+k 3
827 e P T2
Z=k

bi¢iminde verilebilir. MATLAB ile bu ylizeyi cizersek
sekil 5-a grafigi elde edilir.
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Sekil 5: Pantolon tipi kobordizmin IIl ve IV nolu pargasi

IV Yiizeyi:

k € [-4,0] ve t € [0,2n] olmak iizere
_[k_3 VR
=gzt 7|

s e 3 VR k3 VR
82T 4 |82
Z=k

bigiminde verilebilir. MATLAB ile bu ylizeyi gizersek
sekil 5-b grafigi elde edilir.

Simdi bu dort ylizeyi birlestirirsek;

Z>0ve Y <0 durumunda I yiizeyi;
Z>0ve Y > 0 durumunda II yiizeyi;
Z <0ve Y <0 durumunda III yiizeyi;
Z <0ve Y >0 durumunda IV yiizeyi;

biciminde birlestirdigimizde parametrik yiizey pargali
olarak sekil 6 daki gibi elde edilecektir.

I
AR

Tt
1]
1l

i
i
i
i\

il

il

i
L\

\\

2%
/]
[

Sekil 6: Dort yilizeyin birlesimiyle elde edilen pantolon kobordizm
ornegi

Simdi bu yiizeyin {izerindeki lightlike yada 1siksal
vektorleri elde edecek olursak bunlar birer elips ¢iftleri
olusturacaklardir. Bu ¢iftler yukaridaki kobordizm ile
X?2+4+Y%2—-27?2=0 denklemiyle verilen uzay-zaman
konisinin arakesitiyle bulunur. Bu egrileri elde etmek
icin koninin parametrik denklemini de ifade edersek,
ueR, ve[0,27] olmak tizere parametrik denklem,
X(u,v)=ucos(v);  Y(u,v)=usin(v); Z(u,v)=u;
bigimindedir. O halde arakesit grafigi asagidaki gibi
olur:
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Sekil 7: Kobordizm iizerindeki lightlike (1siksal) vektorler pantolon
yiizeyi ile koninin arakesitini olusturan elipsler

Bu elips ¢iftleri bir boyutlu manifold olduklarindan
boyutu 1 dir. O halde kobordizm iizerindeki lightlike
yada 1g1ksal vektorlerin boyutu k(U)=1 olur. Bu da [21]
e gore birasyonel kobordizm invaryantdir. Benzer
sekilde, bu yiizeyler her biri karakteristigi sifir olan
complex cisim C {izerinde oldugundan 6rnekteki semi-
Rieamannian manifoldun bir diger birasyonel kobordizm
invaryantt, kodaira boyutu -oo dur. Eger yukaridaki
pantolon seklindeki kobordizm yiizeyi tamamen space-
like ya da tamamen timelike olsaydi bu durumlarda da
k(u) invaryant1 k(u)=0, kodaira boyutu yine -oo olurdu.

Ornek 2: Simdi ikinci bir 6rnek olarak yine R%
uzayinda egik boru seklindeki bir kobordizm géz oniine
alalim. Bu yiizeyin parametrik denklemi u € R, v €
[0,2m] olmak iizere,

X(u,v) = sinv
Y(u,v) = Yu — cosv
Z(u,v) =u

olarak alinabilir (Sekil 8).

Sekil 8: Egik boru seklindeki kobordizm 6rnegi

Simdi bu yilizeyin {iizerindeki lightlike yada 1siksal
vektorleri elde edecek olursak bunlar bir hiperbol ¢ifti
olusturacaklardir. Bu ¢ift yukaridaki kobordizm ile
X?2+Y?2—-7%2=0 denklemiyle verilen uzay-zaman
konisinin arakesitiyle bulunur. Bu egrileri elde etmek
icin koninin parametrik denklemi yukaridaki gibi, ueR,
ve[0,2n] olmak {izere parametrik denklem,
X(u,v)=ucos(v);  Y(u,v)=usin(v); Z(u,v)=u;

bicimindedir. O halde arakesit grafigi sekil 9 daki gibi
olur:
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Sekil 9: Egik boru kobordizmi tizerindeki 1s1ksal vektorler

Bu hiperbol ¢ifti bir boyutlu manifold oldugundan
boyutu 1 dir. O halde kobordizm iizerindeki lightlike
yada 1s1ksal vektorlerin boyutu k(U)=1 olur. Buda yine
[21] e gore birasyonel kobordizm invaryantidir. Benzer
sekilde, bu yiizeyler her biri karakteristigi sifir olan
complex cisim C {izerinde oldugundan 6rnekteki semi-
Rieamannian manifoldun bir diger birasyonel kobordizm
invaryanti, kodaira boyutu -oo dur. Eger yukaridaki egik
boru seklindeki kobordizm yiizeyi tamamen space-like
ya da tamamen timelike olsaydi bu durumlarda da yine
k(u) invaryanti k(u)=0, kodaira boyutu yine -oo olurdu.

Ornek 3: Simdi iigiincii bir 6rnek olarak yine R%
uzaymda diiz boru seklindeki yarigapt 1 br. olan bir
silindir kobordizmini goéz Oniine alalim. Bu yiizeyin
parametrik denklemi u € R ve v € [0,2m] olmak iizere:

X(u,v) = cosv
Y(u,v) = sinv
Z(w,v) =u

bigimindedir. Bu yiizeyi de ¢izdigimizde sekil 10 daki
grafik elde edilir.
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Sekil 10: silindir boru seklindeki kobordizm 6rnegi

Simdi bu yiizeyin {izerindeki lightlike yada 1siksal
vektorleri elde edecek olursak bunlar bir ¢gember ¢ifti
olusturacaklardir. Bu ¢ift yukaridaki kobordizm ile
X?2+4Y%2—-27?=0 denklemiyle verilen uzay-zaman
konisinin arakesitiyle bulunur. Bu egrileri elde etmek
i¢in koninin parametrik denklemi yukaridaki gibi, ueR,
ve[0,2n] olmak {izere parametrik denklem,

X(u,v)=ucos(v);  Y(u,v)=usin(v); Z(u,v)=u;

bi¢imindedir. O halde arakesit grafigi sekil 11 gibi olur.
Bu ¢ember ¢ifti bir boyutlu manifold oldugundan boyutu
1 dir. O halde kobordizm iizerindeki lightlike yada
1s1ksal vektorlerin boyutu k(U)=1 olur. Bu da yine [21]
e gore birasyonel kobordizm invaryantidir. Benzer

sekilde, bu yiizeyler her biri karakteristigi sifir olan
complex cisim C {izerinde oldugundan 6rnekteki semi-
Rieamannian manifoldun bir diger birasyonel kobordizm
invaryantt , kodaira boyutu -oo dur. Eger yukaridaki
silindir seklindeki kobordizm ylizeyi tamamen space-
like ya da tamamen timelike olsayd: bu durumlarda da
yine k(u) invaryanti k(u)=0, kodaira boyutu yine -oo
olurdu.

Sekil 11: Silindir boru kobordizmi {izerindeki 1s1ksal vektorler
Ornek 4: Dérdiincii bir érnek olarak yine R% uzayinda
cift kanatli hiperboloid seklindeki timelike bir
kobordizmi g6z Oniine alalim. Bu yiizeyin parametrik
denklemi v € R, 9 € [0,27] olmak iizere:

X(u,v) = sinhv. cosd
Y (u, v) = sinhv. sind
Z(u,v) = coshv
olur. Kartezyen denklemi de, 105

Z2=X2+Y?2+1

olur.

Sekil 12: cift kanath hiperboloidin st yaris1 seklindeki kobordizm
ornegi

Simdi bu yilizeyin {lzerindeki lightlike yada 1siksal
vektorler yukaridaki kobordizm ile X2+ Y2 —2%2 =0
denklemiyle verilen uzay-zaman konisinin arakesitiyle
bulunur. Eger kobordizmi sinirli olarak secersek arakesit
olugsmayacagindan kobordizm iizerindeki lightlike yada
151ksal vektorlerin boyutu k(U)=0 olur.
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Sekil 13: Cift kanatli hiperboloid kobordizmi {izerindeki 1s1ksal
vektorler

Tesekkiir

Bu c¢alisma Mus Alparslan Universitesi Bilimsel
Aragtirma Projeleri birimince desteklenmistir. Proje no:
BAP-18-EMF-4902-02.

Yazarlarin Katkisi

Bu calisma sorumlu yazarin danismanliginda diger
yazarin yiiksek lisans tez ¢alismalarindan alinmistir.

KAYNAKLAR

[1] Guillemin, V., Sternberg, S. Birational equivalence
in the symplectic category. Invent. Math. 1989; 97:
485-522.

[2] McDuff, D., Salamon, D. Introduction to
Symplectic Topology, 2nd edn New York: Oxford
Math. Monogr. Oxford University Press;1998.

[3] Matsuki,K.:Lectures on factorization of birational
maps. arXiv:math.AG/0002084

[4] Hu J., Li T-J.,, Ruan Y., Birational cobordism
invariance of uniruled symplectic manifolds,
Invent. math. 2008; 172: 231-275.

[5] Li, T.-J.Existence of embedded symplectic
surfaces. In: Geometry and Topology of Manifolds.
Fields Inst. Commun.,47: 203-217. Am. Math.
Soc., Providence, RI. 2005.

[6] KollarJ., Low degree polynomial equations:
arithmetic, geometry, topology. European Congress
of Mathematics, vol. | (Budapest, 1996). Prog.
Math., 1998; 168: 255-288.

[7] Ruan Y. Virtual neighborhoods and
pseudoholomorphic curves. Turk. J. Math., 1999;
23:161-231.

[8] Duggal K. L. and Bejancu, A., Lightlike
submanifold of semi-Riemannian manifolds and its
applications, The Netherlands: Kluwer Academic;
1996.

[9] Duggal K. L. and Sahin, B., Differential geometry
of lightlike submanifolds, Birkhduser: Verlag;
2010.

[10] Kupeli D. N., Singular Semi-Riemannian
Geometry, Dordrecht:Kluwer Academic Publishers;
1996.

Tr. J. Nature Sci. Volume 11, Issue 2, Page 99-106, 2022

[11] Kocaayan H., Karakteristik Siniflari, [Y.Lisans
Tezi], Izmir: Ege Universitesi Fen Bilimleri
Enstitiisii; 2012.

[12] Chern,S.S., Charecteristic classes of Hermitian
manifolds, Annals of Mathematics, 1946;47(1):85-
121.

[13] Callialp, F.,
Yayinevi; 2009.

[14] Pierce, D. [internet], Galois Teorisi, Matematik
Bolimii,MSGSU, 2018.Available from:
http://mat.msgsu.edu.tr/~dpierce/Dersler/Galois-
Teorisi/galois-kurami-2018.pdf.

[15] O’Neill B., Semi-Riemannian Geometry with
Applications to relativity, San Diego-California:
Akademic Press. Inc.; 1983.

[16] incesu M., “Benzerlik Geometrisinde Noktalarin
Tam Invaryantlar1 Sistemi”, [doktora tezi] |,
Trabzon: Karadeniz Teknik Universitesi, 2008

[17] Sagiroglu Y., Parametrik Egrilerin Afin Diferen-
siyel Invaryantlari, [doktora tezi], Trabzon:
Karadeniz Teknik Univ. Fen Bilimleri Ens., 2002.

[18] Hirsch M.W., Graduate Text in Mathematics:
Differential Topology, New York: Springer; 1976.

[19] Stong R. E., Notes on cobordism theory, Princeton
N.J.: Princeton University Press; 1968.

[20] Thom, R., Qoelques propi_et es globales des
varieties differentiables, Commentari Mathematici
Helvetici, 1954; 28: 17-86.

[21] Oren 1., O(3,1)-Ortogonal Grubu icin Noktalarin
Invaryantlari, [doktora tezi], Trabzon: Karadeniz
Teknik Universitesi, 2007.

[22] Boucksom S., Demailly J.P., Paun M. and Peternell
T., The pseudo-effective cone of a compact Kéahler
manifold and varieties of negative Kodaira
dimension, J. Alg. Geometry 2013; 22 (2): 201-
248.

[23] Bogomolov F., Tschinkel Y., Rational curves and
points on K3 surfaces, Amer. J.

Math., 2005;127 (4) : 825-835.

[24] Shioda T., An example of unirational surfaces in
characteristicp . Math. Ann., 1974; 211: 233-236.

[25] Wikipedia contributors. Ruled variety [Internet].
Wikipedia, The Free Encyclopedia; 2020 Apr 12,
13:29 UTC [cited 2020 Oct 9]. Available from:
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ruled
variety&oldid=950515178.

Soyut Cebir, Istanbul: Birsen

106



https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ruled_variety&oldid=950515178
https://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Ruled_variety&oldid=950515178

