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TOPOLOJIiK UZAYLARDA HEMEN HEMEN e-SUREKLILIK UZERINE
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OZET

Bu ¢aligmanin esas amaci, Ekici tarafindan tanimlanan hemen hemen e-siirekli fonksiyonlarin karakterizasyonlarini aragtirmak
ve bu kavrama iligkin bazi temel 6zellikler elde etmektir. Ayrica hemen hemen e-siireklilik kavramimin sadece bazi temel
ozellikleri degil ayn1 zamanda literatiirde bulunan diger bir¢ok fonksiyon tipleri ile aralarindaki iliskiler incelenmistir. Dahas1
bu kavram ile ayirma aksiyomlar1 arasindaki bazi temel 6zellikler de aragtirtlmigtir.

Anahtar Kelimeler: e-agik, Hemen hemen e-siireklilik, e-siireklilik, Zayif e-siireklilik, Hafif e-siireklilik

ON ALMOST e-CONTINUITY IN TOPOLOGICAL SPACES

ABSTRACT

The main purpose of this study is to investigate the characterizations of almost e-continuous functions defined by Ekici and to
obtain some fundamental properties related to this concept. In addition, we investigate not only some of its fundamental
properties but also its relations with other types of already existing topological functions. Moreover, we look into some basic
properties between this notion and separation axioms.

Keywords: e-open, Almost e-continuity, e-continuity, Weakly e-continuity, Faint e-continuity

1. GIRIS

Matematigin bir dali olan topoloji, genellikle siireklilige dair problemlerle ilgilenir. Siireklilik kavram
matematigin ¢esitli alanlarinda 6nemli bir yere sahiptir. Bu ylizden siireklilik kavraminin genellemeleri,
topoloji alanindaki en 6nemli konulardan biridir. Son yillarda birgok matematikgi agik kiimelerin
genellestirilmis formlar1 yardimiyla bu kavramin yeni farkli tiirlerini tanitmis ve ¢aligsmistir. Agik kiime
kavraminin bir genellestirmesi olan e-agik kiime kavrami 2008 yilinda Ekici [1] tarafindan tanitilmis ve
gerek bu kavram yardimiyla gerekse literatiirde bulunan diger bazi kavramlar yardimiyla tanimlanan
bazi siireklilik gesitleri [2-12] nolu makalelerde g¢alisilmistir. 1968 yilinda Singal and Singal [13]
stireklilik kavraminin zay1f bir tiirii olan hemen hemen siirekli fonksiyon kavramini ele almistir. Munshi
and Bassan [14] ise 1981 yilinda hemen hemen yarisiirekli fonksiyon kavrami iizerinde ¢esitli ¢alismalar
yapmigtir. 1988 yilinda Noiri [15] tarafindan hemen hemen a-siirekli fonksiyon, 1990 yilinda Popa [16]
tarafindan hemen hemen A-siirekli fonksiyon, 1997 yilinda Nasef and Noiri [17] tarafindan hemen
hemen 6nsiirekli fonksiyon ve hemen hemen B-siirekli fonksiyon kavramlart tanitilmig ve bu kavramlara
dair birgok sonuglar elde edilmistir. 2009 yilina gelindiginde ise Keskin and Noiri [18] hemen hemen
b-siirekli fonksiyon tanimini vermis ve hemen hemen b-siireklilik kavraminin literatiirde yer alan diger
bazilar1 arasindaki iligkiyi ortaya koyan birtakim sonuglar elde etmistir.

Bu ¢alismanin esas amaci, Ekici tarafindan tanimlanan hemen hemen e-siirekli fonksiyon Kavramina
iliskin baz1 karakterizasyonlar ve temel 6zellikler elde etmektir. Ayrica bu kavram ile literatiirde yer
alan bazi siireklilik cesitleri arasindaki iliskiler arastirilacaktir. Ustelik hemen hemen e-siirekli
fonksiyon kavraminin ayirma aksiyomlari ile ilgili baz1 temel 6zellikleri de incelenecektir. Son olarak
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¢alismanin genelinde -kavramlar harig- Matematigin Evrensel Sembolik Dili’nin kullanilmasina 6zen
gosterilmistir.

2. ON BIiLGILER

Bu calismada bastan sona (X,7) ve (¥,0) (ya da kisaca X ve Y) -aksi belirtilmedik¢e- hicbir ayirma
aksiyomunu saglamayan bostan farkli topolojik uzaylar temsil edecektir. Bir X topolojik uzayinin bir A
altkiimesinin i¢i ve kapanist sirastyla int(A4) ve cl(4) ile gosterilecektir. Bir topolojik uzaya ait bir x
noktasinin agik komsuluklar ve komsuluklar ailesi sirasiyla U(x) ve N(x) ile gosterilecektir. Bir
topolojik uzayda kapanisinin i¢i kendisine esit olan kiimelere regiiler agik [19] ve i¢inin kapanisina esit
olan kiimelere de regiiler kapali kiime [19] denir. Yine bir topolojik uzayda bir A kiimesinin §-igi [20],
A kiimesinin bu uzayda kapsadigi regiiler agiklarin birlesimi seklinde tanimlanir ve ints(A) ile gosterilir.
Uzayin bir x noktasini igeren her acik U kiimesinin kapanisinin i¢i ile A kiimesinin arakesiti bostan farkl
ise bu x noktasina A kiimesinin bir §-degme noktasi [20]; tiim §-degme noktalarinin olusturdugu kiimeye
de A kiimesinin -kapanisi [20] denir ve cls(A) ile gosterilir. Benzer sekilde uzayin bir x noktasini igeren
her acik U kiimesinin kapanisi ile A kiimesinin arakesiti bostan farkli ise bu x noktasina A kiimesinin bir
0-degme noktasi [21]; tiim 6-degme noktalarinin olusturdugu kiimeye de A kiimesinin §-kapanigi [21]
denir ve cly(4) ile gosterilir.

Tammm 2.1. (X, 7) topolojik uzay ve A € X olmak tizere

(8) 4, 6-acik [21]:& A = int,(A) & (Vx € A)AU € UX))(cl(U) C A4),

(b) 4, 5-acik [20]:= A = ints(A) & (Vx € A)(AU € U(x))(int(cl(U)) € A),
(C) A-kiime [22]: (3U € 7)(3F € RC(X))(A = U n F),

(d) 4, a-agik [23]:= A € int(cl(int(A))),

(e) A, yariagik [24]:= A C cl(int(A)),

(F) A, 6nacik [25]:© A € int(cl(A)),

(9) 4, e-acik [1]:© A <€ cl(int5(A)) U int(cls(A)),

(h) A, b-agik [26](y-agik [27] veya sp-acik [28]) := A S int(cl(A)) U cl(int(4)),
(i) A4, B-acik [29](veya yariénagik [30]) :& A € cl(int(cl(4))).

5-agik [20] (sirastyla 0-agik [21], a-agik [23], yariagik [24], 6nagik [25], e-acik [1], b-acik [26], B-acik
[29]) kiimenin timleyenine &-kapali [20] (sirasiyla 6-kapali [21], a-kapal1 [23], yarikapali [24], 6nkapali
[25], e-kapali [1], b-kapali [26], B-kapali [29]) kiime denir. Bir X uzaymin tiim regiiler agik [19]
(swrastyla 6-acik [21], §-acik [20], a-agik [23], yariagik [24], 6nagik [25], e-acik [1], b-agik [26], B-acgik
[29]) kiimeleri ve A-kiimeleri [22] RO(X) (sirastyla 60 (X), 50(X), a0(X), SO(X), PO(X), eO(X), BO(X),
BO(X)) ve A(X) ile gosterilir. Benzer sekilde uzayin tiim regiiler kapali [19] (sirasiyla kapali, 5-kapali
[20], e-kapali [1]) kiimelerin ailesi, RC (X) (sirasiyla C(X), §C(X), eC(X)) ile gosterilir. Uzayin belirli bir
x noktasini igeren tiim agik (sirasiyla regiiler agik [19], 6-agik [21], e-acik [1]) kiimelerin ailesi ise
UX, x) (swrastyla RO(X,x), 00(X,x), eO(X,x)) ile gosterilir. Bir topolojik uzayin bir A altkiimesinin e-
ici [1] A kiimesinin kapsadig1 e-agik kiimelerin birlesimi seklinde tanimlanir ve e-int(4) ile gosterilir.
Yine bir topolojik uzayin bir A altkiimesinin e-kapanisi ise [1] (sirasiyla yarikapanisi [24]) A kiimesini
kapsayan e-kapali [1] (sirasiyla yarikapali [24]) kiimelerin kesisimi seklinde tamimlanir ve e-cl(A)
(srasiyla scl(A)) ile gosterilir.

Tamm 2.2. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X - Y fonksiyon olmak tizere

(a) f, 6-siirekli (kisaca §.s.) [31]:e (Vx € X)(VV € U(f(x)))(FU € U))(f[int(cl(U))] € int(cl(V)));
(b) f, e-siirekli (kisaca e.s.) [1]:& (VV € o) (f1[V] € eO(X));

(€) f,e-kararsiz (kisaca e. k.) [2]:= (VV € eO(Y))(f1[V] € eO(X));

(d) f,giiclii 9-e-siirekli (kisaca g.6.e.s.) [12]:© (Vx € X)(VV € U(f(x)))(AU € eO(X,x))(f[e-cl(U)] €
V);

(e) f,zayif e-siirekli (kisaca z.e.s.) [11]:& (Vx € X)(VYV € U(f(x)))(AU € e0O(X, x))(f[U] < cl(V));
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(F) f,gliglii hafif e-siirekli (kisaca g. h.e.s.) [9]:e (vx € X)(VV € eO(Y, f(x)))(@AU € 00(X,x))(f[U] <
V);

(9) f, giiclii e-stirekli (kisaca g.e.s.) :& (VV € eO(Y))(f1[V] € 1);

(h) f, hafif e-stirekli (kisaca h.e.s.) [11]:© (Vx € X)(VV € 80(Y, f(x)))(AU € 00(X,x))(f[U] € V).

Tamm 2.3. (X, 1), (Y, 0) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak tizere

(a) f,R-map [32]:= (VV € RO(Y))(f'[V] € RO(X));

(b) £, hemen hemen siirekli (kisaca h. h.s.) [13]:© (YV € RO(Y))(F~L[V] € 1);

(¢) f,hemen hemen a-siirekli (kisaca h. h. a.s.) [15]:© (VV € RO(Y))(f~L[V] € a0 (X));
(d) f,hemen hemen yarisiirekli (kisaca h. h.y.s.) [14]:© (VV € RO(Y))(f1[V] € SO(X));
(e) f,hemen hemen onsiirekli (kisaca h. h.6.s.) [17]:< (VV € RO(Y))(f~1[V] € PO(X));
(f) £, hemen hemen b-siirekli (kisaca h. h.b.s.) [18]:= (VV € RO(Y))(f1[V] € BO(X));
(9) f,hemen hemen g-siirekli (kisaca h. h. 8.s.) [17]:© (VV € RO(Y))(f~L[V] € BO(X));
(h) f,hemen hemen A-siirekli (kisaca h. h.A.s.) [16]:& (VV € RO(Y))(f1[V] € A(X)).

Lemma 2.4. [1] (X, ) topolojik uzay ve A < X olmak lizere asagidaki 6zellikler gecerlidir:
(1) ecl(X \ 4) = X \ e-int(A);

(QDAcee0X) @ A=cint(A) Ve A€ eC(X) © A = ecl(4);

(3) e-int(e-int(A)) = e-int(A) ve e<cl(e-cl(A)) = e-cl(A).

Lemma 2.5. [31] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak tizere f fonksiyonunun §-
stirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul (Y,o) topolojik uzayindaki her regiiler agik kiimenin f
fonksiyonu altindaki ters goriintiisiiniin (X, ) topolojik uzayinda §-agik kiime olmasidir.

Lemma 2.6. [2] (X, t) topolojik uzay ve 4, B € X olmak {izere eger A € 50(X) ise Ancls(B) S cls(AN
B).

Lemma 2.7. [24] (X, 7) topolojik uzay ve A € X olmak lizere asagidaki 6zellikler gegerlidir:
(1) scl(A) = A v int(cl(A));
(2) sint(4) = A n cl(int(4)).

Lemma 2.8. [33] (X, 1) topolojik uzay olmak iizere agsagidaki 6nermeler birbirine denktir:
(1) (x,7), hemen hemen regiiler;

(2) (Vx € X)(VV € RO(X,x))(3U € RO(X, x))(cl(U) € V);

(3) (Vx € X)(VM € N(x))(AV € RO(X,x))(cl(V) € cl(int(M)));

(4) (Vx € X)(YM € N (x))@AV € UXx))(cl(V) < cl(int(M)));

(5) (VA € RC(X))(Vx & A)(AU € U(x))@V € UA))(cl(U) N cl(V) = 9);

(6) (VF € RC(X))(3A S RC(X))(F =n A).

3. HEMEN HEMEN e-SUREKLI FONKSIYONLAR
Tamm 3.1. [7] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak {izere
f, (-0) hemen hemen e-siirekli (kisaca h. h.e.s.) :& (VV € RO(Y))(f~1[V] € eO(X)).
Uyan 3.2. Tanim 3.1 ve Tanim 2.3’den asagidaki diyagram elde edilir:
h.hs. - hhas. - hhos. - hhes

\)
h.h.bs. - hhps.
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Uyan 3.3. Diyagramdaki gerektirmelerin karsiti her zaman dogru degildir. Bu gerektirmelerin
bazilariin karsitlarinin dogru olmadigina dair 6rnekler asagida verilmistir. Diger karsit 6rnekler, ilgili

makalelerde bulunabilir. Ayrica yine asagidaki 6rneklerden de goriilecegi iizere hemen hemen b-
stireklilik ile hemen hemen e-siireklilik kavramlari birbirinden bagimsiz kavramlardir.

Ornek 3.4. X ={a,b,c,d} ve t={8,X,{a},{c}{a c}{a b} {ab,c}{acd}} olmak iizere f:X - X,
fla) =a, f(b) =d, f(c) =d, f(d) = b fonksiyonu hemen hemen b-siirekli oldugundan ayni zamanda
hemen hemen g-siireklidir fakat hemen hemen e-siirekli degildir.
Ornek 35. X ={a,b,c,d} ve t={8,X,{a},{c}{a c}{a b} {ab,c}{acd}} olmak iizere f:X - X,
fla) =d, f(b) =b, f(c) =b, f(d) =a fonksiyonu hemen hemen e-siirekli olmasina karsin hemen
hemen g-siirekli degildir. Dolayisiyla ne hemen hemen b-siirekli ne de hemen hemen onsiireklidir.
Tamm 3.6. [8] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere
f, 8-yansiirekli :& (VV € 0)(f "1[V] € §SO(X)).
Uyan 3.7. [1] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere
6-yarisiirekli — e-stirekli.
Sonug 3.8. Tanim 3.6, Uyar1 3.7 ve Tanim 3.1°den agagidaki diyagram elde edilir.
S-yaristirekli — e-siirekli - hemen hemen e-siirekli.
Tamm 3.9. [4] (X, 7) topolojik uzay ve A € X olmak iizere
A, a-acik :& A C int(cl(ints(A))).
Tamm 3.10. [4] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak tizere
f, a-siirekli :& (VV € o) (f~1[V] € a0(X)).
Uyan 3.11. [4] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak {izere
a-stirekli = §-yarisiirekli.
Tamm 3.12. [7] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak tizere
(1) f,hemen hemen e*-siirekli :& (VV € RO(Y))(f~1[V] € e*0(X)),

(2) f,hemen hemen a-siirekli :< (VV € RO(Y))(f1[V] € a0 (X)).

Sonug 3.13. Tanum 3.9, Tanim 3.10, Uyar1 3.11, Tanim 3.12 ve Tanim 3.1’den asagidaki diyagram elde
edilir.

a-siir. - §-yanisir. — e-sirr. —  hemenhemene-sir. —  hemen hemen e*-siir.
N 7
hemen hemen a-siir.

Tanmim 3.14. [6] (X, 7) topolojik uzay ve A < X olmak iizere

A, e*-acik :© A C cl(int(cls(A))).
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Tamm 3.15. [6] (X, 1), (Y, 0) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere
f,e*-siirekli :& (VV € 0)(f"1[V] € e*0(X)).
Sonug 3.16. Tanim 3.14, Tanim 3.15 ve Tanim 3.1°den asagidaki diyagram elde edilir.
e*-siir.
2 N
a-sir. — S-yarisir. — e-siir. —  hemenhemene-sir. —  hemen hemen e*-siir.

N 2
hemen hemen a-siir.

Tamm 3.17. [5] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X - Y fonksiyon olmak tizere
f,hemen hemen §-yaristirekli :& (Vx € X)(VV € RO(Y, f(x)))(3U € §SO(X,x))(f[U] € V).
Uyan 3.18. [5] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak {izere
R-map — §-siirekli - hemen hemen §-yarisiirekli - hemen hemen yarisiirekli.
Sonug 3.19. Tanim 3.17, Uyar1 3.18 ve Tanim 3.1°den asagidaki diyagram elde edilir.

R-map —  §-strekli —  hemenhemen §-yarisiirekli — hemen hemen yarisiirekli

\)

hemen hemen e-stirekli
Tamm 3.20. [3] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak tizere
f,hemen hemen §-6nsiirekli :& (Vx € X)(VV € RO(Y, f(x)))(3U € 6PO(X,x))(f[U] € V).
Uyan 3.21. [3] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak {izere

hemen hemen stirekli - hemen hemen a-stirekli - hemen hemen onsitirekli
l

hemen hemen §-6nsiirekli

Sonug 3.22. Tanim 3.20, Uyari 3.21 ve Tanim 3.1°den asagidaki diyagram elde edilir.

hemen hemen stirekli - hemen hemen a-strekli - hemen hemen onsitirekli
l

hemen hemen e-stirekli « hemen hemen §-Onsurekli

Teorem 3.23. (X,1),(Y,0) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere asagidaki 6nermeler
birbirine denktir:

(1) £, hemen hemen e-siirekli;

(2) (vx € X)(VV € RO(Y, f(x)))(AU € e0O(X,x))(f[U] € V);

(3) (Vx € X)(VV € U(Y, f(x))(AU € e0O(X,x))(f[U] € int(cl(V)));

(4) (VF € RC(Y))(f[F] € eC(X)).

Kanit. (1) = (2): x € X ve V € RO(Y, f(x)) olsun.
V € RO(Y, f(x)) gf‘l[V] € e0(X,x)

U= f1[V]
(2)=3):xeXveV e U, f(x)) olsun.

= (U € e0(X,x))(f[U] € V).
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V €U, f(x)) = int(cl(V)) € RO(Y, f(x)) g AU € e0(X, x))(f[U] € int(cl(V))).
(3)=>(1): Vv e RO(Y) ve x € f~1[V] olsun.
(VeRO)(x € fHV]) =V € RO(Y, f(x)) S U, f(x)) =V € U, f(x))

S QU € e0(X, X)) (FIU] € int(cl(V)) = V)
= (AU e e0(X,x))(U S f7V]D

= x € e-int(f V).

(1) = (4) ve (4) = (1) gerektirmeleri agik.

Teorem 3.24. (X,7), (Y,0) topolojik uzaylar ve f:X — Y fonksiyon olmak iizere asagidaki onermeler
birbirine denktir:

(1) £, hemen hemen e-siirekli;

(2) (VA € X)(fle-cl(A)] € cls(F[AD);

(3) (VB S Y)(ecl(f[B]) < f~ [cls(BYD):;

(4) (VF € SC(N)(f[F] € eC(X));

(5) (v e s0(Y)(f ' [V] € 0 (X)).

Kanit. (1) = (2): x € f*[cls(f[A]] olsun.

x & fHcls(F[AD] = f(x) & cls(f[A]) = (3U € RO(Y, f(x)))(U n f[A] = @)
S (11Ul € 0t ) (F 1 U1 N A = B)

= x & e-cl(4).

(2)= (3): B c Y olsun.

2
BcY=fB]c ng[e'Cl(f_l[B])] < cls(fIf'[BID) € cls(B)
= e-cl(f [B]) € f*[cls(B)].
(3)=(4): F € 5¢(Y) olsun.
F e 6C(r) Decl(FF]) € f[cls(F)] = f[F] = f[F] € eC(X).
(4) = (5): Acik.
(5) = (1): Her regiiler agik kiime, §-ac¢ik kiime oldugundan ispatin bu kismu agikar.

Teorem 3.25. (X, 1), (Y, 0) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere asagidaki 6nermeler
birbirine denktir:

(1) £, hemen hemen e-siirekli;

(2) (VB < Y)(e-cl(f Hcl(int(cl(B)ND) < f~Hcl(B)D;

(3) (VF € () (e-cl(f[cl(int(F)]) < f[F]);

(4) (vV € o)(f H[cl(V)] € eC(X));

(5) (v € a)(f V] € e-int(f ~*[scl(N])).

Kamnit. (1) = (2): B c Y olsun.

B c Y = cl(int(cl(B))) € RC(Y)} Teorem 3.23(4)
(€Y)

= e-cl(fcl(int(cL(B))]) < fcl(B)].

(2)= (3): F € C(Y) olsun.

FeC(Y)=F =cl(F) ge—cl(f‘1[cl(int(cl(F)))]) = ecl(f[cl(int(F)]) € fYcl(F)] = f7[F].
(3) = (4): vV € o olsun.

Veao=clV)€eRCY) g e-cl(f cl(int(cl(V)ND = ecl(F (V)] € fFHcl (V)]
= f1cl(V)] € eC(X).
4)=(5):V € ¢ olsun.
Veo=Vuint(cl(V)) = int(cl(V))
(Lemma 2.7) scl(V) =V U int(cl(V))

= X\ e-int(f scl(V)]) = e-cl(f Y \ int(cl(V)]) = fcl(¥ \ cl(V)] S X\ f[V]
= fHV] € e-int(f " [scl(V)]).

£ cl(int(cl(B)))] € eC(X)

Lemma 2.4(1)
)

} = scl(V) = int(cl(V))
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5)=>(1):xeXveV eU,f(x)) olsun.
Ve UV, f(x)) (=5;x € V] € e-int(f "scl(V)])
U = e-int(f ~*[scl(V)])
= (U € e0(X, x))(f[U] = fle-int(f " [scl(VID] € FIf "*[scl(N)]] € scl(V) = int(cl(V)))
Bu ise Teorem 3.23(3)’den dolay1 f fonksiyonunun hemen hemen e-siirekli oldugu anlamina gelir.

Teorem 4.1. (X,7),(Y,0),(Z, 1) topolojik uzaylar, f:X -»Y ve g:Y —» Z fonksiyonlar olmak iizere
asagidaki ozellikler gegerlidir:

(1) £, hemen hemen e-siirekli ve g, R-map ise g o f, hemen hemen e-siireklidir;

(2) f, e-kararsiz ve g, hemen hemen e-siirekli ise g o f, hemen hemen e-stireklidir;

(3) f, e-stirekli ve g, hemen hemen siirekli ise g o f, hemen hemen e-siireklidir;

(4) f, hemen hemen e-stirekli ve g, §-stirekli ise g o f, hemen hemen e-siireklidir.

Kanit. Agik.

Lemma 4.2. [2] (X, 7) topolojik uzay ve A, B € X olmak lizere eger A € §0(X) Ve B € eO(X)iSeANB €
e0(X).

Teorem 4.3. (X,1), (Y, o) topolojik uzaylar, f: X - Y fonksiyon ve A € X olmak tizere
(f,h.h.e.s.)(A€s0(X)) = fs:A—->Y h.h.e.s.

Kanit. V € RO(Y) olsun.
V€ ROY) S F-1[1] € 0 (X) =22 (£)1[V] = f~1[V] N A € e0(A).

Teorem 4.4. (X,7),(Y,0) topolojik uzaylar, f:X - Y fonksiyon ve g(x) = (x, f(x)) kurali ile verilen
g:X - X x Y fonksiyonu f fonksiyonunun graf fonksiyonu olmak tizere

g,h.h.e.s.© f,h.h.e.s.

Kanit. Gerek Kismi. x € X ve V € RO(Y, f(x)) olsun.
(x € X)(V € RO(Y, f(x))) = g(x) = (x, f(x)) EX XV € ROX X Y)

g, h. h.e.s.} =
> @AU€ee0X,x))(g[U] € X xV)=> AU € e0(X,x))(f[U] € V).

Yeter Kismi. x € X ve W € RO(X X Y, g(x)) olsun.
(x € X)(W € RO(X X Y, g(x))) = (3G € RO(X,x))(3V € RO(Y, fF(x)))(G X V € W)

I (3G € RO(X, x))(3H € eO(X, ))(f[H] € V)
Lemma 4.2

(U=GnHeeOX,x)(g[U]SGxVcW).

Teorem 4.5. (X,1), (Y, 04)qea topolojik uzaylar, ([1Y,,[lo,) carpim uzayi, f:X - [[Y, fonksiyon ve
P: 1Y, = Y, a-1nci izdiisim fonksiyonu olmak tizere

(f,h.h.e.s)(a €EN)>P,of:X > Y, h.h.e.s.

Kanit. V, € RO(Y,) olsun.

a € A= P,,strekli agcik = P, is R-map

v Rotr 5} = o[V € ROCITY,)
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fh.h.e.s.f_l[(Pa)_l[Va]] = (P, o f)71[V,] € eO(X).

Teorem 4.6. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere (1) = (2) = (3) = (4) >
(5) = (6) gerektirmeleri gegerlidir:

(1) £, gliglii 9-e-stirekli;

(2) f, e-siirekli;

(3) (vB = Y)(f'[cls(B)] € eC(X));

(4) f, hemen hemen e-siirekli;

(5) f, zay1if e-siirekli;

(6) f, hafif e-siirekli.

Kanit. (1) = (2): Gugli 8-e-siireklilik ve e-siireklilik tanimlarindan agik.

(2)= (3): B c Y olsun.

BCY = cls(B) € 5C(Y) € C(Y) = cly(B) € C(¥)D f~1[cls(B)] € eC(X).

(3)= (4): B <Y olsun.

B S Y3 cly(B)] € eC(Y) = fcls(B)] = e-cl(f[cls(B)]) 2 e-cl(f *[B)

Bu ise Teorem 3.24(3)’den dolay1 f fonksiyonunun hemen hemen e-siirekli oldugu anlamina gelir.
(4) = (5): Hemen hemen e-siireklilik ve zayif e-stireklilik tanimlarindan agik.

(5) = (6): [10] Teorem 3.8.

Lemma4.7. [12] (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere eger (Y, o) topolojik
uzayi regiiler ise f fonksiyonunun giiglii 6-e-siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun
e-siirekli olmasidir.

Sonu¢ 4.8. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X - Y fonksiyon olmak iizere eger (Y, o) topolojik uzay1
regiiler ise Teorem 4.6’daki 6zellikler birbirine denktir.

Teorem 4.9. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere (1) = (2) = (3) = (4) >
(5) = (6) gerektirmeleri gegerlidir:

(1) £, gliglti hafif e-siirekli;

(2) 1, gliglii e-siirekli;

(3) f, e-siirekli;

(4) f, hemen hemen e-siirekli;

(5) f, zayif e-siirekli;

(6) £, hafif e-siirekli.

Kamnit. (1) = (2): [9] Teorem 3.3.

(2) = (3): Giiglii e-siireklilik ve e-siireklilik tanimlarindan agik.
(3) = (4) = (5) = (6) gerektirmeleri Teorem 4.6’dan agik.

(6) = (1): Lemma 4.7’den agik.

Tamm 4.10. (X, 1), (Y,0) topolojik uzaylar ve f:X — Y fonksiyon olmak iizere eger (X,7) topolojik
uzayindaki her U e-agik kiimesi i¢in f[U] € int(cl(f[U])) kosulu saglanirsa f fonksiyonuna hemen
hemen e-agik fonksiyon (kisaca h. h.e.a.) denir. Bigimsel olarak
((X,1), (Y, 0) topolojik uzaylar)(f € Y*)
=

f,hemen hemen e-acik : & (Vlf € e0(X))(f[U] < int(cl(f[UD))

seklinde ifade edilir.
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Teorem 4.11. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere
(f,h.h.e.a.)(f,z.e.s.) > f,h.h.e.s.

Kanit. x € X ve V € U(Y, f(x)) olsun.

(x € )V € UV, (1)) =55 @U € 0K, ) (FIV] € cl(V))
2% QU € e0(X, ) (U] € int(Cl(FIU]) € int(cl(V))).

5. AYIRMA OZELLIKLERI

Tamm 5.1. (X, ) topolojik uzay olmak tizere

(a) eger uzayn her F regiiler kapali kiimesi ve her x ¢ F i¢in x € U ve F € V olacak sekilde ayrik U ve
V agik kiimeleri varsa uzaya hemen hemen regiiler uzay [33] denir.

(b) eger uzayin her U agik kiimesi ve bu a¢ik kiimeye ait her x noktasi i¢in x € V € U olacak sekilde en
az bir v regiiler agik kiimesi varsa uzaya yariregiiler uzay [19] denir.

(c) eger uzayn her e-kapali altkiimesi kapali kiime ise uzaya T,-uzay1 [10] denir.

Teorem 5.2. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X - Y fonksiyon olmak {izere
(Y, 0),yariregiiler = (f,h.h.e.s. e f,e.s.).

Kanit. Gerek Kismi. x € X ve V € U(Y, f(x)) olsun.

(Y,0) yariregiiler

Ve UY, fx)) =BT (36 € RO(Y, £(X)))(G € V) 223 AU € e0(X, x))(F[U] € V).
Yeter Kismi. Agik.

Teorem 5.3. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X - Y fonksiyon olmak {izere
(Y,0),hemen hemen regiiler = (f,z.e.s.< f,h.h.e.s.).

Kamt. Gerek Kismi. Let x € X and V € U(Y, f(x)).

(Y,0) hemen hemen regiiler (Lemma 2.8)

VeUY,fx) (3G € RO(Y, f(x)))(G € cl(G) < int(cl(V)))

=25 @U € 0, x)(FIU] € cl(6) € int(cl(V))
Yeter Kismi. Acgik.

Her agik kiimenin kapanisinin agik kiime oldugu uzaylara asir1 baglantisiz uzay [34] ve yogun her
altkiimesinin agik oldugu uzaylara da submaksimal uzay [34] dendigini hatirlattiktan sonra asirt
baglantisiz uzaylarda bazi kavramlarin ¢akistigini ifade eden asagidaki 6nermeyi verelim.

Onerme 5.4. (X, 7) topolojik uzay olmak iizere eger X uzayi asir1 baglantisiz uzay ise RO(X) = 00(X) =
50(X) =t C(X).

Teorem 5.5. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X — Y fonksiyon olmak iizere eger (Y, o) topolojik uzay1
asir1 baglantisiz ise asagidaki 6zellikler denktir:

(1) £, hemen hemen e-siirekli;

(2) f, zayrf e-siirekli;

(3) f, hafif e-siirekli.

Kanit. (1) = (2) = (3) gerektirmeleri Teorem 4.6’dan agik.
(3) = (1): Onerme 5.4°den agik.
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Teorem 5.6. (X,1),(Y,0) topolojik uzaylar ve f:X - Y fonksiyon olmak iizere olmak iizere (X,7)
topolojik uzay1 asir1 baglantisiz ve T,-uzayi ise asagidaki 6zellikler denktir:

(1) f, hemen hemen siirekli;

(2) f, hemen hemen a-siirekli;

(3) f, hemen hemen Onsiirekli;

(4) f, hemen hemen yarisiirekli;

(5) £, hemen hemen e-siirekli;

(6) £, hemen hemen b-siirekli;

(7) f, hemen hemen g-stirekli.

Kanit. Asirt  baglantisiz  T,-uzayinda 7= a0(X)=PO(X)=e0(X)=S50(X)=B0OX) =pL0(X)
oldugundan ispat acik.

Tanim 5.7. (X, 7) topolojik uzay olmak iizere

(a) eger uzayin birbirinden farkli her x,y nokta ¢ifti icin y ¢ U ve x € V olacak sekilde U € eO(X, x)
(swrastyla U € RO(X,x)) ve V € eO(X,y) (sirastyla V € RO(X,y)) varsa bu uzaya e-T; uzay1 [2] (sirasiyla
r-T; uzayi [35]) denir.

(b) eger uzayin birbirinden farkl her x, y nokta ¢ifti icin U NV = @ olacak sekilde U € eO(X,x) ve V €
e0(X,y) varsa bu uzaya e-T, uzay1 [2] denir.

Teorem 5.8. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X - Y fonksiyon olmak tizere
(f, h.h.e.s.)(f, birebir)((Y,0),r-T}) = (X, 1), e-T;.

Kanit. x,y € X ve x # y olsun.
f birebir (Y,0) r-Ty
xyeX)x#y)=—=f(x)# f(y) =

= (3V; € RO(Y, f(x)))(BV2 € RO(Y, fF(DN(f(x) € Vo) (f(¥) & V1)

LERES AU, € 0 (X, x))@U; € 0K, ) (FIU] € V) (fIUz] < V)

= (3U; € e0(X,x))(AU, € e0(X,y))(U, < fH[Vi])(U; < f71[V2])
= (3U, € e0(X,x))(AU, € e0(X, ) (v & U,)(x & Uy).

Teorem 5.9. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f: X - Y fonksiyon olmak tizere
(f,h.h.e.s.)(f,birebir)((Y,0),T,) = (X, 1), e-T,.

Kanit. x,y € X ve x = y olsun.

(ry €00 %) D # fO)
EDL @v, e U, F)))@V, € U, FO)) Vi NV, = 0)
L2222 (@, € e0(X, x))@U, € e0(X, ) (fIU4] < int(cl(V)))(F[Us] € int(cl(V)))

= (AU, € e0(X,x))@3U, € eO(X,y))(f[U] N f[U,] € int(cl(Vy)) N int(cl(Vy)) = ©)
= (3U; € e0(X,x))(AU, € eO(X, y))(f[U N U] < fIU] N f[U;] = @)
= (AU, € e0(X,x))@3U, € e0(X,y)) (U, N U, = ©).

Bir (X, 1) topolojik uzayindaki e-agik kiimelerin her sonlu sayidaki arakesitlerinin e-agik kiime oldugu
uzaylara e-Alexandroff [9] ve yine bir (X,7) topolojik uzayindaki regiiler ac¢ik kiimelerin olusturdugu
aile t topolojisi i¢in bir baz ise buna 7 topolojisinin bir yariregiilerlestirmesi (Semiregularization) [19]
dendigini ve 7, ile gosterildigini hatirlayalim. Ayrica bir (X,7) topolojik uzayindaki e-agik kiimelerin
olusturdugu aileden dogal bir sekilde elde edilen z, := {U|(U € X)(H € e0(X))(U N H € e0(X))} ailesi,
X kiimesi tizerinde bir topolojidir ve bu topolojiye (X, t) topolojik uzayindaki e-agik kiime ailesinin
iirettigi topoloji denir. Dolayisiyla T € 7, € eO(X) Ve e-Alexandroff uzaylarda da t, = e0(X) oldugu
agikardir.

157



Ozkog | Anadolu Univ. Bil. Tek. Der. B — Teorik Bil. 5 (2) - 2017

Teorem 5.10. (X,7), (Y, o) topolojik uzaylar ve f:X — Y fonksiyon olmak iizere eger (X,t) topolojik
uzay1 e-Alexandroff ise asagidaki 6zellikler denktir:

(1) f, (z-0) hemen hemen e-siirekli;

(2) f, (r-0,) e-siirekli;

(3) f, (z.-0) hemen hemen siirekli;

4 f, (z.-0,) siirekli.

Kanit. (1) = (2): V € g olsun.

Veao,=E3ACROY,0))(V =UA)
e (B = {f'[AllA € A} € OX))(UB = f1[UA] = f1[V] € eO(X)).

O halde f fonksiyonu (z-o,) e-siireklidir.
(2)= (3): V e g olsun.

VERO(Y,0) =V € 0, =3 F-1[V] € e0(X)
(X, 1), e-Alexandroff = e0O(X) = 1,
O halde f fonksiyonu (z.-0) hemen hemen siireklidir.

(3) = (4): Acik.
(4) = (1): Agik.

=>f'Vler.

Teorem 5.11. (X, 1), (Y, 0) topolojik uzaylar ve f, g: X - Y fonksiyonlar olmak tizere
((X, 1), e-Alexandroff) (f ve g, h. h.e.s.)((Y, 0), Hausdorff) = A= {x|(f (x) = g(x))(x € X)} € eC(X).

Kanit. (X, 7) topolojik uzay1 e-Alexandroff olsun.
Teorem 5.10 . i
fveg, (t-0) h.h.e.s.——= f ve g, (t.-05) surekll} = A= {x|f(x) = g(x),x € X} € C(X,7,)
(Y, 0),Hausdorff & (Y, o), Hausdorff

(X,7), e-Alexandroff
= A= {x|f(x) = g(x),x € X} € C(X,T).

Teorem 5.12. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f, g: X - Y fonksiyonlar olmak tizere
((Y,0),Hausdorff) (f,6.5.)(g, h. h.e.s.) = A= {x|(f(x) = g(x))(x € X)} € eC(X).

Kanit. x ¢ A olsun.

x &A= f(x) = g(x)
(Y, 0), Hausdorff

= @V € U, F(X)@W € U, g()))(int(cl(V)) N int(cl(W)) = D)

(Lf‘m(%g (36 € Ux))@EH € e0(X, %)) (f[int(cl(G))] < int(cl(V)))(g[H] < int(cl(W)))

= (U = int(cl(G)) N H € e0(X,x))(U N A= @)
= x € e-cl(Q).

} > @AV eU,fe)@AW e U, gx)VnW = @)

Teorem 5.13. (X, 1), (Y, o) topolojik uzaylar ve f, g: X - Y fonksiyonlar olmak tizere
((X, 1), yanregiiler)((Y, o), Hausdorff) (f, hemen hemen siirekli) (g, hemen hemen e-siirekli)
=

A= {x|(f(x) = g())(x € X)} € eC(X).

Kanit. Yariregiiler uzaylarda her agik kiime, 6-agik kiime oldugundan ispat, Teorem 5.12’ye benzer
sekilde yapilir.
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