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HOPF DEMETLERI UZERINDE YENI BiR KONNEKSiYON FORMLARI AILESI
Nedim DEGIRMENCI !, Mehmet ERGEN !

0z

Bu calismada 6ncelikle S —» §3 —» S? ve $3 > §7 —» §* standart Hopf demetleri {izerindeki
dogal konneksiyon formlari kullanilarak, bu demetler (izerinde sonsuz sayida konneksiyon 1-formu
insa edilmistir. Daha sonra, yiiksek boyutlu kompleks U(1) —» §?*~1 - CP™ ! ve kuaterniyonik
Sp(1) - $4""1 > HP™ ! Hopf demetleri iizerinde parametrelere bagli konneksiyon 1-formlari
ailesi verilmistir.
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A NEW FAMILY OF CONNECTION FORMS ON THE HOPF BUNDLES

ABSTRACT

In this work firstly we constructed infinite number of connection 1-forms on the standard Hopf
bundles S' - §3 > 52 and S3 - S7 —» S* by using the canonical connection 1-forms on these
bundles. Secondly it is given a parametric family of connection 1-forms on higher dimensional
complex U(1) » §2"~1 - CP™ ! and quaternionic Sp(1) - $**~1 — HP™ ! Hopf bundles.
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1. GIRIS

Matematikteki sofistike kavramlardan birisi de asli lif demetleridir. Asli lif demetlerinin en
onemlilerinden biri olan Hopf demetleri zarif bir yapiya sahiptir. Asli lif demetleri izerinde tanimli
konneksiyon 1-formu da oldukc¢a karmasik bir yapiya sahiptir (Naber, 1997; Nakahara, 1990). Ancak
Hopf demetleri Gzerinde bunlarin dogal érnekleri vardir. Bu ¢alismanin amaci, bu dogal érneklerden
hareketle yeni konneksiyon 1-formlari inga etmektir.

Calisma boyunca (Naber, 1997) de verilen tanimlar ve gosterimler esas alinacaktir.
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G bir Lie grubu ve g onun Lie cebiri olmak tzere B = (P, m, 0), X diferansiyellenebilir manifoldu
Uzerinde bir asli G-lif demeti olsun. G’nin P Uzerindeki sag etkisini o ile gosterelim. P Uzerinde bir
konneksiyon formu asagidaki kosullari saglayan g-degerli diferansiyellenebilir bir w 1-formudur:

i) her g € G icin (0y)*w = ady-1 0w, yani her g € G, her p € P ve her v € T, ,-1(P) icin
Wy <(Ug)*p,g—1 (17)) = g_lwpg_l(v)g
i) herA € gicin a)(A#) = A, yani her A € g ve herp € P icin w, (A#(p)) = A.

Teorem 1. i) S! - 53552 kompleks Hopf demeti (izerinde tanimh ilm(C) -degerli w =
ilm(zdz! + z%2dz?) 1-formu bir konneksiyon formudur.

i) Sp(1) » S7 - S* kuaterniyonik Hopf demeti iizerinde tanimh Im(H) -degerli w = Im(g'dq®* +
g*dq?) 1-formu bir konneksiyon formudur.

Bu sekilde tanimh konneksiyon formlarina Hopf demetleri Uzerindeki dogal (kanonik)
konneksiyon formlari denir. Bunlar Maxwell ve Yang-Mills denklemlerinin ¢oziimudirler (Trautman,
1977).

2.STANDART HOPF DEMETLERI UZERINDE PARAMETRIK KONNEKSIYON AiLESi

Simdi birinci amacimiz igin asagidaki teoremi verelim:
Teorem 2. 1, s keyfi pozitif reel sayilar olmak lizere;

i) ilm(C) —degerli

. 21| 2'dz +|2%|° 72dz
il U 51421 +1221° 52d2?
n = 1m |Z1|T+24|22|5+2

(1)
1-formu S* — §3 — 52 kompleks Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.

i) Im(H) —degerli

(2)

—m la'|" a'dq*+|q?|’ gPdq?
n= |q1|r+2+|q2|s+2

1-formu Sp(1) - S7 — S* kuaterniyonik Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.

Bu teoremde verilen konneksiyon formlari ailesini yiksek boyutlu Hopf demetleri Uzerine
genellemek mumkinddr.

3. YUKSEK BOYUTLU HOPF DEMETLERI UZERINDE KONNEKSIYONLAR

Simdi de U(1) » S3 - CP! ve Sp(1) - S7 - HP! Hopf demetleri lizerindeki ilm(z'dz! +
z2dz?) ve Im(gldq! + g2dg?) dogal konneksiyon formlarindan hareketle U(1) —» §2"*~1 —» cpn-1
genel kompleks Hopf demeti ve Sp(1) — S**~1 — HP" ! genel kuaterniyonik Hopf demeti iizerinde
(genellestirilmis) konneksiyon formlarini elde edelim. Burada

ST = (21, .., 2%) € CV ¢ |22 4 - + 272 = 1) (3)
ve
st ={(q" ., q) EHM g P+ + "7 = 13, (4)

2n—1vedn—-1
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boyutlu kiirelerdir. CP™ ! kompleks projektif uzay ve HP™ ! kuaterniyonik projektif uzaydir.
Kuaterniyonik Hopf demeti lzerindeki 1-form adayimizi su sekilde tanimlayalim (kompleks durum
benzer sekilde tanimlanir):

S7 uzerindeki Im(H) —degerli Im(g'dq* + g?dq?) konneksiyon formu igin yapilanlarda oldugu
gibi, p= (' ...p") €S™ T CH" noktasi igin, v=(vl, .., v")ET,(S" ) CT,(H")=
Tpi(H) X -+ X Tyn(H) seklinde yazilarak, Tpi(]HI) = H kanonik izomorfizmi altinda v = (v, ...,v")
tanjant vektord ile bir v = (v1, ..., v™) € H™ vektori es tutulabilir. Bu durumda dqi(vl, ...,v“) =l
dir. Sp(1)’in 41 {izerine sag etkisi

0:S*" 1 x Sp(1) » s, o((®h ... p™),9) = @, ...p™ - g = (PG, ..,p"9)

olmak iizere her bir A € Im(H) (ve o ) nin belirledigi S*™! izerindeki temel vektér alani, her bir
p € S¥ 1icin

AVp) = (- exp(ed)| (5)

seklinde tanimhidir. Bu durumda A*(p) = (p4, ..., p"A) seklindedir. Daha fazla detay (Naber, 1997;
Ergen, 2008) de mevcuttur.

Simdi de elde edilmis olan son iki konneksiyon formunu kullanarak yiksek boyutlu Hopf
demetleri lizerinde parametrik konneksiyon aileleri elde edelim:

Teorem 3. n pozitif tamsayi ve 1y, L5, ..., L, keyfi pozitif reel sayilar olmak lizere;

i) ilm(C) -degerli

(6)

l l
— ilm |22 1 zldz+|z?| 2720724 4|20 In Z0azZ"
n= |z1|l1+2 4|22 |12 42 4.4 |27t |In+2

1-formu U(1) = S?"~1 - CP™ ! kompleks Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.

i) Im(H) -degerli

(7)

q'|" grdqt+|q?| q2dq?+-+|q"|in qrdq™
=Im
n= lq1|!1+2+|q2|l2+2 4 4 |qTt|In+2

1-formu Sp(1) - S*™~1 - HP™ ! kuaterniyonik Hopf demeti iizerinde bir konneksiyon formudur.

ispat: Teoremin (ii) kismini ispatlayalim, (i) kisminin ispati benzer sekilde yapilir. (ii)-yi ispatlamak icin
la'|" g'dq" +]q?|'? q2dq>+-+1q" | grdg™

|q1|11+2+|q2|lz+2+...+|qn|ln+2
kosullarini sagladigini gostermeliyiz.

n =Im

> formunun tanimda belirtilen konneksiyon olma

1. g€sSp1), p=@"..,p™) € S*™ ! keyfi noktalari ve v= (v, ..,v") €T, -1(S*"1)
vektori igin

(0g),,. g (V) = ('g, ... v"9) (8)

oldugundan

l
_ [p*[* Bt vig+-+Ip"|m p™v" g
nP ((Ug)*p,g—l (V)> - Im( |p1|l1+2+...+|pn|ln+2 (9)

olur. Diger taraftan g_lr)p.g—l (v)g ifadesi hesaplanirsa,
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1,-1 ll 1 _1v1+...+ n -1 lnﬁvn
T ER L
lptg=t[a*2 + -+ [png ]It
_ gy (P81 g P A P gl g "
— pT g1 + o [pn g2

_ g_llm |p1|11|g|l1g p 1,1 4+ 4 |pn|ln|g—|lng ﬁ"v")

( |p |l +2|g|ll+2 _|_ + |pn|ln+2|g|ln+2
( ptllig ptvt + - + |p"|ing pmv )
plhp

|p1|11+2 + o |pn|ln+2
m wig+ -+ p" P g
[pta*2 4 e 4 [T

elde edilir. Yapilan hesaplamalarin sonucu olarak

My ((Ug)*p.g-1(v)> =g Mpg1(V)g (10)
esitligi goralar.
2. HerA € Im(H)vep = (pt,...,p™) € S 1icin

Ipt|pt(ptA) + - +|p"|"p" (p"A)
T’p (A#(p)) =1m |p1|ll+2 + "'+ |p‘n|ln+2

(Iplllllplle + - +Ip”Il"Ip”I2A>
= Im

|p1|ll+2 + .4 |pn|ln+2
. (Ip* % p™? + - +p" " |p"[?)A
=im [DL[FZ + o [pi|lnt2
= Im(A) = A

olur, yani konneksiyon olmanin ikinci sarti da saglanir.

4.SONUC VE TARTISMA

Bu calismada kompleks ve kuaterniyonik Hopf demetleri lzerinde parametreye bagl yeni
konneksiyonlar ailesi verilmistir. Sp(1) - S7 - S* standart Hopf demeti (izerindeki kanonik
w = Im(g'dq! + g*dq?) konneksiyon formuna karsilik gelen F ayar alanlarinin anti-self dual oldugu
bilinmektedir ~ (Naber, 1997). Ayni  demet {izerinde elde edilmis olan n=

11" gldal+|a?|° g2da?
Im (lq | |:1|r32+122:s+q2 .
olmadiginin arastiriimasi agik bir problemdir. Benzer sekilde yliksek boyutlu Hopf demetleri lizerinde
elde edilmis olan konneksiyon formlarinin F ayar alanlarinin da genellestirilmis manada anti-self dual
veya self-dual (Bilge, 1997; Corrigan, 1983) olup olmadiginin arastirilmasi da ilging bir problemdir.

konneksiyon 1-formuna karsilik gelen F ayar alanlarinin anti-self dual olup
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