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Ozet- Bu calismada polinom tabanli diferansiyel alan hesabi metodu iki boyutlu elektromanyetik problemi ¢ozmek igin
uygulanmustir. Coziim bolgesi, dalga sayisi, kaynak ve sinir sartlart belirlendikten sonra potansiyel hem PDQM ile hem de
analitik olarak ¢oziilmiis, karsilagtirilmuig ve hata hesaplanmustir. Coziim bolgesi, dalga sayisi, kaynak ve sinir sartlari
sabitken grid sayisi arttirilmis ve grid sayisinin dogruluga etkisi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Helmholtz denklemi, DQM, PDQM, niimerik yéntemler

Application of Polynomial-based Differential Quadrature Method (PDQM)
to 2D Electromagnetic Problem

Abstract- In this work, polynomial-based differential quadrature method is applied to solve 2D electromagnetic problem.
After the solution domain, wave number, source and boundary conditions have been determined, the potantial has been
solved and compared using both PDQM and analytically and error has been calculated. The number of grid points have been
increased while the solution domain, wave number, source and boundary conditions are steady-state, the effect of the
number of the grid points to the accuracy has been examined.
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1.Giris

Birgok  miihendislik problemi, uygun sinir
sartlariyla  birlikte (PDE) kismi diferansiyel

(Shu, 1999).
Diusiik dereceli metotlarla (FEM, FDM) bu o6zel

esitliklerin bir seti yoluyla yénetilir. Ornegin ses
dalgalar1 ve mikrodalgalar Helmholtz esitligi
yoluyla simiile edilebilir. Genellikle bu esitliklerin
kapali-form ¢oziimlerini elde etmek c¢ok zordur.
Ayrica verilen bir diferansiyel esitlige bazi yaklagik
¢oziimler gelistirmek ¢oziim i¢in 6nemlidir. Birgok
durumda yaklastk ¢oziim ayrik noktalarda
fonksiyonel degerler yoluyla ifade edilir (Shu,
1999).

Giiniimiizde bir¢ok kullanilabilir niimerik analiz
metodu bulunmaktadir. Diigiik dereceli metotlar
kategorisinde bulunan FE metodu, degisken
prensipleri veya agirlik rezidiileri prensiplerine
dayanir. FD metodu ise Taylor Serisi agilimi veya
polinomsal yaklasimlara dayanir (Shu, 1999).

FDM (Sonlu Farklar Metodu), FEM (Sonlu
Element Metodu) ve BEM (Sinir Element Metodu)
yoluyla elde edilen ¢ozliimler c¢evreleyen ¢ok
sayidaki noktalar {izerinde hesap edilmek
zorundadir. Bunun nedeni, bahsedilen metotlarin
dogruluk ve kararhiliginin, ayrilmis bdlgenin
inceligine ve dogalligma giiglii bir sekilde bagl
olmasidir. Sonu¢ olarak bu standart metotlar i¢in
hesapsal zorluklar sik sik goz 6niinde bulundurulur

noktalarda dogru ¢éztimlerin elde edilmesi i¢in hala
cok fazla diigim noktasi kullanilmasi gerekir.
Kabul edilebilir derecede kiiciik sayida diigim
noktalar1 kullanilarak dogru niimerik ¢oziimleri
elde etmek icin etkili bir ayirma teknigi arastirmast
sonucunda Bellmann, 1971°de DQ metodunu
tanimlamugtir (Bellmann ve Casti, 1971).

Mingle diferansiyel alan hesabi metodu lineer
olmayan difiizyon esitligine uygulamistir (Mingle,
1973; Mingle, 1977). Civan ve Sliepcevich
diferansiyel alan hesabi metodunu genisletmis ve
genellestirmislerdir. Ayrica bu metodu poission
esitligine  ve  ¢ok  boyutlu  problemlere
uygulamiglardir (Civan ve Sliepcevich, 1983;
Civan ve Sliepcevich, 1984). 1996’da Bert ve
Malik Diferansiyel Alan hesabi Metot’un tarihsel
gelisimini kavram olarak ortaya koymuslardir. Shu
ve Chew 1997 yilinda fourier agilimi tabanl
diferansiyel alan hesabi1 metodunun Helmholtz 6z
vektor problemlerine uygulanisimi géstermistir (Shu
ve Xue Shu ve Xue 1999 yilinda diferansiyel alan
hesabi metot yoluyla Helmholtz denklemini
¢cozmiistiir (Shu ve Xue, 1999). Shu ve Chew 1999
yilinda coklu bolge genellestirilmis diferansiyel
alan hesabi (GDQ) metotla dikdortgen sinirhi dalga
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kilavuzlarinin analizini ger¢eklestirmiglerdir (Shu
ve Xue, 1999).

Giniimiizde, DQ metodu; Helmholtz esitlikleri,
Helmholtz 6z vektér problemleri, Burgers
esitlikleri, iki boyutlu Poisson esitlikleri ve
bastirilamayan Navier-Stokes esitliklerinin ¢oziimil
ile yapisal ve titresim analizi uygulamalari, 1s1
transferi uygulamalari, kimyasal reaktor
uygulamalar1 ve dalga kilavuzu uygulamalar1 gibi
miihendislik ve fizik bilimlerindeki degisik
problem ve uygulamalarda etkili bir sekilde
kullanilmaktadir.

2. Ornek Problem ve Coziimii

Bu ornekte iki boyutlu Helmholtz problemini ele
alind1. Coziim bolgesi olarak Ly-L,-1 alinarak kare
bir ¢6ziim bolgesi belirlendi. Dalga sayis1 olarak k=
0,5 ve kaynak olarak da

f(x,y) = (27 % +0,5)sin zx.sin zy
kaynagi alindi. Sinir sarti, tim sinirlarda ¢ =0dur.

Burada amag¢ potansiyeli hem PDQM hem de
analitik olarak bulup karsilagtirarak bazi sonuglara
ulagmaktir. Problemin ger¢ek ¢oziimii asagidaki
esitlikle verilmistir.

Danaritik = SIN 72X . sin zy

$=0 p=01| L
$=0
v
L

Sekil 1. Iki boyutlu Helmholtz problemi

Hesap bolgesi Ly uzunlugunda ve Ly genisliginde
bir dikdortgensel bolgedir. Ornegimizde iki boyutlu
Helmholtz denklemini ¢6zmek icin PDQM
uygulanacaktir. Oncelikle 2.1a ve 2.1b deki
Chebychev-Gauss-Lobatto diigiim dagitimi
kullanilarak ~ diigim noktalarnm x ve 'y
koordinatlar1 belirlendi.

0<X <L, 0<Y<L,

1 i—1
—[1-cos(——.7)].L
5 [L-cos(— DL,

i=1,2, ..., N (2.1a)

o= —[1 cos( 7z)] L,

=1,2,..., M (2.1b)
Bu 6rnek N=M=5 ve N=M=7 i¢in gerceklestirildi.

iki boyutlu Helmholtz denkleminin genel formu,
o’p 0°¢
ox>  oy?

Helmbholtz denkleminin PDQ karsilig1

N M

2 W (2
Z\Nik ¢kj +Zij
k=1 k=1

N ve M sirasiyla x ve y yonlerinde diigiim

=T(xy)

)¢ik +k2-¢ij = fij

noktalar1 sayist , W”EZ) ve W j  swasiyla x ve y

yonlerindeki agirlik katsayilaridir.
Agirlik katsayilarinin hesabinda Quan ve Chang’in
yaklasimi  kullanilmigtir.  Quan ve  Chang

yaklagimlarinda Lagrange Interpolasyon Polinom’
u kullanmaktadirlar.

N . N
o -2 [ 2% |3 1

Xj =X Lkzia X5 = X otz X =X
1= ] (2.1c)
N-1 N
bll = 2
k:lz;:ti X - Xk (I—Zl;l Xi - X| j
=] (2.1d)

PDQ yaklasiminin performanst 2.le esitligi ile
Olgllmiistiir.

A¢: |¢ij _¢analitik(xi'yj) |

(2.1e)

Burada ¢ij X,y i )ag noktasindaki niimerik
¢oziim, @,k (Xi s Y;) ise ag noktasindaki gergek

¢OzUimddir.
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3. Analitik, Niimerik Sonuglar ve Hata

Tablo 1. Ornek problemin N=M=5 , L = Ly =1ve k?=0.5 degerleri igin PDQ metodu ile

¢oziilerek elde edilen @

X, =01 X,=0.1464 | X, =0.5000 | X, =0.8536 | X, =1
Y, =0 0 0 0 0 0
Y, =0.1464 | 0 0.1975 0.4457 0.1975 0
Y, =0.5000 | O 0.4457 1.0055 0.4457 0
Y, =0.8536 | 0 0.1975 0.4457 0.1975 0
Y, =1.00 0 0 0 0 0

Tablo 2. Ornek problemin N=M=5 , L)< = Ly =1ve k®=0.5 degerleri icin PDQ metodu ile ¢oziilerek elde
edilen @, i (X; Yj)

X,=0] X,=0.1464 | X,=05000 | X,=0.8536 | X; =1
Y, =0 0 0 0 0 0
Y, =0.1464 0 0.1972 0.4440 0.1972 0
Y, = 0.5000 0 0.4440 1.0000 0.4440 0
Y, =0.8536 0 0.1972 0.4440 0.1972 0
Y, =1 0 0 0 0 0

Tablo 3. Ornek problemin N=M=5 , LX = Ly =1ve k?=0.5 degerleri icin PDQ metodu ile ¢oziilerek elde
edilen hata A¢

X,=0] X,=0.1464 | X,=05000 | X, =0.8536 | X, =1
Y, =0 0 0 0 0 0
Y, =0.1464 | 0 0.0004 0.0017 0.0004 0
Y, =0.5000 | 0 0.0017 0.0055 0.0017 0
Y, =0.8536 | 0 0.0004 0.0017 0.0004 0
Y, =1 0 0 0 0 0
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Tablo 4. Ornek problemin N=M=7 , L,

= Ly =1ve k=05 degerleri icin PDQ metodu ile ¢oziilerek elde

edilen ¢ij
X, =0 X,=0.06] X;=025| X,=05| X;=0.75] Xs=093| X, =1
Y1 =0 0 0 0 0 0 0 0
Y, = 0.06| 0 0.0436 0.1477 0.2089 0.1477 0.0436 0
Y3 =025|0 0.1477 0.5000 0.7071 0.5000 0.1477 0
Y4 =05 |0 0.2089 0.7071 1.0000 0.7071 0.2089 0
Y5 =0.75|0 0.1477 0.5000 0.7071 0.5000 0.1477 0
Ys =093/ 0 0.0436 0.1477 0.2089 0.1477 0.0436 0
Y7 =1 0 0 0 0 0 0 0

Tablo 5. Ornek problemin N=M=7 , L,

edilen @, ik (X yJ')

= Ly =1vek?=05 degerleri icin PDQ metodu ile ¢oziilerek elde

X, =0] X, =0.06] X,=0.25 X, =05 | X, =0.75] X, =093| X, =1
Y,=0 |0 0 0 0 0 0 0
Y, =0.06 |0 0.0436 0.1477 0.2089 0.1477 0.0436 0
Y, =025 0 0.1477 0.5000 0.7071 0.5000 0.1477 0
Y,=05 |0 0.2089 0.7071 1.0000 0.7071 0.2089 0
Y, =0.75|0 0.1477 0.5000 0.7071 0.5000 0.1477 0
Y, =093 |0 0.0436 0.1477 0.2089 0.1477 0.0436 0
Y,=1 |0 0 0 0 0 0 0
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Tablo 6. Ornek problemin N=M=7 , L,

Ly =1vek?=0.5 degerleri icin PDQ metodu ile ¢oziilerek elde

edilen Ag
1.0e-004 *
X, =0 X,=0.06] X;,=025] X,=05| X;=0.75] X;=093| X, =1
Y,=0 0 0 0 0 0 0 0
Y, = 006 |0 0.0213 0.0564 0.0235 0.0564 0.0213 0
Y, =0.25 0 0.0564 0.1376 0.0041 0.1376 0.0564 0
Y,=05 0 0.0235 0.0041 0.2637 0.0041 0.0235 0
Y, =0.75 0 0.0564 0.1376 0.0041 0.1376 0.0564 0
Y, =0.93 0 0.0213 0.0564 0.0235 0.0564 0.0213 0
Y, =1 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0
4. Sonuglar
Ornek problem N=M=5 , L = L =1ve k?=0.5 [4] Civan, F and Sliepcevich, C. M. 1983. Solution

degerleri i¢in analitik olarak ve PDQM ile niimerik
olarak ¢oziilmiistiir. Tablo 3’ den de goriildiigl gibi

hata (A¢ )’ nin maksimum degeri 5.5x10 = olarak

elde edilmistir. C.L.Chang konvansiyonel diisiik
dereceli FEM (Sonlu Elemanlar Metodu)
kullanarak ayni problemi ayni parametre degerleri

i¢in N=M=5 iken ¢dzmiis ve (A¢@ )’ nin maksimum

degerini 2.802x10 " bulmustur (Chang, 1990).
Yani ki boyutlu Helmholtz esitligi Polinom
Tabanli Diferansiyel Alan Hesab1 Metodu (PDQM)
ile FEM (Sonlu Elemanlar Metodu) kiyasla daha az
sayida diigiim noktasi kullanilarak ¢oziilebilir ve
dogrulugu daha yiiksek niimerik sonuglar elde
edilebilir. Tim parametreler ayni iken sadece grid
sayisint artirtp N=M=7 yaptigimizda ise Tablo 6’

dan goriildiigii gibi hata (A@) nin maksimum

degeri 1.376x10 olarak  elde edilmistir.
Goriildiigii gibi grid sayisinin artmast dogrulugu
arttirmistir.
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