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Ozet: Bu makalede matematiksel mantik ve temellerin bir dal olan hesaplanabilirlik
kuranu ile iligkili H? siiflart (kiimeleri) ¢alisilmistir. ZFC kiimeler kurami veya Peano
aritmetigi gibi aksiyomlanabilir herhangi bir teorinin tam tutarli uzantilarinin kiimesi,
bir H? sinift olarak goriiliir. Benzer sekilde herhangi bir H(l) sinifi, aksiyomlanabilir
bir teorinin tam tutarli uzantilarinin kiimesi olarak ifade edilebilir. Ayni1 zamanda H(l)
siniflar1, dogal sayilar kiimesi @ olarak gosterilirse, 2® Cantor uzayinin hesaplanabilir ve
kapal1 altkiimeleri olarak goriilebilir. Bu yiizden bir H<1) sinifi, sonlu sayida dallanmaya
sahip hesaplanabilir bir agacin sonsuz yollariin kiimesi olarak ele alinabilir. Kabaca
tanimiyla, bir A C o kiimesinin hesaplanabilir olmas1 demek, verilen herhangi bir x € @
icin x € A olup olmadigina algoritmik bir hesaplama sonucunda cevap verebilmek demektir.
Hesaplamada ek olarak bagka kiimenin eleman bilgisi kullanildi§inda hesaplanabilirlik
kavrami gorecelestirilmig olur. Herhangi bir B C @ kiimesinin bir A C @ kiimesini
hesaplamast A <7 B ifadesi ile gosterilsin. A ve B kiimelerinin kasnlimi A® B = {2i :
i € A}U{2i+1:i € B} olarak tammlansin. 0’ durma kiimesini gostersin. Bu ¢alismada
kamtlayacagimiz teorem sudur: (Teorem 3.10). Oyle bir aksiyomlanabilir teori T vardir
ki eger R ve S kiimeleri T nin tam tutarli olan herhangi iki uzantisi ise, &’ £r R® S. Bu
sonug, Jockusch ve Soare’in [8] kesisim baz teoreminin birlesim (katilim) i¢in dogru
olmadigin1 géstermektedir.
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Abstract: In this paper, we study l'[(]) classes (sets) in computability theory, a branch of
mathematical logic and foundations. The set of complete consistent extensions of any
recursively axiomatizable theory, such as ZFC set theory and Peano arithmetic, is a H(l’
class. Similarly, any H(l) class can be seen as the set of complete consistent extensions of
some recursively axiomatizable theory. Moreover, if we denote the set of natural numbers
by w, a H? class is a computably closed subset of 2® Cantor space. Therefore, any
H? class can be seen as the set of infinite paths of a finitely branching computable tree.
Roughly defined, a set A C  is said to be computable if there is an algorithmic method
that, for any given x € w, decides whether or not x € A. The notion of computability
becomes relativized if we use in the computation, an additional information of another set.
If a set B C w computes a set A C @ then we denote this by A <7 B. The join of two sets
A and B is definedby A®@B={2i:i€ A} U{2i+1:i€ B}. Welet @' denote the halting
set. The theorem we prove in this paper is the following. (Theorem 3.10). There exists a
recursively axiomatizable theory T such that if R and S are any two complete consistent
extensions T, then &' <7 R S. This proves that the union analogue the capping basis
theorem of Jockusch and Soare [8], does not hold.

1. Giris tisinin olmamasidir. Bu makalede okuyucunun Turing

makinelerini, Turing hesaplanabilirlik kavramin, kismi
Hesaplanabilirlik kurami, dogal sayilar kiimesinden hesaplanabilir fonksiyonlar ve Turing indirgeme gibi temel
dogal sayilar kiimesine tanimli olan fonksiyonlar1 in- bazi kavramlart bildigini varsayiyoruz. Makalenin bu
celer. Sezgisel anlamda her algoritma “hesaplanabilir" bolimiiniin devaminda, ¢aligmamizla ilgili kisaca bazi
olan bir kismi fonksiyon teskil eder. Kismi olmasinm temel bilgiler ve varsayimlar verilmigtir. Ancak, hesa-
sebebi algoritmalarin her argiimanda sonlanacaginin garan- planabilirlik kuramina daha kapsaml bir giris i¢in okur,
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[11][2][6][10] kaynaklarina veya Tiirk¢e kaynak olarak
yayimlanan [5] ¢alismamiza bagvurabilir.

1.1. Kismi hesaplanabilir fonksiyonlar

Dogal sayilar kiimesi @ olarak gosterilsin. Gddel kodla-
masi kullanarak kismi hesaplanabilir fonksiyonlarin hesap-
lanabilir bir listesinin (effective enumeration) verildigini
varsayalim. Yani, Oyle bir Turing makinesi vardir ki bu
Turing makinesi, verilen herhangi bir i € w i¢in, bize i’inci
kismi hesaplanabilir fonksiyonun tanimini verir.

* Heri € w i¢in, W; ifadesi i’inci kismi hesaplanabilir
fonksiyonu gostersin.

* Heric wicin ¥; = ¥, kosulunu saglayan sayilabilir
sonsuz sayida j € @ vardir.

* Her A C o ve her n € @ i¢in, W;(A;n) ifadesini ¥; nin
A bilgesinde (oracle) ve n argiimanindaki goriintiisii
olarak kullanalim. Eger ¥;(A;n) hesaplamasi taniml
ise bunu W;(A;n) | olarak gosterelim. Eger tanimsiz
ise Wi(A;n) 1 seklinde ifade edelim. Herhangi bir
bilge kiimesi verilmemigse W;(0;n) hesaplamasini
kisaca W;(n) seklinde de ifade edebiliriz.

W;(A) ifadesini her n € @ icin W;(A;n) ye esit
olan kismi hesaplanabilir fonksiyonu gostermek i¢in
kullanalim.

Bir A C o kiimesinin x4 (x) karakteristik fonksiyonu,
eger x € A ise 1; eger x € A ise 0 olarak tanimlansin.
Buna gore bir A C w kiimesini O1-karakteristik
dizisiyle gosterebiliriz. Kismi hesaplanabilir fonk-
siyonlarda o halde, 6rnegin, W;(A) = B gibi bir ifade
yazmamiz miimkiindiir.

Olas biitiin ikili karakter sonlu dizilerini 2<¢ kiimesi
olarak gosterelim. Ornek vermek gerekirse 10011 veya
0101011, iki karakterli birer dizidir. (x,y) ifadesi (x,y)
ikilisinin Cantor’un standart @ X ® — @ eslesme fonk-
siyonu altindaki goriintiisiinii belirtsin. Herhangi bir ¢
ve T dizileri i¢in, ¢ * T ifadesi 6 nin ardindan 7 nun
bitistirilmesini gostersin. Ornegin eger 6 = 110 ve T =
0100 ise, o * T = 1100100 olur. Herhangi bir ¢ dizisinin
uzunlugu |o| olarak gosterilsin. Uzunlugu O olan bos dizi,
0 olarak ifade edilsin. Eger ¢ C T ise 0 ya T nun baslangi¢
kesimi denir. Bu durumda 7 dizisi 0 mn uzantisidir.
Ornegin, o =101 ve 7=1011ise, o C 7 ifadesi dogrudur.
Ancak 7 = 1100 olarak alinirsa ¢ dizisi T nun baglangic
kesimi degildir. Benzer sekilde T da ¢ nin baglangic kesimi
degildir. Boyle dizilere uyumsuz diziler denir. Aksi halde
bu dizilere uyumlu denir. Eger c C Tiseve 6 C 01 C T
kosulunu saglayan, o dan ve 7 dan farkli bir o7 dizisi
yoksa, T dizisine ¢ nin ardili diyelim. Bu durumda o, 7
nun onciilii olur.

Bilge Turing makineleri (Oracle Turing machine) i¢in bi-
linmesi gereken bazi temel 6zellikleri verelim.

* Kismi hesaplanabilir fonksiyonlar algoritmik olarak
hesaplanabilen biitiin fonksiyonlari ifade eder.
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* Hesaplama adimsaldir. Eger bir W;(A;n) hesaplamasi
s adimina kadar tamiml oluyorsa, bunu ¥;(A;n)]s] |
seklinde ifade ediyoruz. Bu durumda fonksiyonun
goriintiisii, hesaplamanin ¢iktis1 olarak tanimlanir.
Eger W;(A;n)[s] | ise her t > s i¢in W;(A;n)[t] |=
W;(A;n)[s] | olur.

 Bir hesaplama durdugunda sonlu adim geg¢mis ola-
caktir. O halde Turing makinesinin bilge bandindan
sadece sonlu sayida hiicre bilgisi okunmug olacak-
tir. Eger W;(A;n) |= m ise ve bu hesaplama bilge
bandindan < |o| tane hiicre okuduktan sonra taniml
hale geliyorsa bunu ¥;(o;n) | = m ile ifade ederiz. O
halde eger W;(A;n) = mise her B D o i¢in ¥;(B;n) =
m ifadesini saglayan A’nin bir o € 2<% baglangig¢
kesimi vardir.

» Evrensel bir Turing makinesi vardir. Yani her A C @
ve j,n € @ icin Wi(A;(j,n)) = ¥;(A;n) ifadesini
saglayan (eger her iki hesaplama da tanimli ve
birbirine esit ise) bir i vardir.

1.2. Turing dereceleri

Verilen A C ® ve B C o kiimeleri i¢in, eger ¥;(B) =
A ifadesini saglayan bir i varsa A kiimesi B’ye Turing
indirgenebilir denir ve bu A <r B seklinde ifade edilir. Bu
durumda B kiimesi A kiimesini hesaplar.

e Eger hem A <7 B hem de B <7 A ise bu kiimelere
Turing esdeger denir ve A =7 B olarak ifade edilir.

* Bir A kiimesinin Turing derecesi a = {B: A =r B}
kiimesi ile ifade edilir. Her Turing derecesi sayilabilir
sonsuz tane eleman igerir.

* Verilen a ve b Turing dereceleri i¢in, eSer her A € a
ve Bebicin A <7 B ise a<b deriz. Ayrica <7
iligkisi geg¢igli (transitive) olduguna gore 6nceki tanim-
ladigimiz iligki A <7 B ifadesini saglayan herhangi
bir A € a ve B € b kiimeleri var oldugunda yeterli
olacaktir. Yani <7 iligkisi, dogal sayilarin altkiimeleri
tizerinde bir kismi siralama tanimlar.

* A@Bifadesi {2i:i€ A} U{2i+1:i € B} kiimesini
gostersin ve buna A ve B’nin katilimi diyelim. Eger
bir kilme hem A’y1 hem de B’yi hesapliyorsa A & B
kiimesini de hesaplayacaktir. Ayrica A & B kiimesi
de hem A’y1 hem de B’yi hesapladigindan dolay1
herhangi iki tane Turing derecesinin en kiiciik iist
smiry vardir. Fakat bu derecelerin en biiyiik alt sinir1
her zaman olmayabilir.

1.3. Ziplama ve etkili numaralanabilir kiimeler
Bir A kiimesinin durma kiimesi A’ seklinde gosterilir ve
A ={i:Pi(4A;i) |}

kiimesi ile ifade edilir. Bununla ilgili temel 6zellikleri
asagida verelim.

» A’ kiimesi her zaman A kiimesinin kesin sekilde
tistiindedir. O halde en biiyiik Turing derecesinden
bahsedilemez.
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e Eger A <7 Bise A’ <7 B olur.

» Herhangi bir a derecesi i¢in a derecesinin ziplamast,
yani 2, A € a i¢in A’ kiimesinin derecesini verir.
Ozellikle, 0/ derecesi 0 derecesinin ziplamasidir ve
her aigin a’ > 0/ ifadesi saglanir.

* Eger bir kiilmenin elemanlar1 algoritmik sekilde lis-
telenebiliyorsa (sirali olmasi gerekmez) bu kiimeye
etkili numaralanabilir (recursively enumerable) kiime
denir. Daha teknik olarak soylemek gerekirse, eger
bir i igin A = {n: ¥;(n) |} ise A kiimesi etkili
numaralanabilir kiimedir. W; kiimesi i’inci etkili
numaralanabilir kiimeyi gostersin. Yani W; = {n :
Y;(n) }}. Ayrica W kiimesi, W; deki sadece s
adimina kadar listelenen elemanlar1 belirtsin. Yani,
Wis = {n:¥;(n)[s] }}. Burada eger W;(n)[s] | ise
s > n oldugunu varsayabiliriz.

@' ile ifade edilen durma kiimesi hesaplanabilir ol-
mayan fakat etkili numaralanabilir olan bir kiimedir.

» Eger A bir etkili numaralanabilir kiimeyse ve bir a
derecesi icin A € a ise, a’ya etkili numaralanabilir
derece diyoruz. @' kiimesi her etkili numaralanabilir
kiimeyi hesapladig: icin her etkili numaralanabilir
derece 0 derecesinin altindadir.

0’ derecesinin altinda olan kiimeler limitte hesapla-
nabilir olan kiimeleri verir. Yani, A <7 0’ ancak ve
ancak ya(x) = lims_,eg(x,s) ifadesini saglayan he-
saplanabilir bir g fonksiyonu varsa.

Biitiin Turing dereceleri sinifim1 D ile gosterelim. Biitiin
etkili numaralanabilir Turing dereceler sinifin1 ise R ile
gosteriyoruz. D — R # 0 oldugunu biliyoruz. Bu siniflarin
topolojik ve cebirsel ozellikleri bu yazinin konusunun
disinda oldugundan okuyucunun [11] veya, Tiirkce icin,
[5] kaynaklarina bakmasini 6neriyoruz.

2. 19 Smiflart

H(l) siniflar;, 2 Cantor uzayinin hesaplanabilir kapal
(computably closed) altkiimeleri olarak goriilir. ZFC
kiimeler kurami veya Peano aritmetigi (PA) gibi aksi-
yomlanabilir teorilerin tam tutarli (complete consistent)
uzantilar1 bir H(l) sinifi olarak goriiliir. Benzer sekilde
herhangi bir H(l) sinifi, aksiyomlanabilir bir teorinin tam
tutarl uzantilarinin kiimesi olarak ifade edilebilir. Bunun
disinda, sillojistik mantiklarda [12][14][13][9], “Biitiin
x’ler bir y’dir" bi¢cimdeki her 6nerme, H(l) sinifinin bir
elemant olarak ifade edilebilir. H(l) siniflar1 konusunun
Tirkge literatiirde daha once calisiimamig olmasindan
dolay1 baz1 temel teoremlerin kanitlarini makalemizde
verecegiz. Bu konuyla ilgili daha kapsamli bir kaynak
icin [4]’e bakiniz.

2.1. Cantor uzayi

Tanim 2.1. 2% Cantor uzay: su sekilde bir ¢arpim topolo-
jisine sahiptir: Her o € 2<® dizisinin, basit acik kiimesini

[c]={A:A€2° & ADc}.
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seklinde ifade edelim. Cantor uzayinin agik kiimeleri basit
agik kiimelerin birlesimidir. Bir A C 2<% kiimesi,

[A] = Usealol].
acik kiimesinin agik gosterimi olarak ifade edilir.

Tanmm 2.2. (i) Eger hesaplanabilir bir A C @ kiimesi
icin o = [A] ise, & C 2? kiimesine hesaplanabilir
actk kiime denir. Eger bir </ kiimesinin tiimleyeni,
yani o7, hesaplanabilir acik ise .7 kiimesine hesapla-
nabilir kapalr denir.

(ii) Eger X € & <= Vn@(n,X) ifadesini saglayan, n €
o ve X € 2% olmak iizere, hesaplanabilir bir ¢ (n,X)
bagntisi varsa .o/ C 2% kiimesine H(l) sinifi denir.

Tanim 2.3. 2<? kiimesinin herhangi bir altkiimesine aga¢
denir. Eger herhangi bir ¢ i¢in ¢ nin verilen bir 7 agacinin
icinde olup olmadigina algoritmik olarak karar verilebilirse
T agacina hesaplanabilir denir.

A | n ifadesi A kiimesinin m < n elemanlan ile sinir-
landirilmis olan kiimeyi gostersin. Bir 7 agacinin sonsuz
dallarinin kiimesi

[T]={A:Vn(AneTl)}.

seklinde ifade edilir.

Tanimlardan yola ¢ikarak agagidaki sonucu yazabiliriz.

Teorem 2.4. </ C 2° bir kiime olsun.
birbirine denktir.

Asagidakiler

(i) Hesaplanabilir bir T agact icin o = [T] saglanir.
(ii) o kiimesi hesaplanabilir kapalidr.
(iii) < bir H(l) sunifidir.

Bicimsel bir dildeki ciimlelerden olusan kiimeye teori
denir. Eger verilen bir climle ve bir T teorisinin aksiyom-
lar1 i¢in, bu ciimlenin 7 nin aksiyomu olup olmadigina
karar veren bir algoritma varsa bu teoriye aksiyomlanabilir
teori denir. Eger bir teoriden c¢eliski ¢ikarilmiyorsa bu
teoriye tutarli denir. Verilen bir teori ve herhangi bir
¢ ciimlesi i¢in, eger ¢ veya —¢ cilimlelerinden biri T
teorisinden kanitlanabiliyorsa bu teoriye tam denir. S
bir tutarli teori olsun. Her tutarl teorinin tam tutarli bir
uzantsinin var oldugunu, matematiksel mantigin temel
sonuclarindan biri oldugunu biliyoruz. Tabii ki Godel’in
Eksiklik Teoremi’nden dolayi, yeterince aritmetigi ifade
eden teorilerin tam tutarli uzantilar1 hesaplanabilir olamaz.
Herhangi bir aksiyomatik teorinin tam tutarli uzantilarinin
kiimesi bir H? sinifi olarak goriilebilir.

Teorem 2.5 (Shoenfield, 1960). Aksiyomatik bir teorinin
tam tutarli uzantilar kiimesi bir H(l) smifidur.

Teorem 2.6 (Ehrenfeuscht, 1961). Herhangi bir H(l) swnifi,
aksiyomatik bir teorinin tam tutarli uzantilarinin kiimesi
olarak gosterilebilir.

Cantor uzaymnin tikizlik 6zelliginden bahsetmek faydali
olacaktir. Bu 6zellik agagidaki ile verilir.
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Onsav 2.7 (Zayif Konig Onsavi). Sonlu sayida dallan-
maya sahip olan hesaplanabilir her sonsuz T C 2<%
agacrmn sonsuz bir dali vardur.

Ispat. Alta kapal hesaplanabilir bir T agacinin verildigini
varsayalim. T iizerinde sonsuz bir dal olan A = (J¢(, O
kiimesi inga edecegiz.

Baslangi¢ adimi: oy = @ olsun.

Tiimevarim adimi: 7’°de sonsuz tane uzantiya sahip olan o
verilsin. Eger 7’de ¢ *0 1n sonsuz tane uzantisi varsa G |
dizisi bu olsun. Aksi durumda o541 = 0, * 1 olsun. O]

Tanmim 2.8. 7' C 2<® bir agag olsun.

(1) Her o € T igin, T kiimesi
Ts ={t €T : o ve 7 uyumludur}.

olarak tanimlansin ve bu kiime o ile uyumlu altagact
(altkiimeyi) gostersin.

(ii) Eger [T5] = {A} kosulunu saglayan bir ¢ varsa A €
[T] kiimesine izole denir. Aksi durumda A kiimesine
limit noktas: denir.

Goriiliiyor ki ¢ dizisi A kiimesini izole ettigi zaman
[o] N[T] = {A} kosulu saglanmis olur ve bu durumda
o dizisinin 7’de uyumsuz bir uzantisi olmaz.

Tamim 2.9. Eger A € [T] kosulunu saglayan bir A D ¢
kiimesi varsa o € T dizine sonsuz uzantili denir. Eger
o €T ve hicbir T D o i¢in 7 € T degilse, o ya yaprak
denir.

Teorem 2.10. T C 2<% hesaplanabilir bir agag olsun.

(i) Eger |T| bos degilse A <1 O kosulunu saglayan bir
A € [T) kiimesi vardir."

(ii) [T suufimin bos olmadigr durumda, en sol daln (siz-
liik sirasina gore) derecesi etkili numaralanabilirdir.

Ispat. (i) A =,cq On Olmak iizere bir @’ bilgesi kullanarak
bir A € [T] kiimesi tanimlayacagiz.

op = 0 olsun. Sonsuz uzantil bir o, verildigini varsayalim.
Eger o, %0 sonsuz uzantiliysa 6,+1 = 0, * 0 olsun. Aksi
halde 0,11 = 6, * 1 olsun.

(i1) A kiimesi 7 nin en solundaki dal olsun, yani sozliik
sirasma gore [T] sinifinin en kiiciik elemani. B =7 A
kosulunu saglayan etkili numaralanabilir bir B kiimesi
ingsa edecegiz. 7T’deki sonsuz uzantili olmayan dizileri
listeleyecegiz. T deki sonsuz uzantili dizilerin kiimesi bir
H? smifidir. O halde bu kiimenin tiimleyeni bir E(l) stnifidir.
Bu durumda o € T dizisinin ve en fazla |o| uzunlugundaki
onun biitiin baglangi¢ kesimlerinin 7°de sonsuz uzantilt
olmayan kiimesinde listelenmesini bekleriz. Burada ¢
dan sozliik sirasina gore kiigiik veya esit olan elemanlari
dikkate alalim. Listeleme tamamlandifinda o dizisi B
kiimesine eklensin. O
Bir sonraki teoremler sayilabilir H(]) siniflart i¢in 6nemli bir
temel olugturur. Verilen kanitlar Downey and Hirschfeldt’e
[6] goredir.

1Bu sonug Kreisel’in baz teoremi olarak bilinir. Ancak bu teorem
birazdan gosterecegimiz diisiik baz teoremi ile gii¢lendirilmistir.
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Teorem 2.11. 7T, hesaplanabilir bir agag ve A € [T] olsun.
Eger A izole ise, hesaplanabilirdir.

Ispat. T hesaplanabilir bir agac olsun ve A kiimesi 7"’ nin
sonsuz bir dali olsun. A’nin izole oldugunu varsayalim. O
halde 6yle bir ¢ C A vardir ki T°nin A’dan bagka hi¢bir
sonsuz dali ¢ dizisinin uzantis1 olamaz. O halde Konig
onsavindan dolay1 her n > |o| i¢in, T nun tistiindeki 7’ nin
altagacini sonsuz kilan tek bir 7 D ¢ vardir. O halde
n > |o| olmak iizere A | n kiimesini hesaplamak i¢in n
uzunluguna sahip herhangi tek bir 7 D ¢ dizisinin m > n
uzunlugunda 7’de bir uzantisinin olup olmadigina bakariz
ve A [ n = 7 olarak tanimlanur. O

Tanmim 2.12. Eger bir 1'[(]) siift hesaplanabilir bir kiime
icermiyorsa bu sinifa ozel denir.

Onsav 2.13 (Jockusch ve Soare, 1972). Ozel bir 1Y sinifi
vardr.

Ispat. Varhik kamtinda yapmamz gereken sey iginde
hesaplanabilir bir eleman bulunmayan bir sinifin ingasidir.
Standart kosegen metodu ile biitiin hesaplanabilir kiimel-
erden kagmabiliriz. O halde T’yi dyle tanimlariz ki n
uzunluguna sahip bir o ancak ve ancak her e < n icin
Y, (e) [n] # o(e) ise T nin i¢inde olmalidir. A = J,c,, O |
n kiimesi [T] smifimin iginde oldugu igin [T] sifininin
bos olmadig1 goriilebilir. Burada A asagidaki sekilde
tanimlanmugtir:

{

O halde W, kismi hesaplanabilir fonksiyonun tam taniml
oldugu herhangi bir ¢ € @ ve herhangi bir A € [T] igin
A # ¥, saglanacaktir. O
Bir sonraki eksonug 6zel H(l) siniflarin “yogun" oldugunu
sOylemektedir.

11—, (e)
0

eger W, (e) | ise

Ale) Aksi durumda.

Sonug 2.14. Eger 2 ozel bir I1) sinifi ise | 2| = 2%0.

Ispat. Bir 6nceki teoreme gore eger sinifin iginde higbir
hesaplanabilir kiime yoksa, agacin icindeki her eleman
ikiye ayrilacaktir. O halde sonsuz dallarin sayis1 20 olur.

O

Sonug 2.15. Eger | 2| < Ry ise & sinifimn her elemant
hesaplanabilirdir.

Ispat. & = [T] olmak iizere T hesaplanabilir bir agag
olsun ve T sadece sonlu sayida dala sahip olsun. O halde
T’nin her eleman1 izoledir. Bu yiizden hepsi hesaplanabi-
lirdir. O

2.2. Baz ve antibaz teoremleri

Baz teoremleri her H? sinifinin belli bir tipteki Turing
derecesinden bir eleman icerdigini sdyler. Ornegin bos
olmayan her H? sinifi derecesi etkili numaralanabilir olan
bir eleman igerir. Bunu bir onceki bolimde gosterdik.
Diisiik baz teoremi [8], H(l) siniflari ile ilgili en onemli
sonuglardan birisidir. Bilindigi lizere eger a' = 0' ise a
derecesine diigiik denir, a’ = 0" ise bu dereceye yiiksek
denir.
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Teorem 2.16 (Diisiik Baz Teoremi, Jockusch ve Soare,
1972). Bos olmayan her H(l) swifinin, derecesi diisiik olan
bir elemani vardir.

Ispat. Bu teoremin kanit1 kiimeler kuraminda kullanilan
zorlama (forcing) yontemi ile benzerdir. Bu yontemde,
verilen agacin her adimda belli bir gereksinimi saglayacak
sekilde bir altagacini aliriz. Limitte boylece istenilen agact
elde etmis oluruz. Simdi & bos olmayan bir H(l) sinift
olsun ve hesaplanabilir bir T agac1 i¢cin & = [T] olsun.
A’ <7 @' kosulunu saglayan 7 nin iizerinde bir A kiimesi
tanimlayacagiz.

To = T olsun. Bir sonraki her adimda 7, verilmis olsun.
Simdi diisiikliik dzelligi i¢in gerekli olan e € A’? sorusuna
cevap vermek i¢in asagidaki kiimeyi ele alalim.

U ={c:0eT,ve¥. (0;e) |}

O halde U, alta kapal1 bir diziler kiimesidir ve duruma gore
sonlu veya sonsuz bir kiime olabilir.

Eger sonsuzsa, T,y; = U, olarak tanimlayalim.
durumda 7, | iistiindeki her A i¢in e & A’ olur.
Eger sonlu sayida elemana sahipse, 7,1 = T, olsun. Bu
durumda ise e € A olur ¢iinkii 7, icindeki sonlu sayidaki
dizi i¢in ¥, (0;e) 1 saglanir. O halde hesaplama yeterince
biiyiik diziler i¢in tanimli hale gelecektir.

Ayrica A € [T] dogrudur ¢iinkii 7p = T olarak tanim-
lamigtik. Her ne zaman ki A € N, o, A’ <7 @' olur.
Bunun sebebi, yukaridaki sonsuz-sonlu durum ayrimini,
Konig 6nsavindan dolay1, @' bilgesi kullanarak karar
verebilmemizdir. O

Bu

Sonug 2.17. Peano aritmetigi veya ZFC gibi teorilerin
derecesi diisiik olan tam tutarly bir uzantist vardur.

Ispat. Bu eksonug aksiyomlanabilir her teorinin tam ve tu-
tarli uzantilarinin birer H(l) sinifi olarak goriilebileceginden
ve diisiik baz teoreminden elde edilebilir. O
Bir baz teoremi daha vermeden Once asagidaki tanimi
verelim.

Tamim 2.18. Eger her f <7 A ve her n € o i¢in g(n) >
f(n) kosulunu saglayan hesaplanabilir bir g fonksiyonu
varsa A kiimesinin derecesine ayricaliksiz (hyperimmune-
free) denir.

Bunun ne anlama geldigini tartismak gerekirse, eger A
kiimesinin derecesi ayricaliksizsa A hizlica biiyiiyen her
fonksiyonu hesaplayamaz. Bu demektir ki her f <7 A
icin en az f kadar hizlica biiyliyen hesaplanabilir bir
g fonksiyonu vardir. 0 derecesinin ayricaliksiz oldugu
kolayca goriilebilir.

Teorem 2.19 (Jockusch ve Soare, 1972). Bos olmayan her
H(l) swifimin, derecesi ayricaliksiz olan bir elemani vardir.

Ispat. Kamt diigiik baz teoremine benzerdir. £ bog
olmayan bir H? sinift olsun, hesaplanabilir bir 7 agaci
icin & = [T] kosulunu saglamak kaydiyla. A € [T] olmak
iizere ve W, (A) tam oldugu durumlarda en az W, (A) kadar
hizli biiyiiyen hesaplanabilir bir fonksiyonun varligim
garantileyen, derecesi ayricaliksiz olan bir A kiimesi inga
edecegiz.

To = T olsun. Her sonraki adimda T, verilsin. Asagidaki
kiimeyi ele alalim.
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Uen =10:0 €T, ve ¥o(o;n) T}.

Diisiik baz teoreminde oldugu gibi iki durumdan soz
edebiliriz. Burada U, ,) yine dizilerden olusan alta kapali
bir kiimedir. Bu kiime sonlu veya sonsuz olabilir.

Eger bir n € o igin sonsuzsa, bu n degeri igin To1 = Uy, )
olsun. T,y iizerindeki her A i¢in o halde ¥, (A) kismi
tanimli olacaktir ve bu ylizden gereksinimiz manasizca
(vacuously) saglanmis olacaktir.

Eger U, sonlu sayida eleman igeriyorsa, T,+1 = T,
olarak tanimlayalim. Bu durumda7,,; lizerindeki her
A icin en az W,(A) fonksiyonu kadar hizli biiyiiyen
hesaplanabilir bir fonksiyon tanimlayacagiz. Bunun i¢in
dyle bir n diizeyine bakalim ki ¥.(o;n) tanimli olsun.
Burada n’nin varlig1 Konig 6nsavi tarafindan dogrulanir.
Son olarak g(n) fonksiyonunun degerini uzunlugu n olan
her ¢ igin W,.(o;n) degerinden daha biiyiik bir deger
olarak tanimlayalim. O

Sonug 2.20. Peano aritmetigi veya ZFC gibi teorilerin
derecesi ayricaliksiz olan tam tutarli bir uzantist vardir.

3. Teoremin Kaniti

Ne tip dereceler H(l) siniflar1 i¢in baz tegkil etmez diye
sorulacak olunursa, hesaplanabilir dereceler tegkil etmez.
Ciinkii az 6nce kanitladigimiz gibi hesaplanabilir eleman
icermeyen bir H(l) siufi vardir ki bu da 6zel H(l) smiflardir.
O halde her H(l) sinifi hesaplanabilir bir eleman icermek
zorunda degildir. Bu gibi teoremler H(l) siniflarinin
elemanlarinin dereceleri hakkinda bize giiglii bilgiler verir.

Tamim 3.1. Hesaplanabilir olmayan a ve b derecelerinin
en biiyiik alt st eger 0 ise, yani aAb =0 kosulu
saglamyorsa, (a,b) ikilisine minimal ikili denir.

Jockusch ve Soare [8] tarafindan kanitlanan asagidaki
teorem, bos olmayan her H(l) sinifinin dereceleri minimal
ikili olan iki eleman ig¢erdigini sdylemektedir. Asagidaki
teoreme biz kesisim baz teoremi diyelim.

Teorem 3.2 (Jockusch ve Soare, 1972). Bos olmayan her
H(l) swifimin, dereceleri minimal ikili olusturan elemanlari
vardtr.

Tanim 3.3. Hesaplanamaz bir a derecesi ile 0 derecesinin
kesin olarak arasinda hig bir derece yoksa a derecesine mi-
nimal denir. Bir a derecesi, b derecesinin minimal ortiisii
olur ancak ve ancak a ile b arasinda bir derece yoksa.

Minimal derecelerin var oldugunu biliyoruz. Ayrica
minimal derece ingalar1 herhangi bir kiimeye gore goreceli
hale getirildiginde her derecenin bir minimal ortiisiiniin
mecvut oldugu sonucu da ¢ikarilir.

Teorem 3.4 (Groszek ve Slaman, 1997). Bos olmayan
ovyle bir H? swifi vardir ki her elemant bir minimal derece
hesaplar.

Kesisim baz teoremi, bos olmayan her H(l) sinifinin,
dereceleri minimal ikili olan en az iki elemani oldugunu
sOyliilyor. Bunun simdi birlesim i¢in dogru olmadigini
kanitlayacagiz. Hatta kanitlayacagimiz teorem bundan
daha giicliidiir.
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Tanmm 3.5. A bir kiime olsun. Egerherc e Ave Tt C o
icin T € A saglamyorsa A kiimesine alta kapali (downward
closed) denir. {A;}ice alta kapali ve dizilerden olugan
hesaplanabilir kiimelerin (hesaplanabilir) bir listesi olsun.
Oyle ki her H(l) 2 sinifi igin & = [A] esitligini saglayan
bir i varolsun.

Teorem 3.6. Bos olmayan oyle bir dzel & H(l) sinifi vardir
kiherA€ P veBe Zicin® £r A® B saglamr.

Ispat. & = |T] olmak iizere tiimevarimla bir T kiimesi inga
ederek O’ £ A @ B gereksinimini saglayacagiz. Bunun
yaninda bir de D £7 A & B ifadesini saglayan etkili numa-
ralanabilir bir kilme tanimlayacagiz.

Gereksinimlerimiz asagidaki gibidir:

Ryer1 :EgerS € Pise S # Y, (0)
Ryein:EgerAe P veBe &P ise Y. (A®DB) #D.

Baslangic s = 0 adiminda, T kiimesine 0 dizisini ekleye-
lim.

Tiimevarim s > 0 adiminda, asagidaki iki adimi her e <s
icin yapalim.

Eger o bir yaprak degilse ve ¢ nin uzantist olup heniiz
terminal olarak tanimlanmamig en az bir yaprak varsa, ¢
nin uzantist olan birbirleriyle uyumsuz bir ¢ift yapragin
oldugunu ve bunlarin heniiz terminal olarak tanimlan-
madigim varsayalim.

(i) Once T C W.(0)[s] olmasim saglayan 2e + 1
basamagindaki ve heniiz terminal olmamis en kiiciik
T € T dizisini, eger varsa, alalim. 7y € T dizisi T
nun Onciili olsun. 7; dizisi 7 ile uyumsuz, 7y 1n
uzantisi, ve 7’de bir yaprak olsun. Simdi 7 nun
T’deki biitiin uzantilarini listelemeyi keselim ve 7
nun her uzantisini terminal ilan edelim.
(i) Eger listelenen diziler, bir n dogal sayisi i¢in, agacin
2n inci basamagindaysa, 7 nin 2e 4 2 basamagindaki
biitiin terminal olmayan {o, v} dizi ¢iftlerini alalim.
Eger daha 6nce tanimlanmamigsa, her c¢ift i¢in D’nin
heniiz icermedigi bir n € @ degeri tanimlayalim.
¥, (0o’ ®1';n) =0 ve D(n) = 0 kosullarin1 saglayan
ve heniiz terminal olmamis 7 nin 2e 42 basamagin-
daki en kiigiik 7" D 7 ve ¢’ D o dizilerini bulalim.
Eger bu 0’ ve 7’ varsa, n’yi D kiimesine ekleyelim.
Sonra ¢ ve T nun 7’deki biitiin uzantilarini terminal
olarak tanimlayalim.

Her e < s i¢in bu adimlar1 tamamladiktan sonra 7’nin
terminal olmayan her ¢ yapragi i¢in, 01 D ¢ ve 6, D o iki
tane dizi olsun, oyle ki 0] ve 0, birbiriyle uyumsuz olsun.
o] ve 0, dizilerini T ye ekleyelim. Bu eklememizden
dolay1 tiimevarim adiminin baginda verdiimiz tiimevarim
varsayimimizi burada korumus oluyoruz.

Insamz burada bitmistir. Simdi bu insamin teoremde
belirtilen kosullar sagladigin1 gosterecegiz.

Once [T] nin bir IT{ smnifi oldugunu gosterelim. Bunun
icin [T] = [A] kosulunu saglayan hesaplanabilir ve alta
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kapal1 bir A kiimesinin varliim gostermemiz gerekir. A
kiimesi, inganin herhangi asamasinda, 7°deki dizilerin
biitiin baglangi¢ kesimleri olabilir. Yani her ¢ € T; icin
A kiimesi biitiin T C o dizilerinden olugsun ve sonra A =
(JA; olarak tanimlansin. Simdi A nin alta kapali, hesaplan-
abilir ve [A] = [T] kosulunu sagladigim gosterelim. Bir
adimdaki A y1 tamimlarken bir 6nceki adimda tanimlanan A
daki dizilerin sadece uzantilarini yeni tanimlanan kiimeye
ekledigimiz igin A kiimesi hesaplanabilirdir. Yani |o| =s
olmak iizere, 0 € A ancak ve ancak ¢ € A;. Acikca
goriilebilir ki 7°deki sonsuz bir uzantiya sahip her dizi
tanim geregi A da da vardir. Bunun tersi de dogrudur.
Ifadenin devriginden yola cikarsak, farzedelim ki ¢ nin A
kiimesinde sonsuz bir uzantist olmasin. O halde o, T’de
bir terminal olmali ve bu yiizden ¢ nin 7°de sonsuz bir
uzantist olamaz. Aksi halde o nin A kiimesinde sonsuz bir
uzantist olurdu. Ayrica [T] # @ oldugu, her adim sonunda
tilmevarim varsayimini korudugumuzdan ¢ikmaktadir.

Onsav 3.7. Ry gereksinimi saglamr.

Ispat. Bir e € @ igin S € [T] ve S = ¥,(0) olsun. O
halde 6 C ¥, (0) ifadesini saglayan her ¢ C S igin 2e + 1
diizeyinde bir ¢ € T vardir. oy dizisi ¢ nin 6nciilii olsun.
O zaman ¢ ile uyumlu olan her 6y, T’°den kaldirilacaktir.
Fakat bu durumda, sadece sonlu sayida o C ¥, (0) T°de
olur. Celigki. O

Onsav 3.8. Ry, gereksinimi saglanur.

Ispat. Varsayalim ki bir e i¢in W,(A ® B) = D ifadesini
saglayan birer A € [T] and B € [T] varolsun. O halde,
n sayist {0, T} ¢ifti icin tammlanmig olan deger olmak
tizere, ¥, (0’ & t';n) = D(n) ifadesini saglayan, ¢’ D &
ve T D T olmak iizere, T’de 2e diizeyinde birer 6 C A
ve T C B vardir. Fakat bu ingamiza gore bir celigkidir.
Teoremin kanit1 boylece bitmistir. O

O

Sonug 3.9. Oyle bir ézel ve bos olmayan bir & H? swnifi
vardir ki, dereceleri a ve b olan &?’deki her iki eleman
icinaVb # 0 kosulu saglanir.

Teorem 3.10. Oyle bir aksiyomlanabilir teori T vardur ki
eger R ve S kiimeleri T nin tam tutarli olan herhangi iki
uzantist ise, 0’ L7 R®S.

Ispat. Bu sonug, Teorem 3.6 ve Teorem 2.6’dan ¢ikmak-
tadr. O
Kanitlanan teorem, oldukca ©zel bir konuma sahip
durma kiimesini hesaplayamayan aksiyomlanabilir teori-
lerin uzantilarinin varligin1 gostermektedir. Hatta sadece
iki uzantisinin birlesimi degil, sonsuz sayida tam tu-
tarli uzantisinin sonsuz birlesiminin de durma kiimesini
hesaplayamadig1 aksiyomlanabilir teorilerin var oldugunu
ongoriiyoruz. Ayrica kanmitladigimiz teorem, Jockusch
ve Soare’in kesisim baz teoremine karsilik birlesim baz
teoreminin elde edilemeyecegini ifade etmektedir.

Tesekkiir

Yorum ve Onerileri icin anonim hakeme tesekkiirlerimi
sunarim.
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