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Anahtar Kelimeler Ozet: Caligmada, uyumlu kesirli kismi tiirevle ifade edilen bir dalga denklemine,
Uyumlu kesirli tiirev, genellestirilmis Fourier metodu uygulanarak elde edilen, uyumlu kesirli sinir deger prob-
Ozdeger, leminin 6zdeger ve dzfonksiyon ozellikleri incelenmistir.

Ozfonksiyon

On a Conformable Fractional Wave Equation

Keywords Abstract: This paper is devoted to examine the spectral properties of a conformable
Conformable fractional boundary value problem which is obtained from a conformable wave equation by applying
derivative, the generalized Fourier method.
Eigenvalue,
Eigenfunction
1. Giris ler teorisine yeni bakig acilar1 kazandirmay: amaglar. Bu
bakis acilarina drnek olarak ([10-18]) caligsmalar1 goster-
Kesirli analiz, tam sayr olmayan mertebeden tiirev ilebilir. [10] da degisken katsayili uyumlu kesirli lineer
ve integral hesabr anlamina gelir. Keyfi mertebeli tiirev diferansiyel denklemler i¢in Wronskiyen kavrami verilmis
ve integrasyon kavrami ilk kez 1965 yilinda Leibniz ve ve degisken katsayil1 kesirli diferansiyel denklemler i¢in
L’Hospital tarafindan ortaya atilmigtir. Giintimiizde, kesirli Abel formiilii ispatlanmistir. [11] de uyumlu kesirli 1s1
analiz konusu, oldukca popiiler bir hal almis olup, konuyla denkleminin ¢6ziimii verilmigtir. [14] de uyumlu kesirli
ilgili daha detayli bilgi i¢in [1-8] caligmalarina bakilabilir. tiirev i¢in zincir kurali, uyumlu kismi integrasyon, uyumlu
Gronwall esitsizligi, uyumlu iistel fonksiyon ve uyumlu
Kesirli tiirevlere iligkin farkli tanimlar olmasina Laplace doniisiimii gibi kavramlar ele alinmigtir. [13] de
karsin, bu tiirevlerden en ¢ok kullanilanlari, sirasiyla kesirli Fourier serileri ve degigskenlere ayirma yontemi kul-
integral gosterim ve Gamma fonksiyonunu igeren, Caputo lanilarak uyumlu kesirli kismi diferansiyel denklemlerin
ve Riemann-Liouville kesirli tiirevleridir. Caputo ve ¢Oztimleri aragtirlmisgtir. [12] de ardigik lineer uyumlu ke-
Riemann-Liouville kesirli tiirevleri de dahil literatiirdeki sirli diferansiyel denklemler i¢in varlik ve teklik teoremleri
tiim kesirli tiirev tanimlarinin, klasik tiirev tanimiyla tek ispatlanmistir. [15] de ikinci mertebeden lineer uyumlu
ortak yonii, hem kesirli tiirevin hem de klasik tiirevin kesirli diferansiyel denklemler i¢in mertebe diisiirme ve
lineerlik ozelligini sagliyor olmasidir. Lineerlik disinda sabitlerin degisimi yontemi, sabit katsayili ve Cauchy-
yer alan 6zelliklerle ilgili olarak, kesirli tiirev ve klasik Euler tipli uyumlu kesirli diferansiyel denklemlerin genel
tiirev arasinda bir uyuma rastlanmamaktadir. Ornegin, ¢oziimlerinin bicimleri verildikten sonra, uyumlu kesirli
herhangi bir sabit sayinin Riemann-Liouville kesirli tiirevi, Ozeslenik problemler ele alinmig ve bu problemlerin dzel-
klasik anlamdaki tiireve benzer sekilde, sifir olmamaktadir. likleri incelenmistir. [16] da oransal tiirevli uyumlu kesirli
Benzer sekilde, iki fonksiyonun ¢arpimimin ve boliimiiniin diferansiyel denklemler ele alinmig ve bu denklemlerin
klasik anlamdaki tiirevi ile bunlarin kesirli tiirevleri de ozellikleri incelenmistir. [17] ve [18] de ise, sirastyla, za-
herhangi bir uyum sergilemez. Yine, biitiin kesirli tiirev man skalasinda taniml Dirac denklemler sistemi ve Sturm-
tanimlart, klasik tiirevin sagladig1 zincir kuralini saglamaz. Liouville problemleri ele alinmig ve bu problemlerin bazi

spektral ozellikleri incelenmistir.

Yakin zamanda, uyumlu kesirli tiirev olarak isim-

lendirilen ve klasik tiirev tanimina dayandirilarak ver- 2. Materyal ve Metod

ilen yeni bir kesirli tiirev tanimi ortaya atilmistir ([9]). Bu boliimde, calismada kullanilacak bazi tanim ve
Uyumlu kesirli tiirev, klasik tiirevin dogal 6zelliklerini teoremlere yer verilmistir.

saglayarak, bilinen anlamdaki tiirev tanimini genisletmeyi

ve bu tiirev tanimi kullanilarak elde edilen uyumlu kesirli Tanim 2.1 ([9]) f:[0,%) — R fonksiyonu verilsin. Bu
diferansiyel denklemler yardimiyla diferansiyel denklem- durumda, ¢-nc1 mertebeden uyumlu kesirli tiirev her t > 0
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ve o € (0,1] i¢in asagidaki bigimde tanimlamr:

fa+er'=®) — (1)

5

To(f)(t) = lim

e—0

a > 0 olmak iizere, f fonksiyonu (0,a) aralifinda

o-tiirevlenebilir ise ve lim+ f®) () mevcutsa, f fonksiy-
t—0

onunun 0 noktasindaki a-tiirevi f(®(0) = 111(1)1+ F @ (1) ile
t—

tanumlidir.

Teorem 2.1 ([9]) Keyfi o € (0,1] olmak iizere

f ve g fonksiyonlarvin bir t > 0 noktasinda o-

diferansiyellenebilir oldugu kabul edilsin. Bu durumda,
asagidaki ozellikler saglanir:

1. Hera,b e Ricin Ty(af +bg) = aTa(f) +bTu(g) dir
2. Her p € Ricin Ty (t?) = ptP~% dir.
3. Tiim f(t) = A sabit fonksiyonlart icin Ty (1) = 0 dir.
To(f8) = [Ta(8) + 8Ta(f) saglamr

Bunlara ek olarak, eger f fonksiyonu diferansiyel-
lenebilirse To (f)(t) =t'~* % (t) olur.

f

¢ saglanir.

Baz1 6zel fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevleri agagi-
daki gibidir:

1. ¢ € R olmak iizere Ty (e%) = cx! =% dir.

2. b € R olmak iizere T (sinbx) = bx' =% cos bx dir.
3. b € R olmak iizere Ty (cosbx) = —bx'~%*sinbx dir.
4. Ty (21%) =1dr.

Tanmim 2.2 ([12]) Bir f fonksiyonunun a > 0 noktasindan
baslayan a-kesirli integrali

)

|, xo1 d(x)

Ig (f) (1) = I (e f)

biciminde verilebilir. Burada, integral genellegtirilmis
Riemann integralidir ve a € (0, 1] dir.

Teorem 2.2 ([12]) f:[0,00) — R herhangi bir siirekli
Sfonksiyon olsun ve a € (0, 1] saglansin. Bu durumda tiim
t > a degerleri i¢in Toly f(t) = f(t) olur.

Teorem 2.3 ([12]) o € (0,1] olmak iizere f : (a,b) - R
fonksiyonunun bir o-diferansiyellenebilir fonksiyon
oldugu kabul edilsin. Bu durumda her t > a icin

IoTof(t) = f(t) — f(a) olur.
Teorem 2.4 ([14]) f,g: [a,b] — R a-diferansiyellenebilir
iki fonksiyon olsun. O halde,

b

b
| @ Tae)0)dat = felt~ [0 Tu £)dalt

kismi integrasyon formiilii saglanir.

1111

3. Bulgular

0 <x <, t > 0 olmak iizere, homojen olmayan telin
titresimi denklemi ele alinsin:

9%%y 2% 0%u
P(X)W = 5 <p(x)8x0‘> —q(x)u. (3.1
Burada, 0 < o < 1 dir ve p(x) > 0, ‘93;’,55‘), q(x) ve

p(x) > 0 fonksiyonlar [0,/] araliginda siirekli fonksiyon-
lardar.

(3.1) denklemi

u(0,1) t>0

=0, u(l,f)=0, (3.2)

sinir ve

du(x,0)
ot

u(x,0) = @o(x), o1(x), 0<x<I (3.3
baslangic kosullar1 ile birlikte dikkate alinsin ve X
fonksiyonu sadece x degiskeninin, 7' fonksiyonu sadece ¢
degiskeninin fonksiyonlari olmak iizere (3.1) denkleminin
sifirdan farkli ¢6ziimii

u(x,t) =Xx)T () #0 (3.4)

biciminde aransin. (3.4) ifadesi (3.1) de yerine yazilarak

105z (M08~ awTxw
B 4207 (1)
= P(X)WX(X)
veya
fir (POEH) —aX (W) 4 gery
P (OX () =70 arx Y

elde edilir. (3.5) in sol tarafi sadece x degiskenine ve sag
tarafi sadece ¢ degiskenine bagl oldugundan bu oran bir
sabite egittir. Bu sabit —A olarak alinirsa

4207 (1)
dt2a

+AT(f) =0, (3.6)

£ (3

denklemleri elde edilir.

) g - Ap()IX(x) =0 (37)

(3.2) deki birinci sinir kogulu
u(0,£) =X(0)T(t) =0.

biciminde degiskenlerine ayrilirsa, keyfi ¢ degerleri icin
T(t) # 0 olacagindan

(3.8)
elde edilir. Benzer sekilde, (3.2) deki ikinci sinir kogulu

icin
(3.9)
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elde edilir. (3.7) denklemi

d* d®
Lo=—(p— | —
7 dx <pdx“) i

operatorii yardimiyla

Lo[X]+Ap(x)X =0 (3.10)

bi¢ciminde yazilabilir. Burada A, x degiskeninden bagimsiz
bir parametre, p, ¢ ve p fonksiyonlari ise x degiskeninin
reel degerli fonksiyonlaridir.

Ly operatoriiniin tanim kiimesi D(Ly) ile gosterilsin.
Yani D(Ly,), [0,/] araliginda ikinci mertebeden o-siirekli
tiirevlenebilir ve (3.8), (3.9) kosullarini saglayan fonksiy-
onlardan olugsmus bir kiime olsun.

Teorem 3.1 Her X|,X; € D(Ly,) i¢in

d% d*X, d*X,
X]La[XQ] XzLa[X]] d a {p(x) (dexa—Xz dx“ ):l
3.11)
Lagrange 6zdesligi saglanir.
Ispat. L* operatoriiniin tanimindan
d“ d*X
XiLalXo] = XoLalXi] = X175 (p(x) dx,f) —gXiXa
d* d*X,
- Xog p(x) o ) TaxX
_ ﬁ (x) d*Xs
= Mg \PY e
d“ d*X,
X, =
2 dx <p(x) dx® )
d% d*X, d*X;
= — X -X
dx“ {p(x)( U dxe 2 dx

elde edilir ve boylece ispat biter. [

Teorem 3.2 L* operatorii 6zesleniktir. Bagka bir deyisle,
keyfi X1, X» € D(Lgy) igin

(La[X1],X2) = (X1, La[X2]) (3.12)

saglamr. Burada, L>%[0,1] deki i¢ carpim,
/ f dax

ile tanmimlidir.

Ispat. Keyfi X, X, € D(Lg) fonksiyonlari ele alinsin.

(L) 30) ~ 00 Lali)) = [ a0

/0 "%, (V) La X2 (0)]dax

oldugundan, uyumlu kesirli integraller i¢in kismi inte-
grasyon formiilii kullanilarak

(La[X1],X2) — (X1,La[Xa]) =

1112

- / [dx“ ( d"‘;(;a(x)) —q(x)X; (x)] Xo(x)dgx—

- [0 (r0 52 ) — 3 da

oax, (x X, (x !
e s 0]

elde edilir. D(L) kiimesinin tanimi goz oniine alinirsa, bu
esitligin sag tarafinin sifira esit oldugu goriiliir ve boylece
ispat biter. [

Tanmmm 3.1 Agagidaki esitligin saglanmasi durumunda f
ve g fonksiyonlarina p(x) > 0 agirhik fonksiyonuna gore
a-ortogonal fonksiyonlar denir:

[ ot

Teorem 3.3 (3.7)-(3.9) simur deger probleminin farkli
ozdegerlere karsilik gelen ozfonksiyonlart p(x) > 0 agirlik
fonksiyonuna gore a-ortogonaldir.

Ispat. A; # Ay, (3.7)-(3.9) simr deger probleminin iki
farkli 6zdegeri, X; ve X, ise sirasiyla bu ozdegerlere
karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun. Bu durumda

— Jp(x)Xi (%)

0

X)dgx = 0.

Lo (X1 (x)] (3.13)

ve
Lg [Xz(x)] =p (x)Xz(x) (3.14)

esitlikleri saglanir. (3.13) esitligi X (x), (3.14) esitligi
Xi(x) ile carpilir ve elde edilen esitlikler taraf tarafa
cikarilirsa

X (X)L X1 (0)] = X1 (X)La[X2(x)] = (41 = A2) p(x)
(3.15)

bulunur. (3.15) nin her iki tarafinin integrali alinarak, (3.11)

) } esitligi goz oniinde bulundurulursa,

1
(h=22) [ p()X: (3)Xa(x)dc =

= [ 0L (9] X (9D 1)) v =

= p(x) (X2 () La[X1 ()] = Xi (¥) e [X2 ()] ) = 0
elde edilir. A; # A, oldugundan

1
/0 P (X)X1 (x) X2 (x)dex = 0

bulunur. Boylece ispat biter. [
Teorem 3.4 (3.7)-(3.9) simir deger probleminin tiim
ozdegerleri reeldir.
ispat A, (3.7)-(3.9) sinir deger probleminin bir dzdegeri
ve X (x) bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. O
halde X (x) #£ 0 dir ve Lo [X (x)] = Ap(x)X (x) saglanir. Bu
durumda,

0 = (LX(X)],X(x)) = (X(x),LIX (x)])

(-7 [ P X ()P

bulunur. [0,/] de p(x) > 0 oldugundan ve X (x) # 0 sag-
landigindan, integral altindaki ifade pozitiftir. Bu, A = 4

X1 (x)X2(x)
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olmasini gerektirir. Dolayisiyla, 6zdegerler reel olur ve
boylece ispat biter. [J

Teorem 3.5 (3.7)-(3.9) simir deger probleminin her
bir ozdegerine yalnizca bir lineer bagimsiz dzfonksiyon
karsilik gelir.

Ispat. X;(x) ve X»(x), Lo [X (x)] = Ap(x)X (x) denklemi-
nin iki lineer bagimsiz ¢6ziimii olsun. Bu durumda,

i (P )+ (o)~ ) X, 0) =0
o (P2 ) 4 o) - ) Xal) =0

saglanir. Tk esitlik X (x), ikinci esitlik X (x) ile carpilip,
elde edilen esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa,

(0“2 ) 20 5z (o0

bulunur. Bu esitlik, O dan x e integre edilirse,

X2 (x)}

p0) oY - x|

elde edilir. X;(x) ve X»(x) fonksiyonlar1 x = 0 noktasin-
daki sinir kogulunu sagladigindan X; (0) =0 ve X»(0) =0
olur ve buradan da Wy (0; X;, X2) = 0 esitliginin her
x € [0,1] i¢in saglandi@1 sonucu ¢ikar. Bu son ifade X (x)
ve X;(x) fonksiyonlarinin lineer bagimlilig: igin yeterli
bir kosuldur. Buradan, bir A 6zdegerine yalnizca bir
lineer bagimsiz 6zfonksiyon karsilik geldigi sonucu ¢ikar.
Boylece ispat biter. [

dOC
dx®

d%X, (x)
dx®

dOC
dx®

daX1 (x)
dx®

X] ()C)

d%X,(x) B d%X; (x)
dx® dx®

Pl [xi(0)

4. Tartisma ve Sonug

Bu calismada, (3.1) uyumlu dalga denklemi ve (3.2),
(3.3) kosullarindan olugturulmus probleme, genellestir-
ilmig Fourier metodu uygulanmigtir. Daha sonra, tanim-
lanan operator yardimiyla olusturulmus (3.7)-(3.9) sinir
deger probleminin 6zdeger ve 6zfonksiyon 6zellikleri ince-
lenmistir. Bu problem daha dnce aragtirilmamig olup, elde
edilen sonuglarin farkl fiziksel denklem ve sinir kosullart
ile olusturulmus problemlerin incelenmesine olanak sagla-
malar1 acisindan literatiire faydali olacag: diisiiniilmekte-
dir.
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