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Yari-Simetrik Metric Koneksiyonlu Yari-Riemann Manifoldunun
Coisotropik Altmanifoldu

Erol YASAR'
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Ozet: Bu makalede, yari-simetrik metric koneksiyonlu yari-Riemann manifoldunun
coisotropik altmanifold ¢alisildi. Yari-simetrik metric koneksiyonlu yari-Riemann
manifoldunun Gauss ve Weingarten denklemleri elde edildi ve bu denklemler
yardimiyla teorem ve sonuglar verildi.

Anahtar kelimeler: Lightlike coisotropik altmanifold, Yari-simetrik koneksiyon, Gauss
ve Codazzi denklemleri, Levi-Civita koneksiyon.

Yari-Simetrik Metric Koneksiyonlu Yari-Riemann Manifoldunun
Coisotropik Altmanifoldu

Abstract: In this paper, It is studied lightlike coisotropic submanifold of semi-
Riemannian manifold admitting semi-symmetric metric connection. It is obtained the
Gauss-Codazzi and Weingarten equations with a semi-symmetric metric connection
and some theorems and results related to these equations are given.

Key Words and Phrases : Lightlike coisotropic submanifold, Semi-simetric metric
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1. Girig

Riemann manifoldu izerinde yari-simetrik metrik koneksiyon ilk defa Hayden tarafindan
tanitilmistir [6]. Yano ise yari-simetrik metrik koneksiyonlu Riemann manifoldunun sifir egrilik
tensoriine sahip olmasi igin gerek ve yeter sartin Riemann manifoldunun konformal flat olmasi
gerektigini ispat etti [8]. Daha sonra Imai [6] yari-simetrik metrik koneksiyonlu Riemann
manifoldunun  hiperytizeyinin temel Ozelliklerini verdi ve Gauss-Codazzi denklemlerinin
konformal denklemlerini elde etti.

Duggal and Sharma [4] yari-Riemann manifoldu Uzerinde yari-simetrik metrik
koneksiyonu cgalistilar. Bu calismalarinda yari-simetrik koneksiyona goére yari-Riemann ile
Riemann manifoldlari arasindaki bir baginti oldugunu gdsterdiler. Nakao [7] (n+p)-boyutlu
Riemann manifoldu Gzerinde vyari-simetrik metrik koneksiyonuna gére Gauss-Minardi
denklemlerini elde etti. Yasar ve Coken [8] galismasinda vyari-simetrik metrik koneksiyonu
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kullanarak vyari-Riemann manifoldunun total umbilik lightlike hiperylzeyinin geometrisini
incelediler.

Bu c¢alismanin amaci, coisotropik altmanifold Uzerine yari-simetrik metrik
koneksiyondan indirgenen koneksiyonun yari-simetrik fakat metrik olmadigini gdéstermektir.
Lightlike altmanifoldu ile Yari-Riemann altmanifoldu arasindaki temel fakhlik lightlike
altmanifoldunda normal vektér demetinin tanjant vektér demeti icerisinde olmasidir. Bu durum
g6z 6nlne alindiginda lightlike altmanifoldlarin genel teorisini calismak geometri icin dnemli bir
konudur. Son yillarda lightlike altmanifoldlar Gzerine bir gok dnemli calisma yapiimaktadir [2],[3].

Bu calismada, coisotropik altmanifold UGzerinde yari-simetrik metrik koneksiyondan
indirgenen  koneksiyonun vyari-simetrik fakat metrik olmadigi gdsterildi. Yari-simetrik
koneksiyonuna gore lightlike altmanifold ve ekran dagilim icin ikinci temel form ve sekil
operatérl etc gibi geometrik objeler tanimlandi. Daha sonra coisotropik altmanifoldun denklem
yapisi ve yari-simetrik koneksiyonlu yari-Riemann manifoldu ile altmanifoldun egrilik tensorleri
arasindaki baginti bulundu.

2. Temel Kavramlar

M, indeksi 1 < v< n+p-1olan g yari-Riemann metrikli M Yari-Riemann manifoldunun
altmanifoldu olsun. Buradan

T'xMl = {Yx Equﬂ | gx(Yx’Xx):O’ VXX EZ‘CM}
denklemi géz 6niine alindiginda ¥ xeM igin RadT M = RadT.M* =T.M NT.M “ise M ye

M nin lightlike (null, degenerate) altmanifoldu denir. Benzer olarak eger
RadTM : xeM — RadT,M

ise M de M nin

oM —> M
donusumine r- lightlike (r-null, r-degenerate) altmanifold denir.

Bdylece ¢, M deki X vektdr alanini M deki ¢ X vektor alanina tasiyan bir immersiyondur
ve g = §‘ 4 Indirgenmis metrik tensori

g(X.Y)=g(# X, 47). VX,Y eT(TM).
ile tanimlanir.
TM de Rad(TM) nin ortagonal timleme vektér demeti ekran dagilim olarak adlandirilan
bir non-dejenere alt vektdr demetir ve S(TM) ile gosterilir. Bdylece S(TM) perde dagilimi
(2.1) T™ = S(TM) L Rad(TM
ortagonal direk toplami igerisinde yazilir.
(2.1) denkleminden TM" de Rad(TM) nin S (TM") tiimleme vektér demeti géz niine alinirsa
(2.2) TM* = Rad(TM) L S(TM").
elde edilir. Burada S(TM") alt vektér demeti M nin perde transversal vektér demetidir.
S(TM) ve (S(TM))* nin her ikiside non-dejenere oldugundan

(2.3) TM‘M =S(TM) L S(TM)*.

ve

(2.4) (S(TM)Y" = S(TM*) L (S(TMY))*.
dir.
Itr (TM), S(TM"))*" de tiimleme bir vektér demeti olmak iizere

(S(TMH))" = Rad(TM) @ Itr (TM).
dir. Burada Itr (TM) alt vektori M nin lightlike transversal vektér demeti olarak adlandirilir ve
tr (TM) = Itr (TM) L S(TM")

seklinde tanimlanir. Béylece fr (TM), lightlike altmanifoldlarin geometrisinin ¢calismasinda 6énemli
bir rol oynar ve asla TM ye ortagonal degildir

Yukaridaki ifadelerden asagidaki birlesim yazilabilir.

(2.5) TM,, =TM ®tr(TM)=S(TM) L S(TM™*) L (RadTM & Itr(TM )).

|m

18



Erol YASAR

(2.5) denklemi M boyunca M (zerinde gatilarin lokal quasi ortanormal bazini verir (bak [2]) ve
(&, N, X,, W,,) seklinde gésterilir. Burada
1. {&} ve {N}, ie{1,..., r}, sirasiyla, T'(Rad(TM)) ve T'( ltr (TM)) nin lightlike bazlardir.
2.{X.}, ae{r+1,..., N;}, T(S(TM)) nin ortanormal bazidr.
3. W,}, ae{r+1,..., p}, T(S(TM")) nin ortanormal bazidir.
Eger Rad(TM) = TM" ise lightlike altmanifolduna coisotropik denir. Buradan
S(TM*) = {0} oldugundan

(2.6) T™,,, =TM ®tr(TM )= S(TM ) L (RadTM @ Itr(TM)).

|m

dir. Boylece M boyunca TM nin catilarinin lokal quasi-ortanormal vektor alanlari
{&1,.. & Ny, Np, Xpus, .., XNi}

seklinde verilir.

Onerme 2.1. (M, g, S(TM)), (ﬂ,g) nin bir coisotropik altmanifoldu olsun. U, M nin
koordinat komsulugu ve {&,.., &}, T(TM") nin bazi olmak Ulzere PXeI(S(TM)) ve
&, el (RadTM ) igin

2.7) gV, )=6,, et p)
ve
(2.8) gV.,N,)=0;g(Px,N,)=0

olacak sekilde TM nin {Ni,..., N} C” kesitleri vardir [4].

3. Yari-Simetrik Metrik Koneksiyon
M , (n+p)-boyutlu, n>1, C* manifold ve 6 M de lineer koneksiyon olsun. Buradan \%
nin ]N"torsiyon tensoru V)N(,feF(TAZ) igin
T(¥.7)=9V 7-V % -[X.7]
seklinde verilen (1,2) tipinde bir tensordir. Eger T torsiyon tensorl , 1-form 7 igin
T(¥.7)=#)x-z(X)¥
denklemini saglar ise \% koneksiyonuna yari-simetrik denir [8].

g ve \% , sirsiyla, M de v, 1< v < n+p-1, indeksli yari-Riemann metrik ve koneksiyon
olsun. Eger

VE=0
ise \Y% ye metrik koneksiyon denir [11].
M,V X,Y eT(TM) igin
(3.1) V.7 =Vs7+#7)¥-2(X.7)0

seklinde tanimlanan Y yari-simetrik metrik koneksiyonuna sahip bir yari-Riemann manifoldu
olsun. Burada V bir Levi-Civita koneksiyon ve , Q , 7 1-formigin

8(0,X)=7(X)
seklinde tanimlanan bir vektdr alanidir. Bunlarin yaninda X eM ve u fonksiyonu icin (2.4)

denkleminden Q vektor alani
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- j
(3.2) Q:¢Q+z/’liNi
i=1
dir.

Vv, % Levi-Civita koneksiyonundan coisotropik altmanifold tzerine indirgenen simetrik
lineer bir koneksiyon olmak tizere V@ X ,9Y € I'(TM) igin

(3.3) Vorx 97 =¢(Vx 1)+ Y BI(X. V)N,

i=1

dir. Burada Bl.l M nin ikinci temel formudur.

v, Y yari-simetrik metrik koneksiyonundan lightlike coisotropik altmanifoldu Gzerine
indirgenen koneksiyon olmak tizere V@X,9Y € I'(TM) igin

(3.4) %¢X¢Y=¢(VXY)+zp:mj(X,Y)N,.

i=1
dir. Burada mf M coisotropik altmanifoldun (0,2) tipinde tensér alanidir. O zaman (3.4)

esitligine V yari-simetrik koneksiyonuna goére Gauss denklemi denir. (3.1), (3.3) ve (3.4)
denklemlerinden
(3.5)

A1)+ Y ml (X TIN, =4V 1)+ Y BLXTIN, + Z@GT)PX ~E(6 X,47)0
dir. Il?:éylece (3.2) denklemi (3.5) del;/erine yazilirsa
KV V) + S (XN, = p(V 1 Y + (V)X — g(X.1)0)+ 3 B! (X.¥) - g (X. V)N,

i=1 i=1

elde edilir. Bu esitlikten

(3.6) V.Y =ViY+a()X -g(X,Y)0
ve
(3.7) m (X, Y)=B (X,Y)-ug(X,Y), i=1..p

bulunur, burada 7(X)=7Z(¢X) dir. O zaman (3.6) denkleminden ve Levi-Civita

koneksiyonundan  coisotropik  altmanifoldu Uzerine indirgenen koneksiyonun metrik
olmamasindan
(3.8)

(V&)Y 2) = (! (X.¥) + g (X V)7, (2)+ Y (ml (X.¥) + g (X Z),(Y),
ve

(3.9) T(X,Y)=z(Y)X - n(X)Y .

dir. Burada 7,, i=1,..., p,

n(Z)=g(Z,N,), i=l,...p
ile tanimlanan lokal diferansiyellenebilir bir 1-formdur.
Boylece (3.8) ve (3.9) denklemlerinden asagidaki dnerme yazilabilir.

Onerme 3.1. ]\2 yari-simetrik metrik koneksiyonlu yari-Riemann manifold ve M,

M nin coisotropik altmanifoldu olsun. O zaman M den M coisotropik altmanifold Uzerine
indirgenen koneksiyon yari-simetrik fakat metrik degildir.
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V Levi-Civita koneksiyonuna gére Weingarten denklemi

(3.10) Vox N, ==p(4y X)+t(X)N,, i=1..p
dir. Burada AN‘ , M nin sekil operatort ve 7 bir 1-formdur [2].
P, TM den S(TM) ye bir projektif donisim olsun. Bdylece (2.1) ve (3.1) denklemleri
kullanilirsa
VN, =Vyx N+ 1¢ X = 2'$0— ud'N,,
elde edilir, burada
Z(N)=7 ve g(@X,N)=1".

dir. Boylece (3.10) esitligi kullanilirsa
(3.11) VN =¢(=4y +ADX = 2'0)+(r(X)— uA')N,,
dir. (3.11) denklemineyari-simetrik metrik koneksiyonuna gére Weingarten denklemi denir.

Onerme 3.2. S(TM) ve S(TM), M de iki perde dagilim ve m' ve m! , V yari-simetrik

koneksiyonuna gore ikinci temel form olsunlar. O zaman M nin ikinci temel formu perde
dagilimindan bagimsizdir.

ispat. V¢ X,pY e '(TM) igin (3.4) denklemi kullanilirsa
m{(X,Y)=Z(V ;Y —§(V ,),£)
=8V, $Y.E) - g(d(V V). )
=8(V, $Y.E)

=m! (X,Y)
dir. Bu ise perde dagiliminin ikinci temel formdan bagimsiz oldugunu gésterir.
Boylece (3.4) denkleminden asagidaki 6nerme ifade edilir.
Onerme 3.3. Yari-simetrik koneksiyonlu coisotropik altmanifoldun ikinci temel formu
dejeneredir.

ispat. Y yaril-simetrik metrik koneksiyon g6z 6énune alinirsa, 6nerme 3.2 den
m (X,£)=0, VX e[(TM)

dir. Bu ise ispati tamamlar.
P, TM den S(TM) ye bir projektif donisim olmak Gzere, (2.1) denkleminden

(3.12) Vor POY = §(V PY)+ Y C/(X,PY)E
im1
ve

(3.13) V, P$Y = $(Vy PY)+ Y D! (X.PY)E

i=l1

elde edilir. Burada ¢ (V x PY) ve ¢(Vx PY) e S(TM)ve C/, D!, M de bir 1-formdur.
Boylece (3.6) denkleminden

V, PHY =Vyx PPY +1(PPY $)X — g(§ X,$ PY)§ PQ
dir, burada ¢ Q
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$O=PO+Y A

ile tanimlanan bir vektér alanidir.
Boylece (3.12) ve (3.13) denklemlerinden

(V1 PY)+ Y D (X, PY)E, =

i=1

H(Vx PY)+ S Cl(X.PY)E + 2(PPY)PX - g(p X.$PYNP PO + AE)

i=1
dir. Buradan da

p p
(3.14) >'D/(X,PY)=).C/(X,PY)-Ag(X,PY)
i=l i=1
ve

(3.15) Vx PY=Vx PY+7n(PY)X —g(X,PY)PQ
elde edilir, burada 7(X) = 7 (¢ X) dir.
(3.15) denklemi kullanilirsa

(3.16) (Vox g)(POY,PPpZ)=0.
ve

(3.17) T@X,0pY)=n(PY)X —n(PX)Y.
elde edilir. Boylece (3.16) ve (3.17) den asagidaki 6nerme ifade edilir.
Onerme 3.4. Yari-simetrik koneksiyonlu M coisotropik altmanifoldundan perde Uzerine

*

indirgenen V koneksiyonu yari-simetrik metrik koneksiyondur.

4. Gauss ve Codazzi Denklemleri

V Levi-Civita ve V indirgenmig koneksiyonlari géz dnlne alinirsa M ve M nin egrilik
tensorleri

KX,Y)Z=VxVy Z-ViV3Z-Nixnr Z
ve
K(X,Y)Z=VxVyZ-VyVxZ-VixnZ
dir. Buradan V koneksiyonuna gore coisotropik altmanifoldunun denklem yapilari

VoX,pY e '(TM) igin
(4.1)

FK(PX.9Y.$ PZ), PIW) =

¢(g(1°<(X, Y)PZ,PW))+ iBl.’ (X,PZ)C!(Y,PW)~ iBl.’ (Y,PZ)C!(X,PW)

(4.2)
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FK(P X, PY,E),PW) =

He(K(X.N)E P+ B (X.£)C/(Y.PW) S B/(Y.PZ)C! (X, PW)

(43)
E(K(pX,9Y,N,),PopW) =

¢(g(1°<(X,Y)PW,N,-))+Zp:Bf(X,éi)g(AN,YaN,»)—ZP:BZ(Y,PW)g(AN,XaNi)

i=1 i=1
dir [2]. Burada

K(@X.9Y.$Z.0 PW)=G(K(@X.$Y)Z.6 PW)
ve
K(X,Y,Z,PW)=g(K(X,Y)Z,PW).
Seklin de tanimhdir. Boylece %yarl-simetrik metrik koneksiyonlu Af yari-Riemann
manifoldunun egrilik tensoru
R(9pX,9Y)pZ = V¢XV¢Y¢Z - V¢YV¢X¢Z - V¢[X,Y]¢Z

dir. Buradan (3.4) ve (3.10) dan
(4.4)

R(@X,$Y)PZ = J(R(X,NZ)+m(Y,Z)(~Ay +AD)$ X = A'm{(Y,Z)$Q
—m(X,Z)(~Ay + A1) PY + Am(X,Z)pQ+{m/(x(Y)X — n(X)Y,Z)
+(Vym) )Y, Z) = (Vym )X, Z)+m (Y, Z) (2 (X) = u A") = m{ (X, Z)(@(Y) = u A)}N,

1

~

Boylece (4.4) denklemiile pPW , & ,ve N, vektor demetleri skaler garpilirsa
(4.5)
R(pX,$Y,$Z,6 PW) = (g(R(X,Y)Z),PW)+m|(Y,Z)(~Ay, + A1 Z($ X, 4 PW)

—m{(X,Z)(~ Ay, + ADE(PY,pPW)+ 2 m(X,2)Z($ Q.4 PW)
(4.6)
R(PX.$Y,$Z.&) =m(x(V)X = 2(X)Y,Z)+(V ;m )Y, Z) = (Vym! )X, Z)

+m (Y, Z)(x(X) = p A") = m{ (X, Z)AY) = u A)
(4.7)
R($X.$Y.$Z,N,) = g(¢(R(X,Y)Z),N,)+m/(Y,Z)(~A, +AD)Z($X,N,)

—m (X, Z)(~4y +ADgPY,N)+A'm/(X,Z)g($O,N,)

11
_ﬁ“ m I(Y,Z)g(¢Q,N,)
elde edilir. Bu (4.5)-(4.7) denklemlerine yari-simetrik koneksiyonlu coisotropik altmanifoldunun
Gauss ve codazzi denklemleri denir.
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