FEN FAKULTESI FEN DERGISI _ Nisan (2016) 42 (1), 77-83

Arastirma Makalesi I Gelis (Recieved) :14/03/2016
SELCUK Sy Qoo LU0

UNIVERSITESI

Ger¢ek Kiiresel Harmonikler I¢cin Dénme Matrislerinin Hesaplanmasi

Erhan AKIN
Selguk Universitesi, Fen Fakiiltesi, Fizik Boltimu, Kampiis, 42250, Konya, Turkiye
e-mail: eakin@selcuk.edu.tr

Oz: Bu galismada Slater-tipi orbitaller tizerinden ¢ok-merkezli molekiiler integrallerin hesaplanmasinda
kullanilan dénme matrisleri, matris formunda bir algoritma kullanilarak hesaplanmistir. Sonuglar doénme
matrislerini iceren bir analitik ifade kullanilarak test edilmis ve sonuglarin birbiri ile uyumlu oldugu goriilmistiir.

Anahtar kelimeler: Dénme matrisleri, Gergek kuresel harmonikler

Calculation of Rotation Matrices for Real Spherical Harmonics

Abstract: In this study, rotation matrices used in the evaluation of multicenter molecular integrals over
Slater-type orbitals have been calculated by using an algorithm in the matrice form. Results have been tested by
using an analytical expression containing rotation matrices and it have seen that results are in a good agreement
with each other.

Keywords: Rotation matrices, Real spherical harmonics.

1. Giris simetriye  sahip  olmadigindan  dalga

fonksiyonu radyal ve agisal kisim
Bilindigi gibi, kiiresel potansiyele o
carpanlarina ayrilarak ¢6ziim yapilamaz. Bu

sahip bir kuantum sistemi icin Schrodinger
P ¢ g nedenle  kiiresel  simetrik  elektriksel

denklemi tam olarak c¢ozulebilir ve bu . .
potansiyele  sahip  olmayan  kuantum

¢coziimden elde edilen dalga fonksiyonu ) . . .
sistemlerinin  fiziksel ~ parametrelerinin

kullanilarak sistemin fiziksel 0Ozellikleri . L . )
hesaplanabilmesi icin varyasyon yodntemi,

ozellikle atomik sistemler i¢in kolaylikla . . L
pertirbasyon yontemi, 6zuyumlu alan

hesaplanabilir. Ornegin hidrojen atomunda . . . .
yontemi ve bu yontem iginde yapilan

elektriksel potansiyel kiresel oldugu ici
potansty S¢h OCUBU I o rtree-Fock (Fock, 1930) yaklagimi gibi

Schrodinger denklemi tam olarak . .
bir ¢ok yontem kullanilmaktadir. Bu

¢Ozilebilmistir. Bununla  birlikte  ¢ok . . .
yontemler icinde en cok kullanilan yontem

elektronlu  atomlarda elektronlar arasi .
ise daha sonra Roothann (1951-1960)

elektriksel ve manyetik etkilesmeler
Y ’ tarafindan gelistirilen Hartree-Fock-

nedeniyle elektriksel potansiyel kiresel o
y P 4 Roothann yontemidir. Hartree-Fock-
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Roothaan yonteminde kuantum sisteminin

dalga fonksiyonu, elemanlar1

l"li :ZCiplp (1)

ile verilen bir determinanttir. Burada £ ler
Slater tipi atom orbitalleridir ve gergek

kiresel harmonikler igin

(20)"

J(2n)!

X (§51) = e s, (0.9)  (2)

seklinde tanimlanir. Buradan anlagilacagi

gibi Hartree-Fock-Roothann dalga

fonksiyonlart  kullanilarak bir kuantum
sisteminin fiziksel 0Ozellikleri hesaplanmak
istendiginde kuantum mekaniginin beklenen
deger postiilasina gore Denk.(1) ile verilen
bir
dolayisiyla da Denk.(2) ile verilen Slater-tipi

elektronlu molekiiler orbitaller

atom orbitalleri  Uzerinden  molekiler

integrallerle karsilagilir. Molekiiler integral
atom  orbitalleri

icindeki  Slater-tipi

molekiiliin ayni cekirdeginde
merkezlenmisse bu integrallere bir-merkezli,
farkli ¢ekirdeklerinde merkezlenmis ise ¢ok-
merkezli molekiiler integraller adi verilir.
iki

molekiilse ana koordinat sisteminin z-ekseni

Eger incelenen molekul atomlu bir
molekiiliin c¢ekirdeklerini birlestiren ¢izgi
boyunca alinir ve ¢ekirdekleri merkez kabul

eden yerel koordinat sistemlerin z-eksenleri
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de ana koordinat sisteminin z-eksenine
paralel secilerek hesaplamalarda 6nemli
kolayliklar elde edilir. Ancak molekiiliin
atom sayist ikiden ¢oksa ve bu atomlarin
bir cizgi

yerlesmemisse (non-lined up molekil) boyle

cekirdekleri Uzerinde

molekiillerde ~ yapilan  hesaplamalarda

calisgtlan  kiiresel ~ harmoniklerin  yerel
koordinat sisteminden lined-up koordinat
sistemine  dondurilmesi  gerekir.  Bu
dondiirme islemini gergeklestiren katsayilar
donme matrisleri olarak adlandirilir ve ayni
zamanda bu matrisler acisal momentumun
kuantum teorisinde de 6nemli rol oynarlar.
Bu c¢alismada  donme  matrislerinin
bilinmeyen seklinde oldugu lineer denklem
bu
sistemleri matris teorisi ile ¢ozllerek donme

elde

sistemleri  olusturularak denklem

katsayillarinin ~ sayisal ~ degerleri

edilecektir.

2. Materyal ve Metot

Eksenleri  uzayda olarak

keyfi

yonelmis bir S-koordinat sistemi ile bu

koordinat sisteminin z-ekseni etrafinda
saatin tersi yonde bir « agis1 kadar
dondiiriildiikten sonra donmiis y-ekseni

etrafinda saatin tersi yonde /f acis1 kadar
dondurdldikten sonra donmiis z-ekseni
etrafinda yine saatin tersi yonde bir yacisi
kadar dondurilerek yeni bir S’-koordinat
olusturuldugunu diisiinelim. S’-

sistemi

koordinat sistemindeki bir gercek kiresel
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harmonik, S-koordinat sistemindeki gercek

kiresel harmonikler cinsinden

S0(0,0)= YR f1Sw(00) @

toplam1 seklinde ifade edilir (Nechaev,

1994).  Burada R!. (a, B, y)donme

katsayilaridir ve gercek kiresel harmonikler

Y, (0,0) =Y, (0, p) fazinda

cos(|m|p) - m > Oise

(4)

Sin(0,9) =P, (cos0)

z(l+6

mo

sin(mjp) - m < ise

biciminde tanimlanir. Dek.(4)  deki

Pjm (COs O)ilgili Legendre fonksiyonlaridir
(Arfken ve ark., 2011).

Denk.(3) de i =m'+ /¢ +1 donilisiimii yapilir

ve belli bir 8, ¢ ;0 , ¢ takim j ile
kodlanirsa ( ] =1,2,3,...,2¢ +1)

20+1 ,
Sim (9}140;) = Z Riiim (a7ﬂ77)8(i—[—1(0j7(pj) ®)

i=1

olur. Denk.(5) (2(+1) tane farkli degere

sahip ac1 takimi i¢in tekrar tekrar yazilirsa
elde edilen denklem sisteminin sol tarafi

(27 +1) elemanl: bir siitun matrisi sag tarafi

ise (20+1)x(2¢+1) boyutlu bir katsayilar
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matrisi ile elemanlar1 R, ler olan bir

siitun ~ matrisinin  ¢arpimi seklinde
distiniilebilir. Yani,
AX =B (6)

yazilabilir. Burada B matrisinin elemanlari
S{’,m (9;’ ¢;) adl

A matrisinin

ler, katsayilar matrisi

elemanlar1 ise

S,i-11(0;,9;) lerdir. Buna gore Denk.(6) ile

verilen

verilen deklem sistemi herhangi bir

yontemle c¢ozllerek R/, ler kolaylikla

hesaplanabilir.

3. Arastirma Sonuclari ve Tartisma

Bu calismada kiiresel harmoniklerin

Denk.(5) ile  wverilen donddrilme

bagmtisindan yararlanilarak (27 +1)sayida

farkli (6,¢) acis1 kullanilarak (2/+1)

sayida lineer denklem elde edilmistir. S-
koordinat sistemindeki agilar bu koordinat
sisteminde keyfi olarak secilen bir p

noktasinin Kartezyen koordinatlari

(x, Y, z) kullanilarak kartezyen ve kiiresel

koordinat sistemleri arasindaki doniisiim
bagintilarindan elde edilmistir. P noktasinin
S’-koordinat

donmiis sistemindeki

kartezyen koordinatlari
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X' X
y'|=R(apy) y (7)
7 z

bagintisindan elde edilmistir. Buradaki

R(afy) Euler donme matrisidir (Arfken ve
2011).
(X', y, 7)

koordinat sistemindeki agilar kartezyen ve

elde edilen

S’-

ark., Bu sekilde

kullanilarak ~ donmiis

kiiresel koordinat sistemleri arasindaki
doniisiim bagintilarindan elde edilmistir. Bu

islemler sonucunda elde edilen (2/+1) adet

denklemden R, lerin bulunmasi igin

Gauss yok etme yontemi kullanilmigtir
(Arfken ve ark., 2011). Yapilan bilgisayar
programinda [(26 +1)+1] tane (x,V,2)

koordinat degeri onceden hazirlanmis bir

veri  kiitiiglinde  depolanmistir.  Bu
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verilerden  (2/+1) tanesi R, leri

hesaplamak icin kalan bir veri ise elde
edilen R/ lerin dogrulugunu Denk.(5) den

yararlanarak goérmek i¢in kullanilmustir.
Denk.(6) ile gosterilen matris denklemini
olusturmak i¢in gerekli gergek kiiresel
harmoniklerin sayisal degerlerini
hesaplamak icin ise Weniger ve Steinborn
(1982)’un algoritmalarindan
yararlanilmigtir. /=5 degerine karsilik
gelen donme matrisleri Cizelge 1 de
verilmistir.

Denk.(5) ile yapilan test sonuglar1 ise
Cizelge 2 de verilmistir. Bu sonuglardan
goriildiigli gibi bu c¢alismada Onerilen
yontemle donme katsayilar1 basarili bir

sekilde hesaplanabilmektedir.
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Cizelge 1: R’ (10,30,60) nin Matris eleman degerleri

-5 -4 -3 -2 -1 0

-5 0.696288066936 0.204915657945 -0.218966229780 -0.146998876158 -1.432945414967E-02 1.679458505384E-02

-4 -0.562960835324 4.359878967890E-02 -0.439785470141 -0.413745774198 -1.460808430049E-02 7.718687096991E-02

-3 0.294903260726 1.011965672930E-03 -3.382911733503E-03 -0.428810914244 9.073776550571E-02 0.187921685647

-2 -0.114007116437 -7.154868935777E-02 0436053859755 0125477674707 0.293566089543 0.237119350235

-1 3.524574593215E-02 9.252376405336E-02 -0.573408299829 0.374333644111 0.247134884027 9.720254104503E-02

0 -1.898654501487E-02 0.103993589937 -2.238083352489E-14 -0.600407271443 0.484772549810 -0.223272174413

1 3.689536932294E-02 -0.189472028849 0101107354222 6.123271149649E-02 0569249278386 0.551263003849

2 -0.653163422279E-02 0436443813157 -0.158710625488 -2.072847211600E-02 -0.240195905754 0.651480060487

3 0.170136449948 -0.572346382504 1.953124999973E-03 -0.278683465156 -0.425091627101 0.325489907385

4 -0.204915657945 0.246424492590 0.369023825793 -0.156258923987 -0.210349472317 9.198773077941E-02

5 0122773186391 0562960835324 0.260953790998 -2.659528928744E-02 -4.897139601394E-02 1.409233012451E-02
1 2 3 4 5

-5 5.028832503691E-02 2515180725172E-02 -0.260760706405 -0.562955306789 -0.122775721392

-4 0227837521797 0.144145987450 -0.367521608899 -0.246309755680 0.204884304064

-3 0529866573782 0.216464728384 5.074367600285E-03 0573514899811 -0.170388503962

-2 0.607444846503 -0.198821324513 0.179990686756 -0.428537655332 9.501884986254E-02

-1 0.186026354871 -0.598114745956 -6.471939710945E-02 0.228641134490 -4.402189665814E-02

0 -0.279883562128 -0.346645299791 0.375843371295 -6.004072714432E-02 -1.096188687532E-02

1 -0.386616621275 0.178924564255 -0.367041940203 5.965698195692E-02 3.265190210845E-02

2 -0.144104154972 8.676512195256E-02 0.494520347575 -8.097088134975E-02 -0.114273861135

3 -9.073776550583E-02 -0.428810914243 8.789062500011E-03 -1.011965672960E-03 0294903260726

4 -6.265610535703E-02 -0.411609936671 -0.437995197761 4.328355261034E-02 -0.562955306789

5 -2.179812977456E-02 -0.146473491663 -0.218804212570 0.204884304064 0.696288989601
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Cizelge 2: Denk.(5) ile gergeklestirilen test sonuglari

(60 =62.0616472704° ¢ = 45° , 0’ =39.8618419177°, ¢' =-7.75818706979°)

/m Denk.(5) in Sol Tarafi Denk.(5) in Sol Tarafi
5-5 -4.447810706386E-02 -4.447810706386E-02
5-4 -0.138613348931 -0.138613348931
5-3 -0.219011657555 -0.219011657555
5-2 -0.155191054903 -0.155191054903
5-1 -1.625015703935E-03 -1.625015703934E-03
50 -0.392577554457 -0.392577554457
51 1.192763402030E-02 1.192763402030E-02
52 0.558980485858 0.558980485858
53 0.509161530781 0.509161530781
54 0.230392965976 0.230392965976
55 5.533753398136E-02 5.533753398136E-02
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