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OZET

Ucgen kesitli halka sonlu elemanlarin direngenlik matrisinin nimerik integrasyona basvurulmaksizin elde
edilmesini saglayan sabit matridler, literatiirde verilen ifadelerden hareketle bilgisayarda elde edilmistir.
Elemanin kose digimlerinin koordinatlar ve malzeme Ozellikleri verildigi takdirde, halka sonlu elemanin
direngenlik matrisi sdzkonusu sabit matrisler yardimi ile kolayca el de edilmektedir.

Anahtar Kelimeler: Uggen halka elemanin direngenlik matrisi. Uggen halka eleman. Eksenel simetrik
cisimler.

A METHOD FOR STIFFNESS MATRIX OF TRIANGULAR TORUS ELEMENT

ABSTRACT

The matrices of constants for the stiffness matrices of triangular torus elements family are generated on
computer by using the expression given in literature. After the matrices are generated once, it is easy to obtain
the stiffness matrices for all member of family of triangular torus elements without need for numerical
integration.

Key Words: Element stiffness matrix for triangular toroid. Triangular torus element. Axisymmetric solids.

1. GiRiS dugumlt), kuadratik (6-digimid) ve kibik (10-
dugiml) yerdegistirme fonksiyonlu elemanlar
Ucgen kesitli halka sonlu elemanin direngenlik olusturmaktadir.

matrisinin formilasyonu ilk olarak Utku (1968)
tarafindan yapilmistir. Moser ve Swoboda (1978)

diizlem tiggen sonlu elemanin direngenlik matrisinin 2. DIRENGENLIK MATRISI

acik ifadesini vermistir. Bu ifade oldukca

uzun terimlerden olusmaktadir. Subramanian ve Kullanilan Gggen kesitli halka elemanlar ailesinde
Bose (1982), dizlem Ucgen elemanlar ailesine ait (sekil 1) elemanlarin her bir dugiimi yerdegistirme
direngenlik matrisi ifadesini ve bu matrisi olusturan cinsinden iki serbestlik derecelidir. Elemanin
matrisleri aglk olarak vermistir. Ancak halka herhangi bir noktasinin r ve z dogrultusundaki
elemanlar ailes icin yaniz direngenlik matris yerdegistirmeleri u ve v, sekil fonksiyonlari
ifadesi verilmistir. Bu c¢alismada, halka sonlu yardimiyla, digum yerdegistirmeleri cinsinden,

elemanlar  alesinin  direngenlik  matriderini
olusturmak icin gerekli olan, sabitlerden olusan {u} [N oHu}
matrisler bilgisayarda hesaplanarak acik olarak =

verilmistir. Ucgen halka elemanlar ailesini, lineer (3- 0 NJLV

v )
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seklinde ifade edilebilir. Denk. (1) de U ve V,
siraslyla, elemanin  digumlerindeki, u ve v
yerdegistirmelerinden olusan vektorlerdir. N, aan
koordinatlari  cinsinden  sekil ~ fonksiyonlari
vektorudir. Kuadratik yerdegistirme elemant igin,

UT = {U]_, Up, ..., UG}

VT= {Vl, Vo, vy VG}

N ={(2L;-1) L4, (2L,-1) Ly, (3L3- 1)Ls,
414, 4oL, 4sl, }

dir. N sekil fonksiyonlari vektord, L =1 - L; — L,
yazilarak L, veL, cinsinden,

N=y'Q 2

formunda diizenlenebilir. Burada v vektori ve Q
matrisi elemandaki diigiim sayisi, r, mertebesindedir.
v her elemani L,™ L," formunda degiskenlerden
olusan bir vektor, Q ise sabit bir matristir (Bak. Ek).

Kuadratik yer degistirme elemani igin, (m; , n; ) ¢ifti
(0,0), (1,0), (0,1), (2,0), (1,1), (0,2) dir.

Sekil 1 Uggen kesitli halka sonlu eleman

Eksenel simetrik bir yiUkleme etkisindeki halka
eleman icin  verilen  zorlanmaryerdegistirme

bagintilari, u/r yerine g, = u/r yaklagimi yapilarak,

(e | [ouszor ]
€7 ov/oz

B Yrz " lou/éz+av/or ©
o) e

seklindedir. Burada, r = (r; + rp + r3) / 3 dur.

(3) bagintisindan Uggen kesitli eleman  Uzerindeki
herhangi bir noktanin zorlanmalari,

1, y
€= oA g 4)
olarak ifade edilebilir. Burada,
[0 z z 0 0]
| 23 31 |
b | O 0O O r, ' | )
= | 2
| O I,-32 I’-13 223 231 |
(ca/h 0 0 O O]
g" ={u, duldLy, BulbL,, ovIAL 1, dvIL ) (4b)

ve A, Ucgen kesitli elemanin alani olup

|_1 r z —|
| 1 1 |
oA = |1 r -
| 2 2|
Ll r z, J

bagintisindan hesaplanir. Yukarida, r; =r; -r; ve
Zj= Z-Z dir.

Eleman  denklemleri  cikarilirken ~ minimum
potansiyel enerji prensibi kullanilacaktir. Potansiyel
enerji, 1,

=Uy -V, ©)
seklinde tanimlanmustir. Zorlanma enerjisi, Up,
Up =@/ 2)2r)le"De dr dz ©6)

dir. Denk. (6) da e yerine Denk. (4) deki ifadesi ve
koordinat donisuimi yapilarak, dr dz = 2A dL, dL,
yazilip G = P" DP tanimi kullanilarak,

nr [i1fiLr,
Up="or" [l gegd, a,
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elde edilir. Burada G, 5x5 boyutunda, elemanin
malzemesine ve Kesitinin geometrisine bagli olan

fakat Ucgenin  mertebesine bagli  olmayan,
sabitlerden olusan simetrik bir matristir.
g vektorind, u ile u ve v nin tlrevleri

olusturmaktadir. u ve v nin L; ve L, ye gore
turevieri, Denk. (2) deki N matrisi, Denk. (1) de
kullanilarak kolayca hesaplanabilir. Ornegin,

ou

oL, (w QU)

8
mi-1y n;
=2i2jmiQij L LY

olur. Toplama islemi, i ve j, 1 den baslamak Uzere
elemanin diglim sayisi r ye kadar arttirilarak yapilir.

=Ly
]. |_1 |_2dL dL, =p!g!/ (p+q+2)!

0

oldugu g6z o6nlne ainarak Denk. (6) entegre

vty

elde edilir. Dis kuvvetler vektort f © olmak Gzere, dis
kuvvetlerin yaptigl is,

~(u” vTire)

1
UP=E{UT 9)

Vp (20)
seklindedir. Minimum potansiyel enerji prensibi,
oIl 0
)
\%
sartiyla ifade edilmistir. Denk. (5), (9), (10) ve
Denk. (11) g6zonune alindiginda,

o 47 )

(11)

0

elde edilir. [K ], elemaninin direngenlik matrisi

olup,

ke =TT B .
A YT Z 49

seklinde elde edilmektedir. Burada,

X=GuE+GpH+H")+Gi@+J")+GxrA
+G;(B+B') + Gy C

Y=G]_4H +Gl5J+Gz4A+G25B
+Gy B + G5 C

Z=GuA+Gy B+BT)+GxC
ve A, C, E simetrik kare matrider; B, H, J simetrik

olmayan kare mastrisler olup ifadeleri asagidaki
sekilde elde edilmektedir.

AijzggmkmekiQaF(karm@—2, n,+n,)
Bijzkzrizr;mkn QuQ,;F(m +m, -1n, +n, -1)
iy
CijzzgnknéQkiQ”F(mk+m€,nk+né—2)
Eijzkzrilzr;QkQaF(m +m,,n,+n,)
Hijzk;1 r m[QkiQﬂ.F(mk+mé -1n,+n,)

Zzn/QkiQijF(mk +m,,ng+n, _1)
=1 (=

Fmn=m!'n/(m+n+ 2)! (14)
Yukaridaki Gy , Gip v.d. simetrik G matrisinin
elemanlaridir. Sabit matriser bir kez elde edildikten
sonra ayni matrisler kullanilarak her elemanin [K€]
matrisi  olusturulabilir. Elemanlara gore degisen
sadece G matrisidir.

Elde edilen (K], elemaninin - dugim

yerdegistirmeleri  vektorinin {U V} dizenine

v goredir. [K®] yi aisilmis diizene yani yerdegistirme

) vektorinin {u, , Vi, U, Vo ... }1 sirasina uygun

olur. Turev alarak, sekle getirmek basit bir programlama mantigi ile

gerceklestirilir. {f ¢} duglm kuvvetleri vektorinin

[K e] {U} {f e} de buna uygun diizende olacag! agiktir.

= 12
Vv (12)
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2.1. Gerilme Hesabi
Gerilme zorlanma bagintis,
o=Deg

seklinde tanimlanmistir. € yerine Denk. (4) deki
ifade yazilirsa, elemanin herhangi bir noktasindaki
gerilmeler,

1
c= Z DPg (15)

ifadesiyle hesaplanir. Burada,
G = {Gru Oz Trz GS}T (16)

dir. P Denk. (4a) da verilmistir. P, elemanin
derecesine bagimli degildir.

Elemanin yerdegistirme fonksiyonunun derecesine
gore degisen, g vektorudir. Denk. (4b) de gorildigu
gibi g, yerdegistirme fonksiyonunun bilesenleri ve
turevlerinden olusmaktadir. Bu ylizden g vektorinin
terimlerinin lineer, kuadratik ve kubik yerdegistirme
fonksiyonu icin gosterilmesi gerekli olacaktir.

a) Lineer yerdegistirme elemani icin g vektorinin
elemanlari, u, ou/oL,, ouloL,, ov/oL4, ov/oL, nin
acik ifadeleri:
Denk. (1) ve (2) den,
u=NU veya u=y' QU
seklinde yazilabilir. Burada:

y={1L;L,}"

U = {ulv uZ: u3}T

[0 o

1]
u={1 Ly, L} |1 0 -1|
o 1 )

|

{

u=u L; +u L2+U3 (1—L1—L2

ull
u
o
)

ou o, .
= U
o, oW

QveU, L;vel, yebagimli olmadigindan, tirev
islemi sadece de yapilarak diger terimler bulunur.

; |F 0 1T| U1L
A _1010{1 0 -1fu,t=u;-ug
oL, [
1 -1jlus
[0 0 1][u,
U 10011 0 -1fuyt=u,-ug
oL, L
1 -1jlus
[0 0 1] 2
N _1020]1 0 -1liv, =v,-v,
T
1 -1i{vsy
5 |r 0 ﬂl vll
N PR
- V3

b) Kuadratik yerdegistirme elemani icin g
vektorinin elemanlari:

u=y' QU

Burada,

Y={L Ly Lo L% Ly L, L2}
U={uy U, ..., Ug} "

V ={vy, Vp, ..., Vg}

olup lineer yerdegistirme elemaninda yapilana
benzer sekilde g vektérinin terimleri bulunabilir:

ou
oL,

-{0, 1, 0, 2L, L, 0}[Q]{u

ou
oL,

={0, 0, 1, 0, L,, 2L,)[Q]{U

ov
oL,
ov
oL,

-{0, 1, 0, 2L,, L,, O}[Q]{V]

={0, 0, 1, 0, L,, 2L,/[QJ{V}

¢) Kibik yerdegistirme elemani igin g vektorinin
eemanlari yukardakilere benzer sekilde
belirlenebilir. Burada,

u={1,Ly Lo L%, Lyl L%, L3, L3 L, Ly LS,
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L%}Q]{U}
olup yerdegistirme vektoru
UT: {Ul, up, ..., Ulo}

seklindedir.

2.2 y Vektorleri, Sabit Qve A,B,C,E H,J
Matrisleri

W =1, Ly, Lo L2, LyLo, L%, L3, L2 Lo, Ly LS,
L3}

(miv ni) - (010)! (1!0)1 (011)1 (210)1 (111)1 (012)1
(3,0), (0,2), (1,2, (0,3)

v vektorl, kibik yerdegistirme fonksiyonuna aittir.
Ancak bastan ilk U¢ terim lineer, ilk alti terim
kuadratik yerdegistirme elemaninin y vektorini
olusturmaktadir. Yani v vektoruinde eleman digum
sayisl kadar terim bulunmaktadir.

Benzer sekilde yukaridaki (m;, ) ciftinde de ilk g
Gift lineer, ilk alti cift kuadratik yerdegistirme
elemaninin (m;, ny) ciftleri olmaktadir. Q matrisleri

ile lineer, kuadratik ve kibik yerdegistirme
eemanlarinin direngenlik matrislerinin
hesaplanmas! icin gerekli olan A, B, C, E, H, J
matrisleri ekte verilmistir. Bu sabit matrislerde alt
indisler 1, 2 ve 3, sirasiyla ilgili matrisin lineer,
kuadratik ve kubik yerdegistirmeye ait oldugunu
gostermektedir

3. SONUC

Malzeme o¢zellikleri ve halka elemanin kesiti ile
dcgenin kése  dugimlerinin koordinatlari
verildiginde G matrisi hesaplandiktan sonra, bu
calismada (EK)te verilen A, B, C, E, H, J matrideri
kullanilarak halka kesitli elemanlar ailesinin her
elemani icin eleman direngenlik matrisi nimerik
integrasyona gerek kalmaksizin kolayca
hesaplanabilmektedir. Bu yontem eksenel simetrik
disk problemine uygulanarak test edilmistir (Gilinay,
1989).
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