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OZET

Genéllestirilmis Diferansiyel Quadrature Metodu (GDQM); fen ve mihendislik aanindaki diferansiyel
denklemlerin direkt ¢ozUmi icin gelistirilmis aternatif bir metottur. Bu calismada ise, GDQM’'nun yeni bir
versiyonu olan DQEM tanitilmis ve yapi elemanlarinin statik anaizine uygulanmistir. Onceki calismalarda
fiziksel sistem tek bir eleman olarak gbz Ontine alinlyordu. Bu metotla, incelenen sistem, sonlu elemanlar
metodundaki gibi, elemanlara ayrilarak, sistemin incelenmesi saglanmistir. Metot daha dnce gelistirilmis olan
GDQM’ nun sagladigl tim avantajlari kullanmakla birlikte programlama kolayligl ve hesaplama siiresinin
kisaigl ile etkinlik saglamaktadir. Metot detayli olarak ele alinmis, verilen sayisal drneklerle elde edilen
sonuglarin, dneeki calismalarla uyumlu oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler : Diferansiyel quadrature eleman metodu, Statik analiz

STATIC ANALYSIS OF STRUCTURAL ELEMENTS BY USING DIFFERENTIAL
QUADRATURE ELEMENT METHOD (DQEM)

ABSTRACT

The Generalized Differential Quadrature Method (GDQM) is an aternative method to direct solution of
differential equations on the field of engineering and science. In this study, DQEM which is a hew version of
GDQM, is presented and applied to static analysis of mechanical elements. In the previous studies, the physical
system is considered as a single element. In this method, analyzed system is divided into elements as in the
Finite Element Method. The method has all of the advantages of GDQM and is an effective method with the
easy programmability and short computational time. The method considered in details and with the given
numerical examples, it is shown that the results are in good agreement with the pervious studies.

Key Words : The differential quadrature element method, Static analysis
1. GIRIS etmek icin, sistemde birgok digiimiin kullaniimasina

ihtiyag yoktur. Bu ylzden DQEM, yapl elemani
Uzerindeki  istenilen noktaarin  ¢dzUmi  igin

Mihendislikte, yapi problemlerinin ¢ozimi icin kullanishdir. GDQ (Genellestirilmis  Diferansiyel
bircok metot gelistirilmistir.  Bunlar  ‘Sonlu Quadrature)’'da  sistemin  bir  eleman olmasi
Elemanlar, Sonlu Farklar, DQM (Diferansiyel zorunluydu (Bert et a., 1988; Du et a., 1994). Bu
Quadrature  Metot  vb.dir.  Yapinin  bazi calismada, bir eleman yerine daha fazla eleman
noktalarindaki sonuclar hesaplanmasi istendiginde kullanildi ve sonuglarin Sonlu Elemanlar Metodu ile
en kullanisli metot, DQEM (Diferansiyel Quadrature uyumlu oldugu gorGldu. Ayrica DQEM ile sonuglari
Eleman Metot)'dir. Bu metotta iyi sonuclar elde elde etmede daha az hesaplama zaman
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gerekmektedir.  Quadrature Eleman  Metodu
(QEM)'de oldugu gibi, u¢ dugim noktalarini
birbirine yaklastirma gerekmediginden, bu zorluk
ortadan kaldinimigtir (Striz et a., 1994; 1997; Chen
et a., 2000). DQEM yapi problemlerinin ¢bzimunde
kullanilan alternatif bir metottur. Bu metot sadece
diferansiyel denklemlerin ¢ozimiunde degil ayni
zamanda integral denklemlerin ¢dziminde de
kullaniimaktadir.

2. DQEM'NIN YAPI ELEMANLARINA
UYGULANMASI

2. 1. Qubuk Elemanlardan Olugsan Kafes
Yapilari

ikinci dereceden denklem modeli igin, Sekil 1'de
gosterildigi  gibi x-ekseninde yonlenmis narin
cubuklarda sistemi ifade eden denge denklemi;

d du

seklindedir (Chen, 1994; Chen et al., 2000). Ayrica
lineer elastik cubuklarda sistemi ifade eden denklem
ve denge denklemleri (Chen, 1994; Striz et 4a.,
1994);

d?u du
EA—=0; EA—= 2

v ity @)
Sekil 1'de goruldigu gibi cubuk eleman Gg digim
noktasina ayrilmistir. Cubugun ug¢ noktalarindan
eksenel yuk etki etmektedir. Denklem (2), cubugun
digim noktalarina uygulandiginda;

P P
—{ — - X
1 2 3

Sekil 1. Ug digiim noktall DQEM cubuk elemant

du p
1 noktasinda; —_— = 3
& =TEa ©)
2
2 noktasinda; d—l; =0 4
dx
du p
3 noktasinda; —_— = 5
a; " EA ©)

seklinde elde edilir (Chen, 1994; Striz et al., 1994).
Denklem (3), (4) ve (5)'e DQEM uygulandiginda
(Chen, 1994);

3
B2j; =0,
=1

EA < . EA
ST MR T
= : ©)

3

EA :
T 2 Asd) =Ps:
j=L

ve p; uygulanan yik olmak Uzere, denklem (6)
matris formunda (Thomson, 1993);

[K}5} = {F} )

olarak yazilabilir. Denklem (7)'deki {5} ve {F}
siraslyla;

Uy Py
Bf=1us {Fl=10 ®
us Ps3

olarak verilebilir. [K] matriss elde edilirken,
Denklem (6)'daki kitle katsayilari matris seklinde
yazildiktan sonra asagidaki bicimde duzenlenir
(Wang and Gu, 1997).

K Kg |[8 F

P Rk
Kie Kii 6i FI

Denklem (9)'daki e ve i harfleri sirasiyla elemanin

iki dis diigiim noktasini ve tim i¢ digiim noktalarini
ifade etmektedir. Denklem (9) acik ifadeyle;

[Keel{ 8¢} + [Keil{ 8} ={ Fe} (10)
[Kiel{ 8¢} + [Kill{ 8} ={ Fi} (11)
olarak yazilabilir. Denklem (11)'deki {8} ifades
denklem (10)' dayazildiginda;

(K o+ [K o 1K T K e )6 =
K]

(12)

ifadesi elde edilebilir. Denklem (12)’den elde edilen
[K] matrisi ve {F}vektori denklem (7)'de yerine
konularak cubuk elemandaki uzama miktarlari
bulunabilir.
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Sekil 1'de verilen 3 digim noktall cubuk eleman
icin [K] matrisi DQEM uygulandiginda;

EA A —Ap —Ag
[K]:T Bx B By (13)
Ag Az Az

olarak elde edilir ve Denklem (7)'den sonuca
ulasilir.

2. 2. Kirig Elemanlardan Olugsan Kafes
Yapilari

DQ metodunun 6nceki versiyonu olan DQM’de, bir
boyutlu problemler icin ¢dziim fonksiyonu v(x);

v(x)= le(x)vj (14)

olarak alinmigti (Wang and Gu, 1997). (14) numarali
denklemde N, hesaplama yapilacak olan elemanin,
dis noktalarini da iceren diigiim noktalarinin toplam
sayisl, | j(x), Lagrange interpolasyon fonksiyonu ve

Vvj, j noktasindaki ¢dztim fonksiyonudur. Cozim
fonksiyonunun i. digim noktasinda k. dereceden
tlrevi ise;

seklinde ifade edilmistir (Wang and Gu, 1997).
Denklem (15)'deki E, agirlik katsayilari olarak ifade
edilmistir. Ancak bu ¢dziim fonksiyonu, ¢cok boyutlu
problemlerin sinir sartlarina uygulanirken yanlis ve
everissiz  sonuclar vermektedir. Bunun icin
dordinct  dereceden diferansiyel denklem igin
¢ozim fonksiyonu asagidaki sekilde gdz Onine
ainabilir (Wang and Gu, 1997) .

N+1

V(X) = z hy (Vg +y(X)vy +hp (X)V] +
=3
+hy2(X)Vy

(16)

Denklem (16)'daki N, hesaplama yapilacak olan
elemanin, dis noktalarini da iceren digim
noktalarnin  toplam  sayisi,  1;(x), Lagrange
fonksyonu ve v, j noktasindaki  ¢6zUm
fonksiyonudur. v; ve vy 1. ve N. digim
noktalarindaki  ¢6zim fonksiyonlarinin  birinci

dereceden tlrevleridir. Cozim fonksiyonunun i.
digim noktasinda k. dereceden tiirevi ise;

N+1

V(x) = Z hj(k) (X(9)V(y + hik) (Xg)vy +
=3

N+2 (17)

+ h(zk) (Xp)Vvi+ hﬁ\'ﬁz(xN Wy = z E;;d;
=1

olarak elde edilir (Wang and Gu, 1997). Denklem
(17)' de gosterilen E ifadesi daha 6nce ifade edildigi
gibi k. dereceden turevi ainmig  agirlik
katsayilaridir.

Bernoulli-Euler kirisi icin, kicik deformasyonlarda
sistemi ifade eden diferansiyel denklem ve denge
denklemleri asagidaki bicimde ifade edilebilir
(William, 1979).

a9V ogr B8 o,
dx dx? 19)
d?v _

El—=M(x); (xelo,L])
dx

Denklem (18)'de ifade edilen E, I, g(x), Q(X), M(X)
siraslyla elastisite modull, z eksenine gore kesit
atalet momenti, yayili yik, enine kesme kuvveti ve
egilme momentidir.

Sekil 2'de, 3 dugim noktall bir DQ kiris elemani

gorulmektedir. Denklem (18)'e DQEM
uygulandiginda;
y
i
q
M, A T T T T T T 17 71T T 1 " ] M‘
1 L S I N N | L S I 1° 1 :
| ——= X
AR T 2 43
Q, L I= J Q;

Sekil 2. Ug diigiim noktali DQEM Kiris elemani

5
Ml :_ZB:LJSJ’
j=1

5
Qe=->Cyd; (19
j=1

5
Q :chiéj;
=1
5
az = ZD3ij?
=1

5
Mg = Byd;
j=1
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denklemleri elde edilir (Chen, 1994). Denklem
(19)y daki Bjj;, Cj ve Dy sirastyla ikinci, tglincu ve
dérdiinct dereceden turevlerin agirlik katsayilaridir.

Ayrica;
{5}:[V1 Vi Vy Vg Vé]T (20)
olarak elde edilir (Wang and Gu, 1997).

Denklem (19) matris bi¢ciminde yazildiginda
denklem (7) elde edilir. Denklem (27)' deki { F};

Fl=lQ, My a, Qs M,J' (21)

seklindedir (Wang and Gu, 1997). Elde edilen kiitle
katsayilari, cubuk elemanda yapilan isleme benzer
sekilde duzenlenir. Yani denklem (9) ve bunun
sonucu olarak da, denklem (12)’den yararlanilarak
elde edilen direngenlik matrisleri ve kuvvet vektori
kullanilarak islem devam ettirilir. Sekil 2'de verilen
3 digim noktali kiris eleman icin eliminasyon
yapilmamis [K] matrisine DQEM uygulandiginda;

Ci G2 Cs CGa G
al” Bin -Bi2 -Biz -Biusu -Bss
[K]==| Dz Dz Dsz D3 Dss (22)
Yl-Cu ~Ca -Ciz ~Cau —Css
Bar Bap Baz Ba  Bgs

olarak elde edilir. Elde edilen [K] matrisi ve {F}
vektorld, denklem (7)'de yerine konuldugunda {3}
miktarlari hesaplanir.

2. 3. Gergeve Elemanlardan Olugan Kafes
Yapilari

Cerceve elemanlar, cubuk elemanlar ile Kiris
elemanlarin birlesimi  olarak dustndlebilir. Yani
cerceve elemanlar Uzerinde, hem eksenel hem de
radyal yonde yUklemeler bulunabilir. Buna bagl
olarak elemanda, hem x dogrultusunda hem de y
dogrultusunda sekil degisimi sbz konusu olur.
Sekil 3'de G¢ diugim noktall bir cerceve elemani
gorulmektedir.

q
M, | RS e S M,
-.;-l 1t v ¢ vt t v t ¥ 3 t’} el [y
AR 2 137 p
Q, L Q,

Sekil 3. Uc¢ Dugim Noktali DQEM Cerceve
Elemani

Gozimleme yapilirken cubuk elemanda ve Kiris
elemanda kullanilan metot aynen tatbik edilir.
Sistemin ¢oziminde kullanilacak genel denklem,
denklem (7)’dir.

Denklem (7)’ deki direngenlik matrisi, gubuk ve kiris
demanlar icin yazilan direngenlik matrislerinin
uygun bicimde dagitiimasiyla bulunabilir. Denklem
(7)'deki sekil degistirme vektort ve yik vektori
siraslyla;

Bf=luy w; 0, u, w, u; wy 63}T (23)

{F}:{pl Qi My p, Q p; Qg Ma}T(24)

olarak €elde edilir (Chen, 1994). Bundan sonra
denklem (9)'daki siralama diizeni sisteme uygulanir.
Bu islemden sonra, denklem (12) kullanilarak
denklem (7)'de vyerine konuldugunda sonuca
kolaylikla ulagilabilir.

3. UYGULAMALAR
3. 1. Sayisal Ornek

Sekil 4'de ikinci elemani Uzerinde yayili yik
bulunan bir C - F kirisi gérilmektedir. Burada; L, E
ve | girasiyla kiris boyunun yarisini, elastisite
modulUni ve z eksenine gore atalet momentini ifade
etmektedir ve degerleri L = 1 m, E = 2.1*10% kN/m?
vel = 1.9*10° m* ve g = 20 kN olarak verilmistir.
Bu verilere gore, her bir eleman 3, 4, 5 ve 7 digiim
noktasina ayrilarak sayisal sonuglar asagidaki
bicimde bulunmustur (Tablo 1).

Tablo 1. ikinci Elemani Uzerinde Yayili Y ik Tesiri
Altindaki C—F Kirisine Ait Sayisal Sonuglar

N=3 N=4
Vs (mm) -0.0028218694885 | -0.0028218694885
05 (rad) -0.0048374905517 | -0.0048374905517
Vs (Mm) -0.0082640463592 | -0.0082640463592
0s (rad) -0.0056437389770 | -0.0056437389770
N=5 N=7

Vs (mm) -0.0028218694885 | -0.0028218694776
05 (rad) -0.0048374905518 | -0.0048374905310
Vs (Mm) -0.0082640463593 | -0.0082640463216
0s (rad) -0.0056437389771 | -0.0056437389476
_\_

i

q
: ,
1 1 1 1 1 1 : —
] 2 3 2, 4 5

Sekil 4. ikinci elemani lzerinde yayili yik tesiri
altindaki C — F Kirisi
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3. 2. Sayisal Ornek

Sekil 5'de 7 noktasindan P yuk{ tesiri altinda bir
cerceve yapl gorilmektedir. Burada; L, E ve |
siraslyla cerceve yaplya ait eleman boyunu, elastisite
modulUni ve z eksenine gore atalet momentini ifade
etmektedir ve degerleri L = 1 m, E = 2.1*10% kN/m?
ve | = 1.9510° m* ve P = 20 kN olarak verilmistir.
Bu verilere gore, her bir eleman 3, 4, 5 ve 7 digim
noktasina ayrilarak sayisal sonuglar asagidaki
bigimde bulunmustur (Tablo 2).

Sekil 5. Bes elemanli cerceve yapi

Tablo 2. Bes Elemanli Cerceve Yapiya Ait Sayisal

Sonuclar

N=3 N=4
0, (rad) | -0.0000306468294 | -0.0000306468294
03 (rad) | -0.0000209269577 | -0.0000209269577
Us (mm) 0'00004%4404793 0.00004844047939
Vs (Mm) | -0.0000130252370 | -0.0000130252370
05 (rad) | -0.0000309667775 | -0.0000309667775
u; (mm) 0'00006124671764 0.00006146717642
v7 (mm) 0'0000025034698 0.00000050346983
0 (rad) | -0.0000408435107 | -0.0000408435107

N=5 N=7
0, (rad) | -0.0000306468294 | -0.0000306468294
03 (rad) | -0.0000209269577 | -0.0000209269577
Us (Mmm) 0'0000424404793 0.00004844047939
vs (mm) | -0.0000130252370 | -0.0000130252370
05 (rad) | -0.0000309667775 | -0.0000309667775
u; (mm) 0'00006124671764 0.00006146717642
V7 (mm) 0'0000025034698 0.00000050346983
0 (rad) | -0.0000408435107 | -0.0000408435107

4. EKLER

4. 1. Cubuk Elemana Ait
Matrisleri

Direngenlik

Uc dugiim noktali ve diigiim noktalarinin koordinati
[0, L/2, L] olan cubuk elemana ait [k] direngenlik
matrisi;

3L o—a L
K="2a -8 a4 (25)
L —aa

Doért digum noktali ve diguim noktalarinin
koordinati [0, L/3, 2L/3, L] olan ¢ubuk elemana ait
[K] direngenlik matrisi;

wog %
EA% 18 g 0
k|=— B 26
] L°| 0 9 -18 9 (26)
Lo
2 2

Bes duigiim noktali ve diiguim noktalarinin koordinat!
[0, L/4, L/2, 3L/4, L] olan cubuk elemana ait [k]
direngenlik matrisi;

AL e 120 S35
3 3
4 80 o 16 4
3 3 3 3
-EA 4 &, & 4 @7

12| 3 3 3 3
4 8 5 80 4

3 3 3 3
Lo o e 2

L 3 3 ]

4. 2. Kirig Elemana Ait Direngenlik Matrisleri

Ug diigiim noktali ve diigiim noktalarinin koordinati
[0, L/2, L] olan kiris elemana ait [K] direngenlik
matrisi;

108L 302 -—192L 84  -18L2
212 g3 _322 1002 -23
El
[k]= T 12 -aeL s -1 8L (28)
84l 18L%2 -—192L 108L -30L2
—102 —2% 322 _222 g3

Doért digum noktali ve diguim noktalarinin
koordinati [0, L/3, 2L/3, L] olan ¢ubuk elemana ait
[K] direngenlik matrisi;
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99L oo 170 12150 483L o,
2, 2 2, 2
112_ 13 —su? B g2 g8 (29)

K= El| -828 -144L 1458  -972 342  -36L
L*| 342  36L -972 1458  -828 144L
483 . 12150 1700 969,

2 2 2 2
2 28 7% 8’ - % 138

Bes diigim noktall ve diigiim noktalarinin koordinati
[0, L/4, L/2, 3L/4, L] olan kiris elemana ait [k]
direngenlik matrisi;

w0l o Bl A% 152l 2
°, 3 ) 2
oa? sod sa?2 o sa? 2 3
P o 8 204 8
773 ~320L 4096 2304 %48 —64 0 (30)
o 38 o e . sl 308
w2 2008 N P
e 0 S5 mu a6 -IE a0l
L o AL oo 812l ML o0
S 2 32 32 ° 2 3
ea2 3 osa? o 52 om?  seL
3 9 3 9 3 |
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